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“数学 分 析 原理 "是 作 为 大 学 数学 系 - 一 一 年 级 学 生 的 分 析 至 科 


“ 书 而 壬 号 的 ; 因此 也 就 把 书 和 分 成 现 齿 。 在 锋 写 本 省 时 ,广泛 地 采用 


子 我 的 三 千本 “ 微 积 分 学 散 程 ” 的 材料 ; 但 为 了 要 使 本 书 接近 于 正 


- 式 的 数学 分 析 洲 学 大 秽 与 相 织 的 内 味 可 名 性， 我 已 和 这 < 乱 中 包 


售 的 桂 料 加 凤 精 简 与 偿 疏 。 
我 榨 目 已 定 下 的 任务 是 这 样 的 : 
1, 我 认为 在 数学 分 析 原 理 中 主要 的 一 个 任务 是 要 做 到 剑术 


加 上 的 么 苞 性 与 在 可 能 范 园 内 的 严格 性 。 泡 了 使 和 苍 予 学 生 的 知识 有 .， 


一 定 的 系 圾 ， 我 队 为 对 于 数 科 书 来 材料 的 叙述 有 必要 核 照 水 辑 
的 闫 序 。 
. 基 然 如 此 ， 四 玫 本 这 洗 的 郑 拂 仍然 便 赂 吕 省 在 个 别 的 地 
” 方 r 一 从 数 授 法 着 眼 一 -有 可 能 放弃 严格 的 秒 谈 性 (也 藻 , 项 至 使 
他 更 容易 获 竹 这 称 可 能 )。 例 如 ,我 自己 在 讲价 中 通常 把 那 种 对 于 


初学 汰 困 驳 的 东西 如 实数 理论 、 收 做 性 原理 或 考 沥 错 西数 的 性 夺 | 


都 稍稍 拖 后 。 
2 局 村 ， 效 学 分 析 数 程 对 于 学 生来 流 ， 趟 应 号 只 “是 -种 串 的 
“ 汪 义 与“ 定理”， 而 应 防 是 行动 的 指南 。 必 有 珊 娄 会 学 生 把 这 些 定 ， 
”理应 用 到 实际 中 去 ， 厌 助 他 们 党 担 分 析 的 计算 工具 。 虽 然 这 个 尾 
- 务 大 部 分 是 落 到 分 析 的 习 恶 咯 上 ,可 是 随 头 理 玲 村 料 的 叙述 ， 2 
按照 高 要 采用 了 一 些 例题 ; 例题 为 数 最 不 多 ,但 却 是 为 了 培养 学 
”能 自觉 地 做 习题 而 选择 的 。 
3， 大 家 知道 ,数学 :分 析 无 论 在 束 学 本 身 为 和 或 在 相近 的 知 训 | 


有 的 与 多 各 多 机 应 及 ; 菠 华 以 后 将 人 时 入 
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碰 到 书 风 。, 可 是 关于 数学 分 析 与 其 他 狐 学 部 站 以 及 与 实质 要 

相 联 系 的 这 种 思想 , 那 来 在 研究 分 析 原 理 时 就 应 该 汶 学 生 所 通晓 。 

下 办 为 如 洱 , 所 二 一 有 可 能 , 我 就 引进 了 分 析 在 几何 上 、 在 力学 上 

“以 及 在 物理 1 5 不 程 上 的 应 用 的 例 目 

4 关于 把 分 析 计 算 一 理 算 到 永 出 煞 字 的 结果 的 问题 ,在 原则 - 

上 上 与 实用 _ EE 有 并 FI 同样 的 重要 性 。 因 涛 员 《有 在 最 简单 的 情况 下 ， 分 

析 上 的 央 题 交 有 “准确 的 " 解 或 “ 宿 限 形状 的 " 解 ， 所 以 便 学 下 注 悉 
近 伏 方法 的 运用 与 学 会 作 租 近似 公式 都 有 其 重要 性 。 在 本 书 中 也 

注意 到 了 这 一 点 。 

5. 关于 委 记 本 身 广 曾 , 我 想 作 少 尊 器 胃 。， 首先 要 提 测 的 是 极 

撕 概 念 , 它 在 分 析 的 基本 概念 中 下 有 主要 的 地 你 ， 洗 且 到 各 种 形 起 

呈现 而 资 串 着 休 部 玫 程 。 这 种 情况 向 我 们 提出 了 一 硬性 务 ， 那 就 

是 要 建立 各 种 形式 的 极限 的 撤 一 构 念 。 这 不 仅 在 原则 .上 是 置 要 

的 而 且 在 实 中 上 也 是 必须 的 , 为 的 是 避 苑 时 常 要 从 新 建立 极限 的 ， 

旺 请 |。 受 达 多 这 个 自 色 ， 有 关 妆 浴 笃 : 或 着 一 开始 吝 容 岂 “有 有 序 变 

里 ” 的 最 一 般 的 航 限 定义 ( 讽 如 ， 跟着 沙 都 天 斯 天 与 麻 尔 - -史记 

: - 闭 样 去 做 )， 或 者 把 各 条 极限 归结 治 虹 韶 

上 变化 着 的 变量 的 极限 。 路- 种 硕 吉 半 初学 省 是 不 昂 了 解 出， 所 

以 我 采用 了 第 一 种 观点 : 每 一 种 新 形式 的 极 滁 定 六 首 甸 部 用 序列 

的 极限 答 出 , 然后 二 用 ?ea- 3 话语 " 坎 册 

” 6， 还 要 指出 叙述 上 的 一 个 和 . 在 第 一 管 中 ， 出 河 丰 对 舱 分 

与 由 面积 分 时 , 我 提 出 了 < 的 一 玫 "的 出 线 杭 分 与 曲 际 积分 ( 惟 好 与 

”的 无 定向 的 低 域 的 营 通 积分 及 二 二 积 分 扯 似 ) 和 “ 常 二 型 的 这 些 

积分 (其 中 相 拟 之 处 马 狼 局 部 地 失去 了 ) 之 间 的 区 出。 根据 多 次 的 
硬 难 , 我 深信 这 料 的 区 分 有 助 于 更 好 的 了 解 , 关 且 也 使 于 应 用 。- 
，“， ，、. 7， 在 对 数学 大 网 及 作 的 为 数 不 多 的 补充 中 ， 我 把 多 加 积分 - 
:.“” “( 直 基 在 实际 上 需 观 到 的 ) 简要 介 契 到 书 内 ,并且 有 些 时 候 提 出 了 


“ ” 题 养 成 起 来 的 有 光绪 沉 
人 ~ , 
' 8 在 本 韦 申 各 个 地 方 ， 隘 者 可 找到 带 和 有 数学 史 福 区 的 流明 。 
并 且 第 一 餐 是 以 数学 分 析 基 本 观念 发 展 史 构 述 ? 结尾 的 ; 而 在 第 
了 “数学 分 析 进 一 步 发 展 的 概 涝 ”。 当然、 光一 团 决 不 


是 用 宁 代 若 学 些 记 语 在 条 风 “数学 更" 各 小 所 要 亲 和 的 天 学 分 ， 


一 此 协 好 要 可 用 入 国人 的 全。 全 得 各 由 于 解答 一 主 他 间 几 


新 的 历史 。 如 果 在 上 面 提 到 的 前 一 构 述 中 涉及 到 概念 本 身 的 染 


本 


。 源 ， 闭 林带 有 押 由 意义 的 强 明 水 在 于 使 县 者 至 少 了 解 分 析 学 历史 
中 最 重要 的 事件 在 年 代 上 一 裔 的 次 序 。 ， . -~ 
 ” “我 现在 要 把 和 刚才 所 具 的 密切 有 关 的 事 站 接 告 疼 材 考 一 一 举 
生 。 邵 就是， 书 中 拖带 的 妇 序 是 按照 现代 对 于 数学 的 严格 性 的 要 
、 ”三 发 排 的 , 这 种 至 求 是 在 长 时 间 内 形成 起 漆 的 ， 因此， 竹 述 的 次 序 
”自然 和 数学 分 析 在 历史 上 的 发 展 所 梭 过 的 道路 有 所 不 向 。 如 局 这 
“， 轴 所 如 一 其 科学 的 历史 进程 一 样 ， 在 措 到 它们 的 凌 正 “ 


出 发 点 之 前 ; 总 先 赴 过 许多 奏 路 。 科学 不 | 司 于 其 他 建筑 炳 ， 它 不 只 


加 出 宏 中 楼 刚 ， 询 和 在 它 打 下 地 基 才 前 ， 先 造 出 房屋 的 各 层 。”"@ 


诸 者 一 开始 研究 分 析 学 时 就 会 示 到 与 此 类 做 的 情况 : 本 书 第 
一 章 埋 壕 < 实数 "， 第 三 章 诗 壕 极限 花 ， 从 第 五 站 起 才 开 始 徽 分 学 


、 与 积分 的 条 航 的 攻 述 > 


:在 历史 上 上 的 志 库 恰恰 是 与 此 相反 的 : 铂 分 学 与 积 苍 学 起 源 于 


。 龟 精 客 的 极限 除 原 再 的 实数 再 葵 ， 字 的 明 也 概 念 一 让 到 十 丸 世 名 
后 中 期 才 建 立 B 来 。 
的 . L ， 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 2 上 | 和 | , . - . 四 
全 忆 序 加 "区 治 轰 医学 拢 入 "中 请 本 ，1955 年 人 及 出 报 于 出 取 ,第 到 页 ，  ，… 
| . . AZ , . 上 et 


半生 世纪 ， 而 宪 十 从 世 杞 发 现 了 很 多 重要 的 应 用 , 有 了 进一步 的 发 
展 ; 在 十 九 妇 各 初 ， 板 倪 验 才 成 为 数学 秀 析 的 基础 ; 洪 于 用 来 验证 


一 4 一 


这 部 书 总 结 了 我 在 列宁 格 勒 大 学 才 下 学 分 析 的 多 年 詹 瞪 。 


六 它 对 苏联 青 年 将 会 是 有 用 的 . 


不 ， 号 ， 发 替 爹 哥 尔 奖 


第 一 卷 第 一 分 册 目 录 


序 冉 .0 


第 一 凌 实数 . a 
$1. 尖 数 全 合 民 其 有 有 到 化 
1, 前 车 .st 
2 无 理 雪 定义 … 
3. 演 数 集合 的 有 序 化 -… 
4- 实数 的 无尽 十 入 小 数 的 碧 示 法 


5. 实数 集合 的 迎 各 性 ………… 9 


2。 奖 数 的 四 上 则 证 第 


了 实数 的 和 的 定义 及 其 性 慎 :……… 坟 
,对 称 数 - 条 对 入 i 了 


和 实数 的 积 的 定 久 及 其 性 质 …… 
§3- 实数 的 其 全 性质 及 其 应 用 …… 
10 要 的 存在 性 ， 自 有 有 理 和 


数 的 线 蜂 '… -- 
1 上 有 任何 实 和 ee 20 
12. 对 数 :… i 


13. 入 慨 [是 Se E 


23 

第 二 章 ” 单 变节 的 沙 数 ,…………26 
§ 1. 商 数 报关 名 20 
16. 环 明 阅 的 团 数 共和 帘 - 例题 ……:28 
17. 本 数据 念 的 定时 0 
18. 图 数 的 敌 析 这 孙 法 …"………… 32 


1 本数 的 图 末 pe 
20. 县 自 粹 数 为 变 无 前 加 数 … 
21. 历史 的 附注 :…… . 
和 2， 几 类 最 草本 的 国 妾 9 
3232, 初等 醒 烙 .…… , 


28., 吧 国 数 的 痢 仿 -4 
94. 度 三 角 栗 靳 ee 


25. 醒 数 的 法 泥 . 芋 革 本 …… 
第 三 章 ”楼 限 匡 … 
§ 1， 图 数 钓 契 限 1 
36. 历史 的 谣 明 *… .51 
27. 燥 的 序 天 于 ee 61 
28, 序列 的 极限 定义 ………… 3 
2 ee 
30, 全 
31, 汛 穷 大 最 … + 
32 于 数 的 要 定义 … | 
和 本 的 的 曙 一 案 久 …63 
匠 , 例 … -， ss 
55 闽 侧 对 限 . "1 


$ 9. 甘于 禄 限 则 定理 sein 
36. 共有 有 限 的 极限 的 自然 数 
灾 元 的 画 数 的 性 质 … 和 7 


37. 肉 广 副 任 意 变 县 的 加 数 铺 形 …74 
38, 在 竺 起 与 不 舌 忒 中 不 极限 :……76 
39, 基于 无 送 小 量 的 预 备 定理 ……78 
科 . 变量 的 算术 运算 -…… 9 
#1, 未 定 芒 cl 
42. 推广 到 任意 变量 的 出 数 情 形 …84 
3, Bt 号 5 
， 和 3 半 基 办 数 … 8 
14 自然 数 变 苑 的 娃 油 本 数 风 
宽大， a Pet | 
45, 他 Mj , -1 
46. 类 于 区 则 克 的 对 省 定 玲 … “93 


4 在 一 二 组 储 形 下 单 表 图 数 的 一 


一 7 一 
§ .2 es -ev 
49. 其 4 畴 作 序列 的 要 人 限 a 96 
49. 数 B8 的 近代 时 算 注 9 
50 教 6 的 息 本 公式 自然 | | 
§ 3. 收获 原理 *… -02 | 
中 1. 部 劳 序列 …， rl | 
52 以 自然 数 为 变 元 的 画 数 和 
育 限 的 极限 的 存在 亲人 忻 -…105 
53. 任何 变 元 的 栈 数 具有 有 有限 
极限 的 竹 在 条 忻 ………… :107 
3 6. 天 穷 小 最 与 元 窗 天 提 的 分 
54. 下 注水 最 的 于 楼 0 
55. 并 絮 小 节 的 尺 诬 stmss110 
呈 90. 区 愉 的 无 洲 小 籁 1 
537, 无 消 小 最 的 主要 和 的 分 樟 ………113 
58. 应 用 并 是 e114 
59. 无 消 天 量 的 分 北上 


幕 四 章 。 单 变量 的 速 续 国 数 …. 117 
站 工 画 数 的 连 帮 性 (与 戎 断 点 人 11 
6 西数 在 “点 处 的 下 机 性 的 
定式 … ee 
61. 亲 测 闻 铬 和 连 塘 ; 村 的 条 件 -。 .2119 
63. 涵 超 图 数 的 算术 汉 算 -……………12] 
862. 初等 国 数 的 流入 性 ….……2] 
64, 加 蔗 羡 数 的 时 加 … 3 
65. 几 个 极 眼 的 宝 算 '………………]24 
66. 才 - 指 产科 还 二 i 150 
全 .和 个 断 各 的 分 类 ， 便 陪 ……- .127 
§2. 连 控 酷 数 的 性 质 ……………………129 
68. 关于 画 数 到 零 值 的 定理 ……1 
69. 应 用 于 解 方程 pe 12° 
， 窜 .关于 中 间 杞 的 定理 …-……-182 
91. 反 图 数 的 存在 性 134 
但 . 基于 国 数 的 有 兽性 的 定理 136 


3, 本 数 的 最 次 条 与 最 小 值 ……4131 
?4. 一 履 连 得 性 的 撒 念 ……………*139 
75. 关于 一 殊 滤 种 性 的 定理 ,…--*141 
第 五 帝 单 变量 函数 的 微分 法 …148 
$ 工 ,导数 及 丰 计 算 - 1 
1. 动 点 速 庶 的 计算 间 双 …14 
327. 作曲 线 的 切 乔 的 半 题 -…………T45 
8. 导 类 的 定 代 scr 
但 .计算 时 数 的 斌 -9 181 
30. 反 图 数 舶 对 数 "…… 154 
81. 导 鉴 公 运 汇集 …， "6 . 
82 因数 境 量 的 公式 … "189 
5 . 革 和 导 的 玫 个 好 前 
EE 1 
8 全 全 关怀 …160 
25. 例 …- 人 
86 音 加 呈 斤 。 站 
87, 无 禄 导数 1 
83. 特 际 人 情况 的 例子 1166 
旨 吕 . 微 条 a :站 了 
翅 . 答 分 的 密实 -… 1 
如 ,可 长 性 人 之 了 
美 对 2 
91. 微分 的 基本 父 起 及 法 天 - -170 
302, 微分 形式 的 不 变性 :… "172 
98. 向 分 作为 近 从 公式 的 来 关 …11 
94. 微 共 在 估计 误差 中 的 应 用 *…174 
38. 高 防 导 数 亚 商 防 徽 合 1 
95. 高 防 导 上 玫 的 定 电 np 17€ 
"任意 阶 子 数 的 普 洪 公 式 en i178 
97. 厅 市 尼 家 公 忒 … .180 
38. 高 阶 微分 … "1 
99. 高 阶 全 分 形式 不 变 性 的 获 
第 六 章 微分 学 的 基本 定理 . es I86 
二 中 秆 室 理 -es 386 
100. 开 属 定 更 ee 


101. 胃 汞 定理 1 
102. 有 限 增 量 室 部 ee 189 
103. 节 数 的 极限 191 
104- 调 限 增 最 宝 理 的 撕 广 193 
ee 193 
105, 党 项 式 交 功 带 公式 : i133 
105. 任意 夯 半 的 展 旭 起 1 和 三 
107. 从 项 的 共 他 形 忒 1199 
108. 已 树 的 公式 在 初 闻 是 归 
上 上 移 府 用 rnt D2 
109. 省 和 位 慨 臣 秽语 rr 2 二 
-第 七 奢 ” 度 用 导数 来 研究 萝 
蒜 
$ 1. 一 数 的 变化 过 程 的 研究 ………207 
110. 草 数 为 常 煞 的 条件 207 
111. 丽 数 为 弟 诅 的 条 伍 司 i 208 
112. 极 去 及 和 极 小 ， 此 亚 荣 体 -…2100 
113, 第 一 法 出 tn -rl 
114. 第 一 划 escsonierstcsr oi 和 14 
1415, 苹 数 的 作 鸭 :i Hear D15 
主 1#8. 筑 和 四 1 市 
117. 阅 阶 导 数 的 应 用 te 214 
$2. 图 获 的 最 大 个 及 最 小 做 231 
118, 最 大 依 及 最 小 入 的 求法 …-221 
119, 问题 .ee We 
$3. 下 定式 的 定 作 法 ，… “224 
120, 卫 开 来 二 下 - pe 
121: 守 型 来 定 起 227 
182. 苏 他 奖 型 的 来 害 蕊 re pi | 
第 几 音 大 元 商 藉 避 2 
1, 基本 瞻礼 ……* ee 232 
123, 变 彼 之 况 的 西数 关系 * 例 …232 
124, 二 元 时 数 及 共 定 实 区 城 .'.……233 
125. 人 L 铝 算 泌 完了 邮 -… 
126. 澡 色 宝 风 市 的 区 域 玲 钢 …-239 
127. 开 区 域 政 项 远 城 的 一 般 


ty 


| 
128. 了 元 图 数 一 
129, 这 元 加 数 的 极 了 妥 … 


130. 几 二 Wr 
131, 举 次 枪 限 ee sd 
2. 迹 稿 四 类 语 ee a51 


132. 必死 陵 数 的 连 村 性 及 间断 251 
133. 柱 粮 六 数 的 运 笨 :rn253 
134. 基干 陶 数 取 零 错 的 宏 理 …-254 
135. 波 尔 察 详 - 检 尔 斯 德 拉 斯 


136, 关于 画 数 寿 内 性 的 定理 ……257 
]87,. 一 似 速 乱 性 er 5 


第 九 章 争先 图 数 的 共和 分 学 ….-261 


§ 4. 争 元 本 数 的 导数 与 微分 ……*261 


138, 全 导数: a 
139. 图 数 的 条 描 量 -ee 282 
149 复合 画 数 的 导 竹下 265 
141, 例 -. 人 
1 蛤 .要 微 芝 … sr 
143, 一 阶 和 做 分 形式 的 不 谈 尾 …,270 
144. 全 徽 分 在 近似 计算 中 的 

Tn PE 
145. 齐 六 丽 数 ee 


8 2. 商 阶 导 数 与 商 阶 短 分 277 


146, 高 院 导 狂 
147. 甘于 浊 合 导 狼 的 定理 ,……278 


148, 售 阶 微 过 tr 281 
149. 徊 条 贺 数 的 名 和 蕉 293 
150, 葵 革 人 答 玉 et 卫生 
$3. 栈 慎 , 坊 大 第 与 感 小 艇 :……… 287 
{51 多元 两 数 的 报 什 "必要 
荣 件 … tr 
152. 租 正 上 的 碘 究 (二 天 
的 情 演 ] ee 
158. 南 数 的 最 天 值 与 最 水 逢 . 
合子 TE in 799 


154. 丙 题 ………… sp 294 


第 一 耸 第 二 分 册 目 录 


弟 十 得 厌 范 数 ( 不 定 积分 )……299 

#4. 水 定 积 分 及 其 最 简 革 的 叶 算 法 
a 0 

155. 原 蓝 数 概念 [中 不 定 积 分 酸 合 ) 
We A400 
156. 积分 与 求 面 积 问题 302 
157. 六 本 积 蔷 败 9305 
158. 万 简单 的 积分 法 岂 … “300 
159, 例 ，…- 站 
160. 变 景 煌 省 积 季 法 pe， 300 
164. ee 号 1 二 
162. 营 部 加 人 千 法 -0 41 年 
189, 例 415 
章光 理 式 的 各 畦 rerrrr 号 1 党 


164 .有限 形式 积分 法 站 题 的 提出 818 
165. 简单 分 数 虽 其 碌 从 站 
168. 伪 谷 式 的 积 知 1 
167. 鼻 诉 肌 罗 纤 拉 德 斯 共 的 稻 

和 分 有 理 冲 分 徊 出 法 23 


$ 3. 基 些 根 忒 的 积分 法 '…… 327 
避 本 十 屋 
168. R(s VS 二 De 有 zt 型 根 式 


的 程 季 浅 eT 
]69. 二 项 起 签 分 的 积分 证 2 
170. ROr wz5TiY 干 本 型 很 臣 

的 积分 法 : 欧 氟 压 置换 法 530 

$4. 含有 三 人 入 国 数 及 指 效 图 数 的 
蕊 了 于 的 积 俘 法 3 

171, 答 分 式 Risinx, cosx) dr 
的 各 和 芬 潜 5 


192. 其 他 情形 焊 超 … 99 
§ 5. 椭 国 损 千 ee 340 
194. 伦 济 与 起 | 
第 十 一 章 ” 定 积分 pp 8343 


4 算 积 分 崖 多 及 存在 多 人 忻 -…………343 
工程 .内 块 面积 疝 题 的 另 一 途 冬 …343 


176. 定 诸 .ee 345 
177. 法 布 和 .pp .3846 


178. 积 分 存在 案件 pp 
179. 可 积 辆 数 业 中 pp 1 
#2， 定 积分 性 盾 :…e 353 
180, 做 有 向 区 间 的 积 务 353 
T8Y. 可 用 闭 式 守旧 的 性 慎 ………354 
182. 可 用 未 各 式 表 出 的 性 质 ……356 


188. 崖 积分 作为 上 限 的 图 数 ……360 
$ 3. 定 积分 的 计算 及 变换 ……. .803 


”184. 用 积分 和 的 计算 63 
185. 税 分 尝 直 本 切入 :3 
186. 定 积分 中 变数 将 损 公 式 '……306 
187. 定 积分 的 分 部 积 妆 法,……38 
188. 百 里 斯 公式 0 

4. 积分 的 近似 计 第 …… 1 
189. 梯形 很 蓄 语 ee 371 
190. 折 物 条 全 蕊 sr 
194, 近世 公式 的 全 其 7 
199 . mee 370 


第 十 二 意 积分 学 的 几何 应 用 及 


一 外 一 
§1. 面积 眉 体 程 eeve 381 15. 有 旱 慰 扒 兴 a 
193. 而 积 概 念 的 定 你 .可 求 积 区 16. 的 率 全 大 昌 素 于 补 : ta 4 六 必 
am | 第 四 草 玫 分 析 关 本 
108. 面积 作为 概 眶 ………… 发 生 阳 史 ee 1 
og. 和 人 要是 国术 ns 8 4, 向 各 中 前 更 和 3 
497 人 天 要 人 的 定义 及 其 性 质 390 217. 十 怀 世 祝 与 无 效 小 和 分析 …… 妈 3 
体积 218. 不 可 分 于 方 渤 …*………… 
198. 以 积分 吉 出 体积 219, 不 可 分 大 学 说 的 进一步 发 
§ 2. 狐 攻 2 租 ce se 446 
1 和 9. 级 括 概 念 风 定 侃 rr oad). 求 最 天 及 最 小 ( 概 大 艘 水} 
200. 辅助 定理 站 pe 401 堵 独 作法 .0 4 和 9 
D1. 应 积分 守 出 强攻 
202. 疲 红 及 其 艇 分 ………… 0 2 上 借助 才 动 学 元 儿 来 作 名 贸 
222, 切 芒 作 医 关 题 与 驼 机 问题 


203. 誉 疝 监 线 的 隆 其 0 


8 3. 力学 及 物理 上 的 数量 的 计算 …408 的 互 游 性 ee 


204 定 积 分 应 用 程式 …………* 08 §2. 依 锯 这 ， 外 前 生生 
205. 通 粮 沿 面 往 0 24. 流 开 计 算 滞 et 454 
由 入 的 才 力 佑 万 蕊 必 的 党 225 说 数 到 算法 的 洲 计 算法; 
207. 平 画图 还 的 作 力 拒 及 重心 的 机 
果 法 sssscsssssssss9 po ei 
208. 玉 萌 te 419 
第 十 三 章 ”微分 学 的 一 些 几何 227. 沾 顿 的 筑 基 闭 题 ……… 460 
应 用 3 3. 敬 下 尼 芒 ree 由 1 
§1, 切入 以 切 男 :rr 228. 三 立新 圭 算 法 的 初步 461 
209. 下 面 曲 藉 的 解析 才 出 法 ……421 229. 最 先 刊 行 的 微分 学 著作 ……462 
240. 平面 此 糖 的 切 神 2 230. 最 先 乔 行 的 积分 学 著作 ……464 
211. 切线 的 正 才 出 人 2 231, 全 上 居 茵 的 其 他 藻 作 ,学 小 前 
919. 组 间 昌 车 420 Ei 
324 和. 曲面 的 菇 面 *… ee 481 232. 菊 上 尼 芒 的 贫 其 则 题 ……* 66 
站 2. 平面 曲 巷 的 曲 夷 :4 098. 和 精 尾 施 407 


1 人 南 . 袍 钻 训 re 


228. 盯 阶 的 颖 类 Us 所 


第 一 章 实数 


8 1. 实数 集合 及 其 有 序 化 
1. 前 弟 ” 从 中 学 施 程 中 诚 者 已 高 释 有 理 数 及 其 性 慎 。 同 时 由 
于 初等 数学 的 名 要 , 有 理 数 域 的 扩张 也 就 成 为 必要 了 。 事 实 上 , 在 
有 理 数 中 甚至 连 正 整数 《自然 数 ) 往往 都 泡 有 根 , 如 v3 就 是 一 个 
例子 , 这 就 是 说 , 没有 一 个 其 下 方 能 等 于 2 人 与 8 是 
两 个 自然 数 ) 存 在 。 


要 征明 这 一 点 , 我 们 用 反 靳 法 : 假定 有 这 样 的 分 数据 存在 ， 使 


得 ( 子 ) 一 2。 我 们 可 屏 这 个 分 数 是 芭 移 的 , 也 就 是 枫 , p 与 9 无 公 
因 于 。 因 为 沪 =2g” 所 以 了 是 侦 数 : 2 一 2r(y 是 整数 ), 因而 , 9 是 
奇数 。 用 多 的 卖 达 式 来 代替 p, 得 g? 一 273 由 此 推 得 4 是 悍 数 。 所 
”得 到 的 这 合子 盾 就 证 明了 我 们 的 葡 断 。 

与 此 同时 , 假若 我 们 所 讨论 的 只 是 售 有 理 数 的 数 城 , 那 示 在 几 
何 中 显然 就 不 是 所 有 的 线段 都 能 有 长 度 。 事 实 上 ， 考 虑 过 为 单位 


长 度 的 正方 形 。 它 的 对 角 粮 不 能 有 有 理 长 庆生 因为 如 车 不 然 , 基 
由 毕 达 哥 村 斯 定理 , 这 个 长 度 的 下 方 各 应 等 于 2, 但 我 们 已 知 这 是 
不 可 能 的 。 

在 本 章 中 我 们 的 任务 是 要 扩 配 有 理 数 的 数 域 ， 把 具有 新 的 性 
质 的 数 一 一 无 理 数 加 入 到 这 个 域 中 来。 
. 在 数学 实 跳 中 仿 有 根 式 卖 达 式 的 匹 再 数 ， 富 实 上 早 在 中 世 和 纸 已 开始 由 
饭 ， 不 过 涛 有 把 它 者 作 是 实在 的 数 。 十 七 世 秆 由 笠 爪 几 @ 所 创立 的 从 标 方 


一 


中 种 卡 儿 (1596 一 1650) 是 法 国 的 著名 将 学 家 与 科学 家 。 


一 和 
法 , 又 也 新 的 方法 提出 了 用 数 来 考 夺 几何 量 的 问题 。 在 这 种 彩 响 下 无 理 数 生 
有 理 数 同 样 是 数 的 观 从 过 淤 地 成 熟 起 来 ; 近 科 观 念 站 牛 师 的 “ 普 沽 算术 ” 
《1707) 吕 中 所 下 的 ( 正 ) 数 的 害 义 里面 有 了 泛 贬 的 钼 述 ; 
“我 们 所 理解 的 数 , 与 其 就 它 是 单位 的 集合 , 不 如 训 它 是 任何 一 个 量 与 另 
一 个 由 我 时 芭 来 作 单位 的 同类 景 的 抽打 比 "。 
这 时 整数 与 分 数 窒 法 和 单位 可 通 移 的 同 , 而 无 理 数 韦 达 送 和 单位 不 可 通 
徇 的 最 。 
在 十 七 世 礼 萌芽 而 在 吾 个 十 八 世 和 莲 堵 发 展 落 的 数学 分 扩 , 长 时 期 再 沙 
:是 于 这 个 定义 , 但 是 它 是 与 算术 格格 不 入 的 , 并 且 扔 艇 不 能 损 露出 扩大 了 的 
数 域 的 最 重要 的 性 盾 一 一 速 秆 性 (参考 后 夯 第 5 段 )。 在 十 八 此 霹 末 -与 十 九 世 
柱 初 数学 方面 兴起 了 批 逢 的 潮流 , 提 几 了 激 学 分 析 的 基本 概 侈 要 有 正确 的 定 
义 以 及 它 的 基本 证 定 要 有 严格 的 证 明 。 这 种 要 求 附 就 很 快 地 使得 根据 无 更 
数 的 纯粹 的 算术 定义 来 建立 在 洒 辑 上 没有 错 袖 的 无 理 数 芥 变 成 了 必要 的 事 
情 。 在 十 九 些 所 的 七 二 年代 里 ， 有 关 这 方面 的 理喻 已 经 建立 了 儿 种 ， 它 全 在 
形式 上 各 不 相间 而 突 厦 上 是 一 样 的 。 所 有 这 些 理论 和 与 有 理 数 的 各 种 无 穷 亿 
合 联 系 超 来 , 定义 了 无 理 数 。 
2. 无 理 数 定 久 ”我 们 性 效 狄 台 金 电 来 叙 进 无理 数 理 昔 。 这 种 
理 草 的 基础 归于 有 再 数 域内 的 分 制 的 概念 。 考 虑 把 全 部 有 理 数 的 
集合 分 成 的 两 个 非 宏 的 ( 朗 确 实 至 少 包含 一 个 数 的 ) 和 集合 4, 4; 换 
名 高 说, 我们 假定 
1” 每 一 个 有 理 数 在 而 且 只 在 4 与 4 两 个 集合 的 一 个 中 。 
如 果 下 面 的 条 件 也 能 满足 , 我 们 就 称 这 种 分 法 为 分 割 : 
2” 集合 4 中 每 一 数 q 小 于 集合 4' 中 得 一 个 数 ar 
集合 4 叫做 分 割 的 下 类 , 集合 4 时 做 上 类 。 分 割 用 414' 表 


Te 


由 分 荐 的 定义 捧 知 , 及 小 于 下 类 中 的 数 4 的 有 理 数 , 也 属于 下 


名 ”有 了 能效 弄 本 : “Bceo6mag apE 仿 MBTHE 名 TB xHfra of np yernuerngy 
必 了 HTE3E H HANHBIE"[AH CCCP, 1948); 姑 老 第 8 再。 


晤 ”区 言 金 [Bionard Dedekind)(1831 一 1916) 是 德国 的 数学 家 。 


. 一 和 一 
”类 。 同 样 , 用 大 于 上 类 中 的 数 w 的 有 理 数 了 此 属于 上 类 。 

例 媳 1) 把 4 定义 为 所 有 一 切 满足 不 等 式 a<1 的 有 理 数 a 
的 集合 , 而 把 使 @ 1 的 从 部 有 理 数 a 归 太 集合 由 。 
z 不 难 恰 瞻 ， 这 样 一 来 我 们 就 确实 得 到 一 个 分 割 。 数 1 属于 4 

类 并 上 且 电 然 是 其 中 最 小 的 数 。 男 一 方面 , 在 4 类 中 没有 最 大 的 数 ; 

因为 , 不 座 我 们 取 4 中 怎样 的 数 w 我 们 总 可 以 在 4 与 1 之 阅 指 出 
一 个 有 理 数 a1, 因而 , ui 大 于 0 而 且 也 属于 4 关 。 

2) 把 所 有 小 于 或 等 于 1 的 有 埋 数 a 所 i 归 大 下 类 4: 所 有 大 
于 1 的 有 理 数 a 之 1 时 入 上 类 4， 

这 也 是 一 个 分 革 , 并且 这 时 在 上 类 中 深 有 最 小 的 数 , 而 在 下 类 
中 有 最 大 的 数 (就 是 1)。 z 

3) 把 一 切 使 a2<9 者 的 正 有 理 数 4, 零 , 以 及 一 急 鲍 有 理 数 都 
” 归 入 4 类 , 而 把 一 陋 使 o">2 者 的 正 有 埋 数 or 归 入 4 类。 

不 难 诈 实 ， 我 们 又 得 至 一 个 分 割 。 这 时 在 4 类 中 弃 无 最 大 的 
数 ,在 4' 类 中 也 无 最 小 的 数 。 这 两 个 论断 中 ， 我 们 可 取 第 一 个 为 
例 加 以 三 明 《第 二 个 可 同样 地 证 阴 )。 设 4 是 4 类 中 的 任 一 正 数 
(这 时 a? 一 2)。 我 们 要 指出 , 可 以 选 得 这 样 的 正 数 % 使 得 

(0+ 十) 2, 

这 就 是 说 , 4 十 十 也 要 属于 4 类 。 

这 一 不 千 式 与 下 面 的 不 等 式 是 等 价 的 : 

红 十 各 + 二 < 


2 .1_1 


一 < 一 0 
Ei 所 


各 果 包 满足 不 等 式 绍 二 上 <2 一， 则 最 后 这 个 不 等 式 咸 立 ; 


由 此 可 见 ,不 论 & 是 4 类 中 怎样 的 一 个 正 数 , 在 4 类 中 总 找 得 到 大 
于 & 的 数 ; 因为 对 于 数 a 所 0 这 个 论断 是 很 明 姑 的 ， 所 以 4 类 中 性 
何 数 不 能 是 其 中 最 大 的 数 。 

不 难 了 解 , 要 在 下 类 有 最 大 的 数 ao 而 同时 在 上 类 又 有 最 小 的 
数 ao, 这 样 的 分 割 不 能 存在 。 事 实 上 ， 假 定 有 这 样 的 分 割 存 在 。 
我 们 就 联 介 平 mo 与 oj 之 圈 的 尾 一 有 理 数 co m6 二 c 二 3。 数 5 不 能 
属于 4 类 , 因为 要 不 这 样 , 那 ao 就 会 不 是 这 类 中 的 最 类 煞 ; 依 辐 理 
c 也 不 能 属于 4 类 。 可 是 这 与 在 分 割 概念 的 定义 中 所 包含 的 分 制 
的 性 质 1? 相 了 矛盾 。 

由 区 可 网 ,分 逢 只 能 有 由 剖 才 的 例题 1)、2) .3) 所 途 朋 的 三 个 
类 型 : 

1) 在 下 类 4 中 没有 最 大 的 数 , 而 在 上 类 由 中 有 最 小 的 数 x 

2) 在 下 类 4 中 有 最 大 的 数 7, 而 在 上 类 小 中 没有 最 小 的 数 ; 

”3) 了 饶 在 下 类 中 没有 最 大 的 数 , 又 在 上 类 中 没有 最 小 的 数 。 

在 前 丙种 情形 下 我 们 说 , 这 分 割 由 有 理 数 + 产生 (+ 是 4 与 4 
两 类 中 间 的 界 数 ), 或 者 说 ， 这 分 割 定义 了 有 再 数 7。 在 例题 1 与 3) 
中 这 样 的 数 + 是 1, 在 第 三 种 情形 下 界 数 不 存 在 , 分 割 不 能 定义 任 
何 有 理 数 。 我 们 更 在 引进 新 的 对 象 一 -无理 数 , 而 规定 褒 : 任何 属 
于 类 型 3) 的 分 割 定义 了 某 一 个 无 理 数 c。 这 个 数 a 就 代 桂 着 缺少 
了 的 界 数 , 好 象 我 们 把 它 插 在 4 类 所 有 的 数 a 与 4' 类 所 有 的 数 a 
的 中 图 一 样 。 在 例题 3) 中 这 个 新 建立 的 数 不 难 推 起 它 就 是 V3。 

我 们 不 再 对 于 无 理 数 引进 耕 一 的 记号 @， 而 常 把 无 理 数 @ 和 
定义 它 的 有 理 数 城 的 分 制 41.4' 联系 起 来 。 


中 这 时 所 招 的 是 有 展开 的 姓 号 ; 在 篇 4 局 中 今 者 信 罗 昂 一 种 无 尽 的 阳 号 。 个 别 
给 定 的 起 理 娄 多 中 是 依 其 台 们 的 起 源 和 作用 未 旭 的 , 和 如 各 , log5, sia10* 竺 等 。 . 
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为 了 一 致 起 撮 , 对 于 有 理 数 * 也 作 同 样 的 处 理 , 这 对 我 们 常常 
是 方便 的 。 可 是 对 于 每 一 个 有 理 数 ? 存在 着 两 个 定义 它 的 分 割 
在 两 种 情形 之 下 都 是 数 wy 归 入 下 类 , 数 wy 归 入 上 类 ,而 数 
本 身 则 可 任意 地 或 者 归 大 下 类 (这 时 + 是 其 中 最 大 的 数 ), 或 者 妇 
入 上 类 (这 时 7 是 其 中 最 小 的 数 )。 为 了 确定 起 见 , 我 们 规定 : 开 坝 
到 定义 有 理 数 * 的 分 割 时 , 总 把 这 个 数 归 入 上 类 。 . ， 

有 理 数 与 无 理 数 航 称 为 实数 。 实 数 的 概念 是 数学 分 析 的 基本 
概念 之 一 , 一 般 地 说 , 也 是 整个 数学 的 一 个 基本 枉 念 。 

3. 实数 集合 的 有 了 序 化 ”由 两 个 分 割 41.4 与 B|.B' 分 别 所 定义 
的 两 无 理 数 «与 8, 在 而 且 只 在 这 两 个 分 割 相 同时 才 算 是 相等 ; 实际 
下 只 要 4 与 马 两 个 下 类 相同 序 可 ， 央 为 这 时 4' 与 B' 两 个 上 类 岂 
相同 。 这 个 定义 在 a 与 ? 是 有 再 数 时 思 一 样 成 立 。 换 句 语 说 ， 如 
肾 两 个 有 理 数 o 与 6 相等 , 则 定义 宅 杂 的 两 个 分 割 相同 , 反之 ， 从 
这 商 全 分 割 的 相同 郎 可 推 骨 数 。 与 8 的 相等 。 在 这 情况 应 该 考 谋 
到 上 面 对 子 有 理 数 所 加 上 的 条 件 。 

我 们 现在 来 建立 关于 实数 的 “大 于 ”的 概念 。 对 于 有 理 数 来 咀 
这 个 构 售 已 从 中 学 课本 中 知道 了 。 对 于 有 理 数 ;与 无 理 数 a 来 说 
“大 于 ”的 概念 实际 上 已 在 第 2 段 中 建立 了 : 就 是 谣 , 如 果 是 由 分 
割 414 定义 的 , 我们 就 算 作 a 大 于 所 有 属于 4 类 的 数 ， 而 同时 所 
有 4' 类 的 数 都 大 于 a。 

旨 在 屋 有 两 个 无 理 数 wm 与 8, 并且 = 由 节制 414 确定, 而 8 
电 分 割 B|B' 确定 。 我 们 把 具有 较 大 的 下 类 的 那个 数 算 作 是 较 大 
的 。 确 切 地 诅 , 我 们 算 作 a 汪 8， 只 更 4 类 完 圣 包 合 万 类 昌 不 与 
类 相同 (这 个 条 件 显然 和 B' 类 完全 包 合 4' 类 且 不 与 由 类 相同 的 
杀 件 是 等 价 的 )。 不 难 输 证 , 这 个 定义 在 4 与 有 两 数 中 有 一 个 为 有 
” 理 数 时 芝 至 两 个 都 是 有 理 数 时 也 一 样 能 成 立 。 

“小 于 ”的 稀 念 就 可 当 作 期生 的 概念 引出 来 。 就 是 说 ， 在 而 且 
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一 用 一 
只 在 8>a 的 情形 下 我 从 襄 4<8。- 
由 我 们 的 定义 可 以 推 到 : 
在 任何 两 个 洋 数 与 8 之 间 必 有 而 是 只 有 下 裂 三 种 关系 之 一 : 
=, Ge, opB. 
其 次 ， 
从 08,87 推 得 ge>7。 
显然 也 可 
从 a 二 8, 8 一 YY 推 得 <?。 
最 后 , 我 们 要 建立 两 个 在 以 后 的 叙述 上 常常 有 用 的 补助 定理 。 
填 助 定理 1， 不 前 & 与 8 是 两 个 怎样 的 实数 ， 村 0 之 B, 总 可 
找到 这 样 的 一 个 实数 一 一 其 至 是 有 型 数 一 一 7， 使 得” 介 在 a 与 8 
之 疝 : a>r 之 8( 因 而 由 有 无 大 多 个 这 桩 的 有 理 数 )。 
因为 5 一 站 所 以 定义 着 数 & 的 和 分 荐 的 下 类 4 完全 包含 了 对 于 
数 8 的 下 类 吾 ， 拉 和 且 不 与 相间。 所 以 在 4 中 可 杉 到 这 样 的 有 理 
数 ” 和 攻 不 包含 在 互 中 , 因而, 它 属 和 于 B'; 对 于 rf 有 
[ee se 
(等 叶 只 在 8 是 有 理 狼 时 十 能 成 并 )。 但 因 在 4 中 没有 最 大 的 数 ， 
新入 在 必要 时 加 天 > 可 以 取消 等 革 。 
补 动 定 理 2. 屋 上 与 9 是 本 个 给 定 的 实数 。 如 条 不 花 取 叱 样 
的 有 有理数 e 盖 0，、 总 能 使 数 号 如 买 在 同样 两 个 有 埋 数 的 中 辣 : 
3 5, 8 13 8, 
其 中 
8' — 80, 
出 数 4 与 8 必定 相等 。 
我 们 用 归 玖 法 证 明 。 例如 , 假定 a 二 58。 由 神功 定理 1, 在 & 与 
8 之 加 可 以 禁 入 两 个 有 有 理 数 + 与 fr: 
| gr 8. 
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~- 上 -一 
于 是 对 于 任何 两 个 数 。 与 ,只 要 在 它们 的 中 阅 包 舍 有 a 与 8, 则 
下 面 的 不 等 式 显然 成 立 : 
3 Tr 破 者 8' 一 8 六 7 一 YD. 
由 此 可 见 , 落 数 8' 一 s 不 符合 补助 定理 中 的 条 件 , 警 如 说 , 不 能 使 
得 它 小 于 数 e= "一 r。 这 个 矛盾 就 证 明了 补 肪 定理 。 

4. 实数 的 无 只 十 进 小 数 的 表示 法 “我 们 考 眶 实数 的 这 样 一 种 
表示 法 , 使 分 数 部 分 ! 尾 到 ;是正 的 ,可 是 整数 部 分 可 正 可 鱼 ， 也 训 
为 辟 。 | 
我 们 首先 假定 , 所 考 峙 的 实数 a 既 不 是 整数 , 也 不 是 任何 有 限 
干 进 小 数 。 现在 夹 求 它 的 十 进 小 数 近 位 值 。 如 果 它 是 由 分 割 4lA' 
所 定义 的 数 , 那 未 兰 先 就 易 看 出 ,在 4 类 中 可 找到 一 整数 开 ， 而 在 
A4' 类 中 训 拒 到 一 整数 六 > 型 。 将 表 球 鼠 加 以 1， 我 们 一 定 可 得 到 
这 样 的 两 个 相 邻 的 整数 0 与 0 十 1, 使 得 

Datl. 
这 里 的 已 可 以 是 正 的 、 旬 的 或 者 是 震 。 
其 卖 , 嫩 果 把 口 与 O 上 1 之 加 的 区 间 用 数 
人 1 人 29 
分 成 十 个 初 医 的 部 分 , 则 a 阔 在 其 中 一 个 { 且 只 一 个 ) 部 分 内 ,于 是 
我 们 得 到 两 个 相差 -1 的 有 至 数 ， 即 C.ol 与 C.c1 一 -让 ,使得 


Oo<o<0.01+ 
继续 进行 这 人 站 方法， 在 确定 了 一 1 个 数字 Cls ny ns Cl 以 
后 , 我 们 用 不 等 式 
Colca cam 0.00s "0n + i C1) 
来 确定 第 冯 企 数字 cm。 
于 是 在 求 数 a 的 士 进 小 数 近 似 值 的 过 积 中 ， 我 们 作出 了 整数 
0 与 一 无 穷 序列 的 数字 cu co …, ou …。 由 这 些 数字 作成 的 无 尽 


一 上 一 
十 过 小 数 , 妃 作 
. OO. C09 "Ca", (2) 
它 可 以 看 作 是 实数 a 的 一 种 表示 。 : 

例外 情形 , 当 & 本 身 就 是 整数 , 或 者 一 般 襄 来 是 有 限 十 进 小 数 
时 , 可 以 用 类 届 的 方 湛 司 次 地 来 确定 数 习 与 数字 61, co Cp 
只 不 过 是 从 上 比 (1) 更 一 般 的 关系 式 

Octe on aU eto Cn 1 (la) 


出 发 而 已。 了 


事情 是 这 样 , 在 某 个 时 候 数 a 会 与 包含 它 的 区 间 的 一 个 端 虚 相 


重合 , 至 于 它 与 左 端 或 右 端 重 合 , 那 却 可 以 随便 ; 从 这 时 开始 , 相应 
地 在 (Ia) 中 的 左边 或 右边 就 径 常 地 出 现 等 式 。 亚 看 这 两 种 可 能 性 
中 是 那 -种 实现 , 才 决 定 相继 的 数字 全 部 是 雳 或 全 部 是 9. 因 此 , 这 


时 数 & 有 两 种 表示 ;: 一 种 以 需 来 循环 , 而 另 一 种 以 8 来 循环 , 例如 ， - 


2.718=9.718000.… 二 2.717999.…， 
—2.718=5.282 = 53.982000... ~ 5.281999.….. 


两 个 歼 与 亏 的 十 进 小 数 近 似 什 
1 
if 
之 癌 的 差 黎 于 ina 这 个 差 数 随 着 的 增 大 可 以 小 于 任意 的 有 理 数 
e 盖 0。 事 实 上 ， 因 为 不 超过 数 二 的 自然 数 只 存在 着 有 限 多 个 ， 所 
以 不 等 式 10" 挟 了 ,或 者 和 它 等 价 的 不 等 式 [>>e 只 能 为 有 限 多 
全 # 的 值 所 满足 ; 对 二 其 佘 一 切 的 二 的 依 总 是 
Dr<e. 

由 这 附注 , 我 们 根据 补助 定理 2 得 出 精 芥 ; 凡 异 于 的 数 8 不 能 象 
4 一样 满足 所 有 的 不 等 式 (1) 或 (1a), 因而 , 它 的 无 尽 十 进 小 数 志 
示 式 不 同 于 a。 

由 此 可 网 , 在 特别 情形 下 , 不 等 千 任 何 有 限 小 数 的 数 ， 它 的 表 


fi 


(iea "Cn 二 与 Ocoee:Cn 


一 9 
示 式 艇 不 能 有 0 作 特 环节， 也 不 能 有 9 作 循环 节 一 一 因为 多 
以 0 或 9 作 循环 节 的 小 数 显然 地 表示 一 个 有 限 十 进 小 数 。 
可 以 证明 ， 如 果 任意 地 取 一 个 无 尽 小 数 (23), 则 存在 有 一 个 实 
数 a, 使 得 小 数 (2) 就 是 “ 的 表示 。 显 然 ,这 只 要 作出 一 个 数 a 使 
得 所 有 的 不 等 式 (1a) 都 能 够 满足 。 为 了 这 个 目的 , 我 们 引进 简短 
的 如 号 


Orn=0.000 05 与 人 一 人 ee 十 bm 

并 注意 每 一 个 小 数 Co 都 小 于 每 一 个 小 数 0% (不 仅 当 w=-% 时 是 
这 样 , 耐 且 当 % 蔚 n 时 也 是 这 样 )。 我 们 现在 在 有 理 数 域 中 作 一 分 
制 : 几 大 于 所 有 的 C。 的 有 理 数 a (例如 所 有 的 数 0) 都 放 在 上 站 
4' 中 ,其 余 一 切 的 有 理 数 《例如 数 Co 自身 ) 都 放 在 下 类 4 中 。 不 
难 台 证 , 这 确实 是 一 个 分 荐 ; 它 定 义 着 所 要 求 的 实数 a。 

事实 上 , 因为 a 是 夹 在 两 类 中 则 的 异 数 , 所 以 也 就 有 

CA 人， 

从 此 读者 可 以 把 这 实数 本 身 活 作 不 足 十 进 小 数 。 在 中 学 课本 
里 大 家 知道 , 循环 的 不 尽 小 数 表 示 有 巫 数 ; 反之 , 每 一 个 有 理 数 可 
以 分 解 为 循环 小 数 。 由 此 可 见 ， 不 循环 的 不 尽 小 数 是 用 我 们 新 介 
夸 米 的 无 理 数 表 示 。 这 种 志 示 法 由 可 以 作为 无 理 数 理论 构造 的 
出 发 局。 

附注 ”以 后 我 们 句 要 利用 有 理 数 值 e 与 w 来 逼近 实数 a 

dt, 

它们 的 差 数 小 于 任意 小 的 有 理 数 。>>0。 就 有 理 数 “而 言 , 数 4 与 
a' 显然 是 存在 的 ; 对 于 无 理 数 m 辟 如 衣 , 我 们 可 以 条 用 1% 足够 大 
时 的 十 进 小 数 近 似 值 Cu 与 0 作为 a 与 a。 

5. 实 笋 集合 的 连篇 性 ”更 在 转 过 来 讨论 至 部 实数 集合 的 一 个 
极为 重要 的 性 盾 , 这 个 性 质 把 它 和 有 理 数 集合 从 本 慎 上 区 别 开 来 。 
在 着 丹 有 理 数 集合 中 的 分 勒 时 , 我 们 已 酒 到 , 有 时 有 这 禅 -种 分 制 
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一 吉 一 
存在 ， 蛋 在 这 策 合 中 湿 有 产生 这 个 分 割 的 界 数 。 正 旺 有 理 数 梨 合 
在 其 内 留 有 空 陈 的 这 种 不 完备 性 ， 为 引进 新 的 数 一 一 无理 数 提供 
了 根据 。 我 们 现在 开始 来 诗 复 至 部 实数 集合 中 的 分 制 。 在 这 种 分 
割 下 ,我 们 把 这 个 集合 分 成 两 个 非 空 的 并 且 具 备 下 列 性 质 的 集合 
Ff 

1” 轿 一 个 实数 在 而 且 只 在 集合 和 与 4 的 一 个 中 ; 

2° 集合 人 中 熏 一 个 数 ca 小 于 集合 点 中 每 一 个 数 a'。 

于 是 发 目 一 个 问题 : 对 于 这 种 分 蒜 来 设 , 究 葛 在 实数 傈 合 中 总 
可 找到 产生 这 个 分 割 的 乔 数 , 或 者 在 这 和 集合 中 还 他 在 有 答 承 (这 和 
人 空 陈 能 作为 再 引进 新 数 的 根据 3 

可 以 证 明 , 事实 上 这 种 空 陈 不 再 在 在 。 

基本 定理 ( 狄 容 合 ) 对 于 实数 集合 中 任何 的 分 彰 4 14 存在 
有 产生 这 个 分 割 的 实数 8, 这 个 数 8: 1) 或 者 是 下 类 入 中 的 最 大 数 ， 
2) 或 者 是 上 类 A' 中 的 最 小 数 。 

实数 集合 的 这 个 性 质 对 做 它 的 完 告 性 ， 也 叫做 已 的 连 役 贬 或 
让 时 用 4 才 示 所 有 属于 各 的 有 理 数 的 集合 ， 而 用 4' 表示 所 
有 属于 A' 的 有 理 数 的 集合 。 不 难 诈 实 ， 和 集 各 4 与 4 作成 人 部 有 
理 数 集合 的 一 个 分 害 。 

这 个 分 割 414 定义 了 半 一 个 实数 8。 它 应 该 沙 在 A，A!' 两 
类 之 一 ; 假定 说 ， 它 落 在 下 类 4 中 ,我 们 要 证 明 这 时 情形 二 要 实 
现 , 也 就 是 发 , 8 是 入 中 最 大 的 数 。 车 实 上 , 假若 不 然 , 则 可 找到 这 
类 中 男 一 个 大 干 8 的 数 ve。 于 是 (根据 补助 定理 1) 我 们 可 在 m 与 
8 之 间 搬 入 一 有 理 数 六: 


Uo 8. 
Y 属于 和 类 , 因而 也 时 于 4 类 ， 我 们 就 得 出 了 耶 盾 : 在 定义 数 8 的 
分 割 的 下 类 中 会 有 有 理 数 7 比 8 这 个 数 更 大 ! 这 样 我 们 的 论断 就 


OG 


li 
证 明了 。 z 

同 祥 可 证 明 , 如 果 8 落 在 上 类 4' 中 , 风情 形 中 便 要 实现 。 

附注 ”要 想 在 4 类 中 有 最 大 的 数 而 同时 在 A' 类 中 有 最 小 的 
数 , 这 是 不 可 能 的 ; 这 一 论断 可 以 象 对 于 有 理 数 域 中 的 分 割 情形 一 
样 来 证 明 (利用 补助 定理 1 )。 

6. 数 集 合 的 界 ”我 们 更 在 要 利用 基本 定理 [5] 来 建立 在 近代 
分 析 学 上 起 重要 作用 的 一 些 概 念 。 这 些 概念 在 讨论 实数 的 算术 运 
算 时 也 是 我 们 所 需要 的 。 

我 们 举 出 任意 的 实数 无 穷 集合 @; 它 可 以 用 任何 方式 给 定 。 例 
如 ， 自 然 数 的 集合 、 一 切 晨 分 数 的 集合 .在 0 与 1 之 问 的 一 切实 数 
的 集合 , 方程 sinz 一 地 的 所 有 根 的 集合 ， 等 等 , 都 是 无 穷 集合 。 

用 xz 表示 集合 中 任 一 数 ,于 是” 是 集合 中 的 数 的 标准 记号 ; 数 
z 的 集合 本 身 用 络 一 {4w} 表 示 。 

如 果 对 于 所 若 屿 的 集合 {zx} 存在 有 这 样 的 数 于， 使 得 一 切 的 
x 必 开 , 我 俏 便 说 , 这 个 集合 是 (由 数 形 限 制 ) 上 有 界 的 ; 在 这 情形 下 
数 开 本 身 是 集合 {z) 的 一 个 上 界 。 例 如 , 妖 分 数 的 集合 是 以 数 1 或 
任何 一 个 大 于 ] 的 数 为 上 界 ; 自然 数列 是 没有 上 界 的 。 

与 此 类 似 : 如 果 能 找到 这 样 的 数 mm, 使 得 一 切 的 xm 期 称 第 
合 {2) 是 (由 数 加 限制 ) 下 有 界 的 ,而 数 m 本 身 由 人 敌 集 合 {x} 的 一 个 
下 界 。 例 如 , 自然 数列 是 以 数 1 或 任何 一 个 比 1 小 的 数 为 下 界 的 ; 
里 分 数 集合 是 以 数 0 或 任何 一 个 负数 为 下 界 的 。 

上 《下 ) 有 界 的 集合 可 以 网 时 是 下 (上 ) 有 界 的 ， 也 可 以 不 是 下 
《上 ) 有 界 的 。 例 如 , 鞭 分 数 的 集合 是 下 有 界 而 又 上 有 和 界 的 ,可 是 自 
然 数 列 只 有 下 有 界 而 不 是 上 有 界 的 。 z 

如 果 一 集合 不 是 上 (下 ) 有 异 的 ， 则 到 “ 广 六 的 数 ”+co( -oo 


| 


1 
作为 它 的 上 界 ( 下界 )。 表 号 十 oo 与 一 co 苇 作 “ 正 无 穷 大 ”与 “ 鱼 无 
穷 天 。 对 于 这 两 个 厂 浆 的 -或 无穷大 的 数 , 我 们 算 作 

一 < 十 与 一 ce 一 gc 十 oo 
不 论 a 是 怎样 一 个 (有限 的 ) 实 数 。 

刘 果 一 个 手 合 是 上 有 界 的 集合 , 就 是 说 有 着 有 限 的 上 异 玫 ， 
剧 它 同时 也 有 着 无 穹 金 个 上 界 《因为 枉 何 一 个 大 于 六 的 数 了 都 是 
它 的 上 上田 )。 在 所 有 的 上 党 中 特别 重要 的 是 最 小 的 一 个 ， 我 们 称 它 
为 上 确 界 。 同 样 , 如 果 一 集合 是 下 有 界 的 , 那 我 们 就 称 所 有 下 舞 中 
的 最 大 者 为 下 确 民 。 例 如 , 就 一 切 的 趴 分 数 的 集合 言 , 它 的 两 个 确 
漠 是 0 与 1。 

成 问题 的 是 : 对 于 上 (CF) 有 灌 的 集合 是 否 总 存在 有 上 (下 ) 确 
漠 ? 实际 上 , 因为 在 这 情形 下 所 有 的 上 漠 ( 下 界 ) 形 成 一 无 穹 集合， 

讲 在 数 的 元 究 集 合 中 未 必 总 有 最 大 的 或 最 小 的 数 人 PT， 所 以 在 所 考 

谋 的 集会 的 所 有 上 (下 ) 界 中 , 这 种 最 小 的 (最 大 的 ) 数 的 存在 性 需 

要 加 以 证 朋 。 

定理 ”如 果 和 集合 光 =- {2} 是 上 (下 ) 有 界 的 , 则 它 一 定 有 上 (下 ) 

晴 界 9， 

证 明 ”我 们 就 上 确 界 来 进行 论证 。 考 错 下 面 负 种 情况 : 

1 普 先 假定 在 集合 和 的 数 ,过 中 可 找到 最 大 的 数 云 于 是 集合 
中 的 所 有 数 都 要 满足 不 笑 式 TE 就 是 瑶 , 交 是 光 的 上 界 。 另 一 方 
面 ,未 属于 统 ; 因此 , 对 于 任何 的 上 界 开 不 等 式 天 宏 开 成 立 。 由 是 冰 
宅 , 世 是 集合 效 的 上 攀 界 。 


和 


TD 例如 ,在 所 有 的 中 分 数 中 就 淡 有 蝶 大 与 最 小 的 数 . | 

坟 1847 年 捷 充 的 失学 家 党 数学 家 伯 思 哈 德 波 尔 塞 路 (1781 一 1848) 首 竺 发表 了 
这 个 定理 一 予 过 是 用 其 他 的 一 些 术 胡 竹 址 的 。 芷 的 严格 的 证 明 只 有 确定 了 泪 数 报 侣 
鼎 启 于 部 够 有 。 : 


一 雪 一 
方法 作出 全 部 实数 区 域 中 的 分 害 。 把 据 合 给 的 一 切 上 界 w 归 入 上 
类 A', 而 把 其 余 一 切 的 实数 4 归 和 人 下 类 4。 在 这 个 分 绪 之 下 复合 
这 所 有 的 数 x 都 落 在 入 类 ,因为 由 假设 , 其 中 任何 一 个 数 都 不 荐 最 
大 的 。 可 屁 和 站 与 &' 两 类 都 不 是 空 的 。 这 个 分 纺 实 际 上 是 一 个 分 
割 ， 因 为 全 部 实数 都 分 布 在 这 机 类 中 , 着 有 昌 点 类 中 每 个 数 大 于 及 
类 中 性 箱 的 数 。 根 据 狄 训 金 的 定理 [5 和 ,一定 有 一 个 作成 这 个 分 制 
的 实数 存在。 局 于 态 类 的 一 切 数 x 不 能 超过 这 个 “ 异 数 ”8， 就 
是 说 ，8 是 对 于 2 的 一 个 上 界 ， 因 此 ，8 本 身 届 于 A' 类 而 且 是 六" 
中 最 小 的 数 。 和 由 此 可 网 , 作为 一 切 于 内 中 最 小 着 的 数 8, 就 是 所 要 
求 的 集合 光一 {z} 的 上 确 界 。 
定理 的 第 二 部 分 (关于 下 确 界 的 存在 性 ) 完 全 可 同样 地 挛 明 。 
车 MM* 是 数 集合 作 一 {x} 的 上 确 界 , 则 对 于 一 - 切 的 = 有 
rT 有 
更 在 取 任 一 个 小 于 H* 的 数 a。 因 为 飞 * 是 车 异 中 的 最 小 者， 
”所 以 数 a 一 定 不 是 集合 络 的 上 界 , 就 是 说 , 可 在 移 中 找到 这 样 的 数 
vw", 使 得 | 
好 人 
集合 稳 的 于 确 界 开 * 的 特征 完全 由 这 两 个 不 等 式 表 达 出 来 。 
同样 ， 集合 统 的 下 确 界 mm* 的 特征 可 如 下 摘 述 之 : 对 于 一 了 切 的 
站 ,4 
tn, 
折旧, 不论 户 是 怎样 一 个 大 于 zm* 的 数 ， 站 可 在 必 中 找到 这 样 的 数 
2 ,使 得 
2 < 有 
关于 数 琳 合 统 的 上 确 界 避 * 二 下 了 确 秦 mm* 的 记 洼 ， 我 们 深 用 
符 导 
M*=supR =suplr), m*==infg =inf{y) 


( 按 按 丁 语 : supremum = 最 高 的 , infimum = 最 杠 的 )。 

我 们 指出 以 后 时 常会 遇 芭 的 一 个 朋 显 的 推理 : 

车 一 集合 的 全 部 数 z 满足 不 等 式 2 所 民居 

aup1w < 弄 ， 

事实 上 , 数 歼 是 集合 的 所 有 上 界 中 的 一 个 ,所 以 一 加 上 界 中 的 
最 小 者 不 能 超过 息 。 

同 搓 , 从 不 等 式 ”天 由 推出 下 地) 闻 mao 

最 后 我 他 规定 ， 如 果 和 集合 统 == ww} 不 是 上 有 界 的 ， 旧称 它 的 上 
确 界 是 十 co:gup{z} = -十 oo。 同样 ， 如 困 和 集合 这 ={w} 不 是 下 有 界 
的 , 则 称 它 的 下 确 界 是 一 co:inf{zy= 一 co。 


§2. 实数 的 四 则 运算 


7. 突 数 网 和 前 定义 及 其 性 外 ” 设 有 两 个 实数 a 与 8。 我 们 开始 少 虚 潢 
足 不 等 式 
BE (1) 
网 有 理 类 aa 与 证 . 
所 询 数 & 与 8 之 和 a 十 8 是 这 样 的 一 个 实数 Y, 它 介 于 所 有 形 如 a+b 之 
各 与 所 有 形 如 四 十 太 之 和 的 中 局 : 
十 DY 十 bh 2) 
首先 我 们 要 疡 酚 , 对 于 任何 一 对 实数 & 己 8 存 车 有 这 样 的 数 Y。 
考 虚 所 有 一 茹 可 能 的 和 a 十 b 的 集合 。 入 个 从 合 是 上 有 办 的 , 营 如 视 , 是 
以 任何 一 个 形 如 七 的 和 为 上 界 的 。 我 们 就 售 [6] 
Y=sSmp{a 十 上 
于 是 4 十 p 拓 3?， 硅 且 同 时 Y 志 a' 十 Bb'。 
因为 不 论 a,5, a b' 是 注 足 (1 中 各 条 件 的 怎样 的 有 理 数 ， 总 能 够 加 天 
0, 5 两 数 , 减 小 on 六 两 区 而 仍 保持 这 些 条 件 , 所 以 在 刚才 所 得 到 的 带 有 颖 号 
的 不 综 式 中 无 话 在 什么 情 况 下 可 以 汕 有 等 号 。 由 此 可 上 内， 数 寅 足 和 的 定 
义 。 
可 是 , 图 题 发 生 在 和 ?= a+ 有 6 是 否 由 不 等 式 (3) 唯一 地 确定 。 为 了 要 产 


-一 
实 和 的 唯一 性 , 我 倍 { 按 照 第 4 段 中 的 附注 ) 政 有理 著 @ an 5, 5 使 得 
Eb be, 
其 中 是 任意 小 的 一 个 正 有 理 数 。 出 比 得 
【本 十 下 站 一 1 十 贡 一 【一 本 {hb de, 
这 就 是 炽 , 这 个 差 装 可 以 便 得 它 任意 地 小 人 中。 于 是 击 补 助 定理 2 在 和 浙 e 二 5 
与 @f 士 芒 的 中 冰 存 在 闭 叭 一 的 一 个 数 。 

最 后 ， 我 站 注意， 如果 4 与 8 是 两 个 有 理 的 数 ， 则 它们 的 普通 的 和 了 = 
=uB 显然 渍 是 不 等 式 (2)。 因 此 ,上 面 所 输 的 两 个 实数 之 和 的 一 简 定 义 与 
两 个 有 理 娄 之 和 的 日 沦 信 是 不 予 置 移 。 

对 于 实数 来 瞬 , 加 注 冯 所 有 基本 性 上 质 仍 然 可 以 保持 : 

ath=HTo 2)C0+B}+7Y=0+ (ETY), 3)0t+1}= 0 
最 后 , 有 

4 和 硅 [ ac 上 排 得 ec 二 7 王 上 十 说. 
根据 前 面 所 答 的 和 的 定义 以 及 有 理 数 的 一 些 部 知 的 性 质 ， 不 难 讨 明 上 - 面 四 个 
性 质 ; 我 人 在 这 里 不 去 哉 它 。 利 用 最 后 一 个 性 填 ， 两 个 不 等 式 的 对 应 项 乏 项 
相好 可 以 得 到 征 宪 。 
。 ”8. 对 称 数 . 杷 对 秆 ”我 站 现在 来 蒜 明 , 对 于 每 一 个 实数 «存在 有 满足 条 
件 w+ (一 0) =0 的 (对 称 的 ) 数 一 a。 

这 时 只 要 考虑 无 理 数 "的 情形 。 

假定 数 & 由 分 割 414' 确定 , 我 们 用 下 面 的 方法 来 定义 数 一 g。 把 一 俩 的 
有 理 数 一 a 其 中 ae’ 是 小 类 中 任 辣 和 的 数 ) 归 入 数 一 的 下 尖 才 , 夫 把 一 切 的 数 
一 # 【其 中 m 是 和 4 业 中 任意 的 数 ) 司 大 这 个 著 的 上 淆 出 。 不 粮 泪 出 ， 所 作 的 分 
法 是 一 个 分 灶 ， 挤 且 实 际 上 定义 项 一 个 笑 数 〈 在 现在 的 情形 下 是 无 理 的 ); 
用 一 a 表示 这 个 数 。 

我 仆 吏 在 要 查实 它 满足 荆 面 所 说 的 系 件 。 利 用 数 一 a 本 身 的 定 文 , 我 们 
知道 , 和 a 十 (一 Q) 荐 来 在 形 如 Ge 一 f - 与 4' 一 a 的 两 数 中 间 的 实数 , 其 中 4 与 
fr: 是 有 理 数 并 且 sg 二 wg'。 本 是, 很 明显 ， 

i 


这 就 是 驶 , 数 0 是 燃 在 刚 寸 所 襄 的 两 数 中 疝 。 根 据 具 有 这 种 性 慎 的 数 的 唯一 


加 ”只 要 了 e< 2 数 26 就 会 小 于 任 准 的 数 e1>>0. 


一 1] 
性 , 我 们 得 齐 - 
如 十 一) 一 
这 就 是 所 要 证 消 的 。 
再 中 这 襄 一 名 百 已 划 数 江 称 的 数 世 一 样 且 有 辽 些 性 质 ， 
{mag ~ (atB)=( 0+(— 8). 
利 昌 这 称 数 购 慨 人 金 可 以 把 减法 看 必 却 法 的 闻 运 算 而 解 岂 实数 中 多 磊 法 
开题。 所 导 w 与 8 之 其 (也 用 一 8 表示 ) 是 满足 第 件 
7 十 上 B=af 或 B 二 Y=0) 
的 一 个 数 了 Y。 禄 据 加 注 的 性 盾 , 不 难 证 明 ， 沪 样 的 数 是 了 = 4 十 (一 BB); 实际 
上 ， 
Y 十 请 一 [aa 十 (一 有 十 上 = 二 [一 6) 十 有 一 
=0t [B+(~ 6) =at+0—e. 
同样 可 以 建立 差 的 唯一 性 。 
以 第 了 段 中 的 性 慎 当 可 以 作 坝 关于 两 不 符 式 
BB 与 站 一 后 > 站 
的 等 价 性 的 有 用 的 襄 明 ， 由 这 一 襄 明 郎 可 确立 让 a 二 8 引出 一 a 之 一 8 的 事 
实 。 ， 

最 后 ， 数 的 乱 对 值 的 概念 也 与 对 称 狂 的 桥 念 有 联系 。 从 对 称 数 本 身 的 
构造 发 现 了 : 当 wz0 时 必然 一 x 二 0, 布下 ws<0 推 得 一 a 二 0。 措 各 话 认 , 只 要 
A, 吝 知 区 与 一 x 商 数 中 有 一 个 《向 且 只 有 一 个 ) 要 大 于 零 ; 它 就 是 我 们 所 
襄 的 数 “与 数 一 a 的 烙 对 值 , 用 刘 号 

l=|—al. 
来 表示 。 煌 兴 的 条 对 值 应 识 等 于 老 : | 二 0 

基于 好 对 值 我 们 也 输 出 在 义 后 有 有 岂 的 两 个 驻 姑 。 

首 上 先 我 们 要 确 害 ,不 等 式 |g| 三 8( 基 中 和 让 然 有 8 站 与 二 重 不 等 式 一 三 
三 Qa 世上 B 是 等 价 和 的。 

圳 实 上 ,以 lal 二 8 扒 得 同时 有 wa<p 与 一 kB 就 是 a> 一 有 B, 反之 ， 邵 
时 已 知 aB 与 #4 一 6B, 球 就 同时 有 4 三 8 与 一 0 守 F; 可 是 数 5 恒 一 中国 一 
个 是 |&[; 可 见 一 定 是 1a| 二 8， 

同样, 不 等 式 

[gl 之 站 与 一 B 竺 0 志 B 


也是 符 价 持 。 


ro er 
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其 次 我 们 来 散 明 有 用 前 不 等 式 
ae 十 有 | 天 | 十 161. 
把 显明 的 不 等 式 
— alesseslal 二 一 18| 志 B18| 
逐 项 可 起 来 ; 我 们 得 到 
一 {lal 士 1817 二 a 十 8B 过 |el 十 181， 
于 是 根据 世面 所 作 的 瑶 明 就 推 由 所 要 求 的 不 等 式 。 
和 用 数学 归 稍 法 可 拒 己 谣 明 的 不 锋 式 推广 到 仿 衣 任 杆 多 个 项 的 情形 ,于 
外 , 不 难得 到 


ia+ gl lal —181, 

以 及 
le — llelo~ Bl<lel+!gl. 
因为 同时 又 有 
z 181 一 aita 一 Bi 

所 以 显然 有 

lint lel la el. 

所 有 这 些 不 等 式 以 后 都 是 常常 有 用 的 。 


9, 误 数 的 积 的 定 尽 玉 其 性 焉 ”我 们 首先 就 正 的 数 来 截 实 洲 的 乘法 。 坝 
已 葵 两 个 这 样 的 数 -与 。 这 时 我 情节 汪 考 虐 痛 足 不 等 式 代 的 所 有 一 切 可 
能 的 有 理 数 , 但 基 我 们 慨 定 这 些 数 都 是 正 的 。 

所 销 两 个 正 的 实数 上 与 8 的 积 ep; 是 这 样 的 一 个 实数 它 介 于 一 切 拱 
即 ob 的 各 与 一 切 形 加 wp 的 积 之 脱 : 

aby Tab, (3) 

要 其 明 这 样 的 数 了 的 存在 性 ,我们 有 取 所 有 一 切 可 能 的 积 ab 的 集合 ; 它 是 

以 任何 形 如 oil 的 积 为 上 蜡 的 。 如 果 全 
Y=snpiab}, 

上 肿 自 然 有 ob 志 Y， 而 和 局 时 有 Y 志 a'b'， 

象 在 和 的 情形 一 样 ， 可 以 加 大 数 4,5 而 闫 小 数 oh 下 借以 去 乔 这 果 的 等 
号 , 所 尽数 Y 满足 程 的 宇文。 

积 的 唯一 性 可 根据 下 画 的 理由 推出 来 。 取 有 理 数 ,a 与 六 使 得 (大 
考 第 4 段 中 的 财 注 》 
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a'—(e 与 b'— be, 
其 中 是 任意 小 的 正 有 得 烤 。 这 时 可 以 算 作 数 上 与 王 是 正 的 , 而 数 中 三 下 
分别 不 超过 预先 规定 的 某 两 个 数 ao 与 Yo。 于 是 其 数 
vbr—ab=a (tb — bib(la—a) lant be, 
了 藤 是 说 , 可 以 使 得 这 个 状 数 任意 地 小 中 , 而 由 补助 定理 2 这 就 足以 肯定 只 有 
一 个 类 ? 能 鳄 满足 不 综 式 (3)]。 
如 果 4 与 8B 二 正 数 都 是 有 理 的 ,期 它们 的 营 通 的 积 wp 显然 漆 足 不等式 
(3)， 就 是 误 ， 与 按 两 实数 之 积 的 一 般 定义 得 到 的 精 果 是 一 样 的 一 一 并 无 矛 
居 。 
最 后 , 汶 了 又 定 父 尾 沪 一 对 实数 {不 一 定 是 正 的 ) 的 积 , 我 们 作 上 外 下 面 的 
起 定 。 
首先 我 们 规 害 
0 =O = 人 0 
不 论 #& 是 怎样 的 实数 。 
如 果 酌 个 汪 数 都 不 为 罕 , 我 们 就 根据 通常 的 “ 符 吨 规 有 "全 
&" 站 = 1B8l， 当 性 5 台 问 细 ， 
mB= 一 {lsl:181)， 当 6& 与 8 异 咏 
(这 就 是 我 们 已 硫 知 道 的 正 数 1ai 上 与 18 [的 秘 )。 
向 在 有 理 数 的 情形 一 样 , 对 和 于 任何 活 数 保持 有 下 面 的 性 质 : 
1) 有 一 Bo 3) 有 17 一 区 3) 一 人 
入 所 站 十 导 r=? Br'Y, 
而 且 
6) 队 ck> 月 与 Y>>0 推 得 wy By， 
和 利用 最 后 这 个 性 上 盾 , 具有 正 项 的 两 个 不 等 式 逐 项 相 乘 得 珂 迁 灾 。 
如 果 定 义 上 与 B 二 数 之 南方 是 这 样 的 数 ”, 或 它 满足 条 件 
YB=at 或 BE'Y=0), 
有 可 以 建 并 商 的 在 在 性 与 唯一 性 , 具 要 除数 不 为 高 。 
在 精 束 实 流 的 四 划 运 算 时 , 我 们 再 一 次 落 重 指出 ， 作 为 初等 代数 有 的 基础 
的 有 理 数 的 所 有 基本 性 慎 ) 对 于 实数 也 绥 成 立 。 因 此 ， 育 关 四 风雷 算 以 及 等 


中 我 们 看 ,只 机 ror i 站 娄 Cm 十 oe 就 会 水 于 任何 的 数 e' 光 全 
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式 和 不 等 式 的 竺 合 ; 所 有 这 些 1 数 法 区 对 于 实数 都 保持 高 获 。 


§ 3. 实数 的 其 他 性 应 及 其 应 用 


10. 根 的 存在 性 - 具有 有 理 指 数 的 乘 圭 ”和 象 平常 一 祥 , 由 实数 的 乘法 (. 与 
除 泛 ) 的 定 久 可 直 插 引出 具 有 正 ( 与 负 ) 蛙 指数 的 乘 守 的 定义 。 要 一 般 地 来 避 
具有 有 理 指 数 的 乘 震 , 我 们 先 讲 述 一 下 很 的 存在 问题 。 

我 们 还 认得， 在 有 理 数 域 中 其 障 单 的 栋 数 都 会 不 存在 ,这 一 事实 提供 了 
扩充 有 理 数 域 的 一 个 得 泥 ; 我 们 来 检查 一 下 , 扩 这 了 的 数 域 { 这 时 不 作 进 一 步 
的 扩 计 ) 在 何 种 程度 上 弥补 了 旧 有 的 扶 陷 。 

设 0 是 性 一 实数 ,% 是 自然 数 。 

大 家 知道 , 所 谓 数 的 = 次 古 根 是 使 

Ea= 
的 这 样 一 个 实数 #。 

我 们 强 定 & 是 正 数 的 情形 来 求 满足 这 关 柔 式 的 正 数 # 也 就 是 ， 求 所 讲 
的 杠 的 算术 企 。 跌 们 来 鞍 明 这 样 的 数 总 存在 并 且 共 有 一 个 。 

关于 数 的 唯一 性 的 断 话 立即 可 从 以 下 事实 推 得 ， 屠 就是, 不同 的 正 数 
有 其 不 司 的 污 赫 : 如 果 0<E<i 则 和 m< sr。 

如 果 存 在 有 这 样 的 正 有 再 数 % 它 的 4 次 乘 圭 等 于 w 则 它 就 是 所 要 求 的 
数 了 。 所 以 今后 只 限于 这 种 有 再 数 不 存 在 的 情形 。 

我 全 阮 在 用 下 面 的 瑟 疲 作出 全 部 有 理 煞 球 的 分 割 也 |[X'。 把 全 邮 久 有 理 
数 ， 替 这 及 使 得 阅 和 的 全 部 正 有 理 娄 了 上 互 类 ， 和 而 把 使 得 zf 的 全 部 
正 有 还 激 x' 归 入 ' 类。 

不 难看 用 , 这 两 类 都 不 是 空 的 并 且 玉 里 有 证 数 。 如 果 取 数 (比方 股 是 自 
然 数 ) 六 使 得 二 wx<m 央 更 加 有 一 和 -<<a<im"， 于 是 数 二 属于 而 数 二 
属 士 互 '。 

对 于 分 割 的 其 但 要 求 可 以 直接 检验 。 
现在 设 * 是 有 分割 |X' 所 确定 的 数 , 我 们 去 其 明 ，#*=& 也 就 是 = 
一 如 

把 加 置 作 是 锋 于 主 的 4 个 因子 的 乘积 ， 棚 沁 正 实数 之 积 的 定义 我 们 肯 
定 ; 如 果 2 与 和! 是 使 


和 


一 有 一 


的 有 理 数 , 基 
le 

国 为 , 根 避 然 , x 属于 下 类 ,而 x' 属于 于 ' 类 ,所 以 出 这 两 类 的 守 义 , 同时 及 有 
人 


可 是 盖 数 w' 一 x 可 以 使 之 小 于 任意 的 数 e>0( 参 考 第 和 外 中 的 附注 并 上 且 不 

坊 把 x 算 作 小 于 某 一 栅 先 固定 的 数 zwo。 在 这 情况 下 溢 数 
T= wm le 1], 

也 就 是 训 , 可 以 使 得 它 枉 意 地 小 四。 于 是 由 补助 定理 2 推 得 数 i" 征 e 的 等 

式 。 

神 的 存在 性 印 餐 证 明 后 , 用 通常 的 方法 可 以 建立 其 有 任何 有 理 指 数 r 的 
乘 络 的 概念 , 井 且 可 以 检验 在 御 宪 代数 甫 本 中 所 介 帮 的 普通 法 则 对 于 这 种 乘 
窒 也 是 正确 的 : 

Or 一 or， or r=, 


《err or", ap)7 一 Or， A’, 


Se 
我 们 应 重 指 出, 当 w>1 有 汪汪 wr 随 沪 有 理 指 数 + 7 全 全 
的 ) 实 数 a 的 乘 里 。 
在 对 论 中 我 们 要 引进 数 & 的 洪 坚 
wa oa, 
其 中 指数 5 与 是 满 足 不 等 式 
bp bl 
的 有 理 煞 。 
数 ? 它 它 人 于 az 上 Et 两 个 沫 短 之 央 : 汪汪 
yt (1) 


个 难 证 洋 , 这 祥 的 数 总 存在 。 实 际 上 , 闭 党 的 集合 {a?} 是 上 有 界 的 , 各 如 


QD 我 们 看 出 ,只 要 取 < 


et 数 =…xiron-] 就 更 小 于 任意 的 数 e'>>0, 
入 可 以 只 时 匣 这 种 博 形 ,因为 当 a<1 时 ,我 们 可 令 as=( 二 )“. 


-2 
锐 , 是 以 任何 的 乘 野 ay 为 上 界 的 。 于 是 我 们 取 [6] 
Y= gup {or}. 
bp 
对 于 这 个 数 我 们 有 
m7 
事实 上 , 在 这 时 等 号 是 不 需要 的 , 因为 把 5 加 大 而 把 风 藏 小 是 可 以 的 ;于 是 所 
作 岳 的 狐 7 满足 条 件 (1)。 
瑞 在 述 则 来 证 明 由 这 些 条 件 所 确定 的 数 的 肉 一 性 。 
为 此 , 首先 我 们 要 和 注 完 到 , 如 果 不 要 求 数 8，8) 与 8 一 定 为 有 理 数 , 区 第 
3 段 中 的 补助 定理 2 仍 保 折 有效 ; 证 明 也 一 样 。 
其 次 我 们 要 建立 一 个 很 蚤 单 的 世 常 有 用 的 不 等 式 : 车 1 是 大 于 1 的 自然 
凑 并 有 昌 Y 二 1 有 出 
YntrY—1. {21 
实际 上 ; 命 7 了 =1 十 为 共 中 >0; 到 由 和 牛 时 的 二 项 式 公 式 我 们 有 
C1 二 "二 1 十 WX 十 5 
较为 其 中 来 写 出 来 的 项 者 是 正 的 , 所 以 
(lA) 二 nA 
这 与 不 等 式 (2) 是 等 价 的 。 z 
在 这 不 等 式 中 全 Y= 咏 (a>> 二 ), 我 们 得 到 不 等 式 
a 1<e 一- (a) 
它 是 我 出 现在 要 利用 的 不 等 式 。 
我 们 知道 (第 #4 般 中 附件 )， 可 以 选用 激 瑟 与 05 使 等 差 米 Dp' 一 b 对 于 人 性 
一 预定 的 自然 数 部 会 小 于 二 ， 若是 小 于 一 轩 定 的 数 5%; 于 蚌 由 不 等 式 
(3), 得 
oa a= 1 < C1 < ， 


精 果 有 


a—1 
四 


了 一 下 
| 
ae 一 Wan 本 


最 后 这 个 过 达 式 册 于 依 屯 予 世 耐 可 使 得 它 小 于 任意 的 正 多 &: 这 具 要 腾 
> m0 {oa—1) 
起 
在 这 种 情况 下 , 控 照 上 说 推 广 了 的 补助 定理 2， 在 界 数 at -与 吧 " 之 半 不 能 包 


0 
合 两 个 不 同 的 数 Y。 
如 果 上 是 有 玲 的 ; 则 上 上 上面 所 给 的 定义 回 到 我 们 的 通 管 记号 ar 的 意义 。 
不 难 榨 验 ， 对 于 具有 尾音 的 实 指 小 的 乘客 ， 所 有 关于 鸳 叹 的 营 通 法 肿 都 
成 立 , 而 且 当 ac 工时 乘 医 w? 随 落 实 指 涩 8 的 党 天 而 增 大 。 
12. 对 教 ” 利 用 具有 和 任 莫 实 指 数 的 滋 填 的 定 文 ， 现 在 不 难 确 定 以 正 实 数 
了 异 于 工 ( 艾 癌 喜 , 我 们 算 必 e1 汐 底 前 任何 正 实数 7 苛 涩 的 仔 在 。 
如 果 存 在 这 样 的 有 理 孝 + 使 得 
机 0” 一 个 
则 7 就 是 所 求 的 对 煞 。 我 个 假 定 这 坤 有 二 数 * 不 存在 。 
于 是 在 全 部 有 理 数 的 区 域 中 按 下面 的 方法 作 山 分割 B18'。 护 所 有 使 
ea<Yy 的 有 理 数 归 太 吾 类 , 而 把 所 有 使 >y 的 有 再 数 下 归 大 BB'。 
我 们 来 臣 明 , BB 与 B' 两 类 不 是 空 的 。 由 不 等 式 (2) 香 
. onta=l1) =n —1), 
村 朋 只 要 取 


y 
. ?一 
就 有 >Y; 这 样 的 自然 数 4 属于 站 类 。 同 时 我 全 有 
1 1 
om 4 人 一 工 
并 且 只 要 兢 
“a1 


就 有 w "<? 而 数 一 4 落 在 类 中 。 
对 于 分 吊 所 提 捍 的 其 他 要 求 , 在 这 里 也 都 满足 。 
所 作 的 分 寡 B18' 确定 了 实数 8， 它 是 夹 在 这 两 类 数 中 间 的 “ 界 数 "。 按 
乘 时 的 定义 我 们 有 有 
oo (hpB<b), 
并 且 os 是 福 足 所 有 类似 不 零 式 的 哗 一 的 数 。 可 是 对 于 数 Y (按照 分割 本 身 - 
的 构造 ) 我 们 有 
i , 
因此 ， 
xy 了 而 晴 =1oga7; 
对 狐 的 存在 已 起 明 。 
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13. 糙 辟 的 测量 ”具有 有 理 数 的 集 含 不 能 栓 节 一切 线段 以 长 度 ， 这 也 是 
引进 无 理 数 的 最 重要 的 康 四 。 我 何 培 在 来 碍 明 , 有 了 扩充 了 的 数 的 概 会 就 是 
以 律 闫 入 航 的 浏 量 阅 题 。 

首先 我 们 来 叙 沁 问题 本 身 。 

我 们 要 求 与 每 一 条 直线 段 4 相 联 系 , 有 一 个 时 做 "线段 4 的 长 麻 " 的 正 实 
数 144), 使 得 

] ) 一 个 信 先 选 定 的 线段 ("长 度 的 标准 ”} 有 单位 长度 : 1(B) =1; 

3) 相 等 的 镶 段 有 同样 的 长 度 ; 

3) 在 加 法 下 , 两 线段 之 和 的 长 度 总 是 等 于 两 纺 假 的 长 麻 之 和 ; 

i(ATB}=1(A) + 7(B) 
(“可 加 性 ”)。 

在 所 提 的 儿 个 条 件 下 癌 题 的 解答 是 唯一 的 。 

南 2) 与 3) 推 知 ,标准 长 度 的 4 分 之 一 应 有 长 麻 亏 ; 如果 息 这 个 部 分 各 复 
加 到 次 ,居所 得 的 线段 由 3) 应 有 长 记 闻 。 由 此 可 见 , 如 果 英 段 4 与 标准 长 
庭 是 可 通 利 的 ，, 若 且 用 镶 段 和 4 与 8 的 公 共 冯 崎 分 澡 定 它 拉 上 面 可 晤 ?与 4 
次 , 期 一 定 

以 4 一 二 


不 难看 用 , 这 个 数 不 依 驾 于 所 反 的 公共 涅 度 , 并 是, 如 果 对 于 与 标准 长 庆 
可 通 角 的 糖 肛 按 这 个 法 姑 各 葵 以 有 理 的 长 度 , 风 [ 对 于 这 些 线 段 ) 调 量 的 问题 
就 完全 解决 。 

如 果糖 段 4 大 二 后 自 B, 轩 而 4=B+0, 此 处 0 也 是 一 个 钱 破 , 则 虫 3) 
应 识 有 : 

iA)= I(tB) + 0), 

并 且 , 因为 1(0) 之 信 所 以 1(4) >1(B)。 于 是 不 同 的 灶 段 应 有 不 同 的 长 度 ， 
也 就 是 园 大 的 漠 段 有 较 大 的 长 庭 。 

闪 为 每 一 个 正 有 理 数 字 是 一 个 与 标准 长 讼 马 可 通 约 的 贱 豆 的 长 度 , 所 以 
航 据 所 壕 , 可 知 任 何 一 个 -与 标准 长 许 不 可 通 牺 的 线 息 不 能 有 有 理 的 长 度 。 

将 玻 工 是 这 样 一 个 与 如 不 可 通 的 的 钱 段 。 醚 求 缕 段 8 -与 8 的 一 个 无 妈 
集合 , 其 由 总 89 都 与 万 是 可 通 和 匆 的 , 并 且 分 别 地 小 于 或 大 于 荆 。 和 如 果 兮 

I = 18" = 8 

风 所 求 的 长 订 1() 应 灌 足 不 等 式 


一 84 一 
sl 

如 果 分 全 部 有 负数 为 8 -与 8 两 类 ,把 产 sa( 除 上 旺 忆 外， 还 有 一 切 角 数 -等 ?上 | 
了 下 业 3 而 把 数 8 旷 天 上 类 全 ， 册 得 到 有 理 数 癸 合 的 一 个 分 割 。 因 为 在 下 
类 中 显然 溉 有 最 大 的 数 , 而 在 上 类 中 淄 有 民 小 的 煌 ， 所 以 出 这 个 分 割 确定 的 
光 理 数 z 是 满足 不 等 式 3 过 z 之 s' 的 吊 一 向 实 数 。 就 是 讽 ， 必须 分 长 凡 1(E) 
等 于 这 个 数 。 

我 们 坦 在 候 定 ; 按 肥 所 就 的 法 则 对 所 有 上 三 瑟 可 通 条 的 以 及 与 百 趟 可 通 煌 
的 全 部 生 臣 都 输 予 了 长 庆 。 洒 件 1. 3 显然 是 成 立 的 。 

沙 谍 具有 长 许 

=i(P,, oso=1rE) 
的 两 个 浅 段 P, 卫 以及 它们 的 和 了 =P 十 2， 全 和 鬼 长度 记 为 += iCT)。 肥 性 意 
的 正 有 泽 数 7, +" sa 使 得 
rg Br， 
浙 科 作出 米 段 请, 了 E'S,S"', 局 得 这 些 数 1 好 分 别 地 是 它们 的 长度 。 芒 腻 且 十 
十 以 玫 度 是 了 十 呈 小 于 了 而 线 慌 BES (长 谭 是 六 十 的) 天 于 下 。 所 以 
Ta 

可 是 17] 和 s+s 是 包 舍 在 数 ?十 5 国 与 数 六 十 s 中 间 的 众 一 的 实数 ， 因 此 有 
T 王 p+r。 这 就 是 所 验证 上 明 的 。 

用 数学 妇 精 法 可 把 "可 机 性 ?" 扩 讲 到 任何 有 限 多 个 项 的 情 灌 。 

ET “j 选 家 原点 人 和 和 则 过 家 缕 一 


ee a 


帮 直 个 基 度 的 从 代 洲 ,焦点 和 天 在 以 0 由 胞 的 正 向 志向 而 宅 。 


"站 和 
-~ 
图 二 
我 们 自然 要 间 肥 命 晤 是 否 也 正确 。 吓 否 色 一 个 笑 数 也 对 应 于 村 钱 上 某 
一 个 点 ? 这 个 膨 题 在 几何 ,上 的 回答 是 肯 守 的 , 那 就 是 利 出 对 直 炒 所 建立 的 坦 
粮 的 连 粮 性 公理 , 朗 把 家 祷 短 作 是 点 集 谷 时 大 似 于 实数 符合 的 束 币 性 的 那样 
QD 自然 ,对 于 与 驯 可 通 物 的 烧 雪 卫 的 长 度 , 这 些 不 等 式 也 成立 。 
二 ”由 正 数 * 与 3 拆 定 的 关 马 自然 是 不 关 重 要 的 。 


了 


一 一 
一 种 性 质 [第 5 懂 ]。 

三 下 可 昂 , 在 全 部 实数 上 与 有 向 误 线 ( 翰 ) 的 至 部 点 之 天 可 坊 建 芋 京 瑟 音信 
的 对 底 。 实 狼 可 以 麦 永 成 四 上 的 点 , 因此 我 们 称 这 二 为 实数 朝 。 或 人 今后 经 
党 要 应 用 上 与 中 类 己 的 震 示 法 。 


第 二 章 ” 单 变量 的 函数 


$ 1. 函数 构 念 

14. 变量 ”在 研究 自然 现象 时 以 及 在 实践 活动 中 , 人 们 会 避 到 
许多 不 同 的 物理 量 ; 如 时 间 长度、 体积 ,速度 .质量 、 力 ,等 等 都 是 。 
其 中 每 个 曲 ， 接 照 兰 寨 和 区 的 问题 里 而 的 条 件 ， 或 者 也 不 同 的 一 些 
逢 ,或 者 只 取 一 个 值 。 在 第 一 种 情形 下 我 们 光 到 变量 , 而 在 第 -种 
情形 下 旭 半 测 营 最 。 

如 果 选 取 一 定 的 测 基 单位 { 例 如 ， 和 象 我 们 在 第 13 段 中 谈 到 长 
度 时 一 - 笠 去 徽 ), 则 量 的 舒 个 值 可 用 数 来 表达 。 数 学 通 吕 机 去 所 考 
察 的 俯 的 物理 意义 而 只 注意 它们 的 数值 。 这 就 是 恩格斯 所 设 的 合 
理 的 抽象 化 的 过 程 2。 思 格 斯 讨 为 “入 数学 是 以 现实 惟 异 的 空间 
的 形式 和 数量 的 关系 一 一 这 是 非常 现实 的 发 料 一 -为 对 象 的 ”着 
又 接着 训 : 

“可 是 为 要 能 够 在 其 得 粹 状态 中 去 奸 究 这 些 形式 和 关 示 ,那么 
就 必须 完 至 使 它们 脸 鹿 其 内 容 ， 把 内 容 放 秆 一 这 作为 不 相 -F 的 东 
西 ; 这 样 我 们 就 得 到 没有 面积 的 点 , 没有 厚度 和 宽度 的 粮 ,a 和 如 
z 和 yg, 常数 和 变数 ; "加 

变量 之 引入 数学 一 -这 件 素 通常 是 与 币 卡 儿 的 名 字 相 联系 着 
的 -一 芒 是 一 件 重要 的 大 举 。 芝 样 数学 就 不 仅 提供 了 可 能 来 建立 
一 些 常 量 间 的 数量 关系 ， 而 且 也 提供 了 可 能 来 和 研究 变量 所 参与 的 
在 自然 界 中 进行 着 的 过 程 。 恩 格 斯 @ 用 下 徊 的 新 着 重 指出 了 这 一 


国电 格 断 ,“ 芭 桩 条 葵 ” 中 次 弹 本 1956 年 人 莽 出 版 尘 出 版 第 37 一 38 页 。 
时 ”由 格 断 “ 民 社 林 给 "中 如 本 ，1956 年 人 忆 出 版 放出 县 ,第 89--38 页 。 
名 总 格 斯 ,“ 育 然 因 证 法" 中 稻 本 ，1955 年 , 人 员 出 版 丰 且 产 ; 第 217 页 。 


一 所 一 
点 : 
第 卡 几 的 变 基 是 数学 中 的 转折 点 。 央 后 
人 了 数学 , 因此 微分 与 积分 也 就 立 列 成 汐 必 要 的 了 … 
18. 变 曼 的 变 域 在 数学 分 析 中 一 一 员 划 不 是 刻 它 的 应 
用 一 一 所 背 变 量 自然 古 指 抽象 的 ， 或 者 是 数 的 变 晤 。 它 俩 可 用 尾 
何 一 种 用 来 记载 数值 的 训导 (例如 池 攻 迷 ) 米 卖 示 。 如 果 变 量 z 可 
取得 的 一 些 值 的 集合 绽 一 {zx} 已 经 指出 ， 我 们 够 计 为 变量 x 是 已 
知 的 。 这 一 个 集合 及 时 做 变量 x 的 变 域 。 一 般 膏 来 ， 性 何 的 数 集 
合 可 以 当 作 变量 的 变 域 。 
营 最 可 以 看 作 变 二 的 特殊 情形 : 它 与 集合 集 三 {21 是 由 一 
率 如 成 的 假定 相符 合 
在 第 13Q 段 中 我 们 已 知道 ， 数 在 几何 下 可 以 解释 为 数 轴 上 的 
点 。 变 轧 光 的 变 城 舍 就 可 用 这 轴 上 上 的 点 集合 来 表示 。 因 此 ， 变 量 
的 数值 常 称 为 点 。 
和 常会 届 到 取 所 有 自然 数值 
1, 2, 3, ., 100, 101, … 
的 变量 #; 这 变 重 的 变 域 就 是 至 休 生 然 数 第 合 {nw})， 我 们 总 用 .来 
表示 它 。 
可 是 在 分 析 中 通常 研 完 的 是 所 识 连 粮 屿 或 密 接 地 变化 着 的 变 
量 : 如 动态 所 你 过 的 时 国 , 路 程 , 等 等 的 物理 是, 就 是 这 种 变 重 的 乔 
形 。 RN 最 常用 的 区 问 是 以 两 个 
实数 与 5 (a 一 $3) 第 的 两 个 庙 点 一 一 为 界 跟 的 有 限 区 间 ， 西 
端点 本 身 可 以 包 舍 在 区 间 内 , 岂可 坊 不 包含 在 肉 。 因 此 , 我 从 可 把 
区 团 分 党: 
用 区 更 [a 本 :ws<y 反 站 两 端点 包括 在 内 ); 


,Bb| :axeb 
半天 区 同 ””“【 仅 一 端点 包括 在 内 ); 


[By B) :和 


一 入 一 

开 区 间 ( 反 仙 : a 二 x 之 5{ 任 一 户 点 都 不 包括 在 内 )。 

三 各 种 情形 下 都 称 数 5 一 a 为 区 辣 的 长度 。 

不 难 了 解 , 数 轩 上 的 柳 段 是 数 的 区 冰 的 几何 才 示 , 井 且 一 一 扶 
照 区 间 的 类 型 一 - 黎 段 的 端点 可 归 入 散 段 , 也 可 不 归 久 和 嫉 段 。 

有 时 也 要 考 处 无 窒 区 间 , 用 “广义 的 " 数 一 c0, 十 co 作为 它 的 一 
端 或 两 端 ,它们 的 记号 和 上 上面 所 引进 的 相 类 似 。 和 例如, (一 0, 一 o0) 
古 全 体 实 数 集合 ; (a, 二 cc) 过 示 满足 不 等 式 za 的 所 有 数 光 作成 
的 集合 ; 区间 (co, 5 出 不 等 式 x 志 5b 来 定义 。 无 宅 区 间 在 几何 上 
可 用 两 端 充 限 伸 延 的 直 米 或 一 年 身 黎 来 表示 。 

16. 变量 间 的 函数 关 有 对 : 例题 ”在 涩 学 和 苍 析 中 研 宽 的 对 象 不 
是 一 个 变量 独自 的 变化 ， 而 是 在 两 个 或 多 个 变量 的 共同 变化 下 来 
十 完 它 们 之 阅 的 相依 关系 。 我 们 现在 只 限于 言 蓄 两 个 变量 的 最 简 
单 的 情形 。 

在 科学 及 旨 活 的 各 种 馈 域 内 一 一 在 数学 上、 物理 上 、 工程 
一 一 读者 已 层 是 这 种 共 间 变化 的 一 些 变量 。 它 们 不 能 同时 (在 
各 目的 变 域 中 ) 各 取 任 意 的 值 : 加 果 已 粮 定 其 中 一 变量 ({ 日 变量 ) 的 
一 个 只 体 的 值 ， 则 另 一 变量 ( 因 变 量 或 画 数 ) 的 值 也 就 跟着 确定 。 
我 们 来 介绍 几 个 例子 。 

1) 于 的 面积 名 是 ， EE 的 定 径 及 的 贾 数 ; 它 的 数值 可 以 从 葵 定 的 - 
牛 径 数值 用 已 知 的 公式 
. Y=7 
”计算 出 来 。 

2) 在 受 重 力作 用 的 扰 点 自由 下 落 的 情形 下 一 一 不 计 其 阻 
力 一 一 只 运动 开始 计算 起 的 时 了 间 ( 秒 ) 与 在 这 时 间 内 所 狠 过 的 路 
程 s( 米 ) 是 由 方程 


s— or3 


来 联系 的 , 其 中 yg 一 9,81 米 / 秒 * 是 重力 加 速度 。 于 是 与 所 了 歌 的 时 间 


-bd 
t 相对 应 的 数值 8 也 就 准确 定 : 路 程 s 是 所 楼 过 的 时 间 + 的 图 数 。 

3) 涝 罕 茶 种 在 汽 所 的 活 讲 下 面 的 ( 理 娘 ) 上 气体。 在 温度 避 持 
不 变 的 假 贡 下 ， 这 气体 的 体积 站 ( 立 升 ) 与 压力 了 (大 气压 力 ) 就 服 
从 波 尽 耳 - 局 瑞 特 定 旭 : 

FPF 二 c= 二 常数 , 
如 寻 性 意 屯 改变 玉 , 剧 了 作为 VF 的 图 数 就 由 公式 
ot 

唯一 地 确定 。， 

还 要 指骨 , 在 所 考察 的 两 个 量 中 选取 自 变 量 有 财 是 随意 的 , 有 
了 时 要 看 是 否 乔 单 便利 而 作 选 择 。 在 大 多 数 情 形 下 自 变 量 的 选 捍 是 
由 进行 研 绽 的 目的 来 决定 的 。 例 如 ， 在 上 流 例 题 中 我 从 也 可 以 考 
虚 体 积 了 依 拯 于 在 活塞 .上 的 (由 气体 传 北 的 ) 外 上 讨 力 p， 而 这 压力 
是 变 作 着 的 ; 于 是 尼 自然 可 以 写成 下 面 形状 ; 

下 = 二， 
二 算 作 是 自 变 有 量 , 而 斑 是 尹 的 而 数 。 

在 别 的 一 些 情 形 下 ， 画 数 相 依 潜 系 志 征 上 册 实 际 技 时 则 进行 著 
的 过 程 ， 一 一 特别 是 ， 象 在 例 3) 中 一 样 ， 时 间 本 身 就 是 自 变量 。 
可 是 , 如果 以 为 变量 的 变 忙 总 是 与 炊 过 的 时 间 相 联系 的 ; 那 就 是 钳 
座 的 。 在 血 1》 中 太守 加 的 面积 写 其 竺 径 的 相依 美 条 时 ， 我 们 坤 
说 有 涉及 任何 的 时 辐 过 程 。 

17, 函数 概念 的 定义 ”和 象 平 常 一 样 , 我 们 现在 抽 去 所 考察 的 量 
的 秘 理 意义 ， 来 给 出 画 数 杨 念 ( 世 是 数学 分 析 中 的 基本 概念 之 一 ) 
的 准确 而 普通 的 定义 。 

没 答 定 具有 变 域 2 与 多 的 两 个 变量 与 9 。 息 定 按照 癌 题 的 
条 件 变 量 # 可 以 不 受 任何 限制 地 取得 变 堪 多 中 任意 的 乱 。 如 果 依 
昭 某 一 法 旭 或 规律 ， 对 于 允 中 每 个 值 zx 相应 地 有 (cz 中) 一 个 确定 
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的 也 全 : 则 变 基 了 总 星人 敌 变量 .2 在 其 变 域 光电) 的 画 笋 。 


一 和 一 ， 
自 变量 又 叫 俄 丁 数 的 变 元 。 

在 这 定义 中 存在 有 两 个 要 素 : 第 一 ， 带 出 变 元 + 的 变 域 光 ( 攻 
又 叫做 画 数 的 定义 域 ); 第 二 ， 确 定 > 与 y 的 数 征 之 问 的 对 应 法 则 
或 规律 (而 数 y 的 变 域 2 通融 是 不 指出 的 , 因为 对 应 的 规律 本 身 就 
已 确定 机 数值 的 集合 )。 

在 定义 责 数 概念 时 可 以 从 更 普 肖 的 观点 出 发 .就 是 假定 对 应 
于 和 中 的 = 的 健 个 值 , y 的 舍 不 业 一 个 , 而 是 儿 个 ( 花 至 是 无 尝 多 
个 )。 在 这 样 的 情形 下 我 们 称 茄 数 是 多 人 的 , 以 区 别 于 上 面 所 定义 
的 单 值 面 数 。 可 是 ， 在 分 析 救 程 中 ,我 们 是 失实 变 基 的 观点 出 发 ， 
而 避 葛 言论 多 值 面 数 ; 以 后 及 到 画 数 时 ， 如 无 特别 的 声 几 , 我 们 都 
理解 汶 单 秆 画 数 。 

为 了 表明 9 是 + 的 图 数 这 一 事实 , 我 们 写成 

Yy 一 扒 z)，3 一 gz2)，Y 一 了 2) 等 等 中 . 
字母 也 9, 了，… 就 是 表示 这 样 的 一 种 法 划 , 按 此 法 则 可 由 狂 定 的 2 


值得 到 对 应 的 8 值 。 因 此 ， 如 果 同 时 考察 含 同 一 个 变 元 x 但 由 不 
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涤 示 出 它们 。 . 

虽然 字母 “J” (在 各 种 文字 中 ) 恰 怡 是 与 "wnction ( 泵 数 )” 这 
个 字 相 联 深 的 , 可 是 作为 商 数 相 恢 关系 的 到 导 , 自然 也 可 用 本 和 何 别 
的 字母 ; 有 时 芝 至 就 重复 用 同一 个 字母 记 y=y(w), 在 某 些 情 形 
中 我 们 也 把 醒 数 的 变 元 写成 丽 数 的 附 标 形 状 , 例如 ys。 

如 果 在 考察 函数 璧 如 设 yy 一 f(x) 时 ， 我 们 希望 注 明 与 所 选取 
的 的 特定 值 so 相 洗 应 的 区 的 特定 值 ， 那 就 用 记号 fxzo) 来 者 示 
它 。 例 如 , 若 

fo) 0) MW) = VT 


由 汗 种 呈 法 襄 作 :和 竺 于 fz 入 竺 于 gz 种 毕 。 


314- 

出 7j(D 就 是 国 数 f(z) 当 x 一 1 时 的 数值， 简化 后 也 就 是 数 记 ; 同 
冬 , 0(5) 就 是 数 2, 及 卫 ) 就 是 数 十, 等 等 。 

现在 公转 来 讨论 在 变 啼 的 数值 之 则 的 对 应 法 央 或 规律 ， 它 就 
是 负数 相依 关系 这 个 概念 的 实质 。 这 种 法 则 ， 因 为 对 它 疙 有 什么 
限制 , 那 就 可 以 有 着 各 种 不 同 的 特 厦 。 

利用 公式 来 宪 现 这 入 法 则 是 最 简单 而 且 很 自然 的 ， 公 式 是 点 
解 六 吉 达 式 的 形式 来 宕 示 闸 数 的 ; 为 要 得 到 4 的 对 应 值 , 在 表达 式 
里 指出 了 施行 于 一 些 常数 以 及 z 的 数 佳 所 必须 进行 的 那些 解析 远 
算 。 这 种 才 示 画 数 的 解析 方法 在 数学 分 析 上 是 最 重要 的 (在 下 一 
暴 中 我 们 还 要 讨 验 它 )。 稳 者 最 好 在 中 学 的 数学 至 程 中 去 熟悉 它 ; 
在 介绍 第 16 段 中 的 儿 个 例题 时 我 们 正 应 用 了 分 析 方 法 。 

可 是 , 假若 认为 这 是 表示 珊 数 的 叭 一方 法, 那 就 错 了 。 在 数学 
中 也 澡 有 不 用 公式 来 定义 亢 数 的 情形 。 例 如 , 有 注 样 的 回 数 (<)， 
它 表示 “ 数 > 的 整数 部 分 ”, ? 不 难 了 解 

E(1)=1, B25)=2, E(VI3)=3,F(—7)— —4, 等 等 , 
然而 我 们 并 省 有 袁术 旦 (2) 的 任何 公式 ;。 

在 自然 科学 与 工程 学 中 ， 变 县 之 则 的 相依 关系 往往 是 由 实验 
或 用 观察 方法 建立 起 来 的 。 例 如 ， 和 如 果 使 水 受 枉 意 选 定 的 压力 
大 气 岩 力 )， 则 由 实验 可 以 确定 与 它 对 应 的 沸点 的 温度 9°C:9 是 
Pp 的 机 数 。 可 蚌 这 个 画 数 相依 关系 不 能 用 任何 公式 来 表示 ， 而 只 
能 列 出 由 实验 所 得 的 数值 下 来 下 示 。 用 列 丧 法 走 示 画 数 的 例 予 ， 
在 任何 工程 手册 上 都 容易 找 苔 。 它 的 不 方便 的 地 方 ， 就 是 它 只 能 
答 出 对 于 变 元 的 某 些 数值 的 功 数 值 。 


中 或 者 页 确 廊 地 强 ,' 它 是 不 起 过 * 的 最 天 整数 (加 是 法 交 宁 entier 的 头 一 个 字 
苹 , entier 表示 " 炽 的 "意思 。 


一 4 一 
最 后 , 我 们 还 要 提 到 , 在 某 些 情形 下 动 记 录 器 一 一 
物理 其 之 问 的 盏 数 相依 关系 是 直接 用 图 形 表示 的 。 例 如 ， 用 指示 
宕 所 的 帮 未 国 表 次 出 在 工作 者 的 苍 江 机 的 党 和 内 汽 压 P 与 体 
积 了 之 阅 的 相合 关 深 ; 由 气压 指示 器 所 得 到 的 “ 气 府 图 ”下 了 示 出 大 
所 开 帮 一时 页 的 要 化 过 和 等 等 。 自 然 , 这 种 才 示 方法 具 能 近似 地 
确定 画 数 的 值 。 
关于 确定 而 数 相依 关系 的 列表 法 或 图 示 法 ， 我 们 不 去 佑 并 训 
它 , 因为 在 数学 分 析 中 并 不 需要 利用 它 匀 。 
.18. 还 数 的 解析 表示 法 由 于 在 数学 分 析 中 , 丽 获 用 解析 胡 达 
式 或 公式 的 寥 示 法 起 着 极 重要 的 作用 ， 因 此 我 全 要 作出 一 一 采 列 的 
生来 玉 用 它们 
”首先 , 在 这 些 公式 中 能 够 有 怎样 的 解 怕 运算 ? 在 这 里 首先 
和约 吓 有 在 和 等 人 下 六 二 角 学 中 所 研究 过 的 一 切 运算 : 四 则 迁 算 、 
琵 才 (与 开 方 ), 取 对 数 、 由 角度 求 其 三 角 醒 数值 以 及 其 肥 运 算 ( 参 
于 后 面 灿 ). 可 是 , 必须 着 重 指出 ， 随 着 我 们 的 分 析 知 识 的 发 展 , 还 
需要 加 入 其 他 的 运算 , 而 首要 的 是 第 三 章 中 要 旗 的 极限 步 占 ， 
因此 ， 术 证 “解析 表达 式 " 或 “公式 ”的 完全 内 容 只 能 这 渐 地 去 
杨 露 。 
2” 葡 一 附注 是 在 遂 了 明 用 解析 表达 式 或 公式 所 南 示 的 画 数 的 
定义 域 。 
夭 一 个 包含 变 元 z 的 解析 表达 式 具 有 所 名 自然 的 适用 区 域 : 
这 是 使 解析 表达 式 保持 有 意义 的 (也 就 是 便 它 它 县 有 确定 的 有 限 实 
数值 的 ) 一 切 2 值 的 策 合 。 我 们 用 最 简单 的 例题 来 说 明 它 。 


例如 ， 表 达 式 二 二 的 定义 域 是 双 体 实数 的 集合 
表达 式 VTI 一 大 的 定义 域 是 团 区 陪 [ -1 1]， 在 这 范围 以 外 它 
的 值 不 百 是 实数 。 相 反 的 , 我 们 必须 取 开 区 间 ( 一 1 力作 为 表达 式 
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了 生存 的 自然 的 适用 区 域 , 因为 在 两 端点 上 它 的 分 母 等 于 车。 有 


时 使 家 达 式 织 持 有 意义 的 那 种 值 的 区 域 是 山 分 散 的 区 则 所 和 成 
对 于 V8 一 了 来 说 ,有 区 陪 ( 一 o0, 一 1 与 [1, +co); 对 于 -于 来 
瑶 , 有 了 区间 (一 =, 一 2, {一 4 了 二 与 人 十 ce) 车 等 了 。 

在 下 面 的 依 进 中 需要 考察 更 复杂 更 -一般 的 解析 过 达 式 ， 捍 且 
我 们 将 时 常 研究 由 这 类 表达 式 在 其 保持 有 意义 的 全 部 区 域内 所 确 
定 的 画 数 的 性 质 , 也 就 是 研究 解析 工具 本 身 。 

可 是 另 一 种 可 能 的 情况 我 们 也 姑 为 必须 预先 提 量 六 者 注意 。 
设想 不 论 怎 样 的 一 个 具体 问题 导致 我 们 去 考察 一 个 具有 解析 直达 
式 的 西数 f(x), 而 在 这 个 问题 内 变量 x 由 于 问题 的 本 质 被 限制 在 
变 域 允 中 。 虽 然 可 能 通 到 这 卖 达 式 在 区 域 光 以 外 也 有 意义 的 情形 ， 
但 要 超出 这 范围 来 研究 我 们 的 具体 问题 却 不 可 能 。 在 这 里 解析 表 
达 式 只 起 着 附属 的 辅助 作用 。 

例如 ， 如 果 研 完 受 重力 作用 的 质点 从 塌 面 上 高 天 处 自由 正弦 


时 我 们 用 公式 


二 


[16, 9)] 则 考察 4 的 负 值 或 大 于 外 = 蓝天 的 上 值 都 是 落 避 的 ， 区 


为 很 明显 ， 当 1 一 外 时 质点 已 落 到 地 上 。 然 而 表达 式 代 -本 身 却 对 
于 上 的 全 部 实数 值 都 保持 有 意义 。 

3” 可 能 过 到 这 种 情形 , 对 于 这 元 的 一 急 值 画 数 不 是 由 同一 个 
公式 确定 , 而 是 对 于 变 元 的 某 些 值 丽 数 册 某 一 公式 确定 , 对 于 另 一 
蛙 值 由 另 一 公式 确定 。 在 区 并 ( 一 co， 十 co) 内 由 下 面 三 个 公式 来 
定义 的 画 数 就 是 这 种 男 数 的 一 个 例子 : 

f(x) 一 4 妾 jz|>1 蛙 ( 即 当 xz>>1 或 zs 一 -1 时 》， 


DD 自然 ;对 于 ?的 在 何 数 诅 者 洪 光 意义 的 那 种 审 术 过 ， 我 们 是 和 不感 判 兴 超 的 。 


-一 和 
Fz) = 一 1, 当 |z| 二 1 时 ( 邹 当 一 1<x<<1 时 )， 
而 且 最 后 fw)=0, 当 z= 土 1 时 。 
可 是 ， 不 要 以 为 对 于 z 的 从 部 值 由 一 个 公式 定义 的 画 数 与 利 
用 儿 个 公式 定义 的 砂 数 ， 两 者 之 阅 有 着 原则 上 的 区 别 。 通 常 申 岂 
个 公式 葵 定 的 画 数 也 可 由 一 个 公式 来 给 定 (当然 , 要 用 一 复杂 的 夫 
述 式 )。 特 别 是 , 对 于 上 本 引信 的 醒 数 , 这 是 正确 的 [参阅 第 始 段 ， 
5)]。 上 以 后 我 们 会 时 常 明 到 这 一 类 的 例子 。 
19. 疯 数 的 图 形 虽然 在 数学 分 析 中 寺 不 用 图 形 葵 出 匡 数 , 可 
是 我 们 不 常 使 用 贡 数 的 图 解 ， 图 形 具 有 直观 性 与 明显 性 这 个 特点 
使 它 成 为 研究 函数 的 性 质 时 不 可 缺少 的 辅助 工具 。 
设 在 某 一 区 舞 绕 内 莉 
8 定 了 画 数 y=f(x)。 我 们 
费 想 在 平面 上 有 两 条 互相 
对 让 的 举 标 轴 一 一 # 四 与 
y 硝 。 浇 察 相 对 应 的 一 对 
* 与 3 的 值 ， 共 中 z 取 自 
区 间 训 ,而 y= .2); 这 一 
对 值 在 平面 上 的 形象 就 是 
图 有 具有 筑 标 = 与 般 标 的 点 
MM(z, 9)。 当 之 在 其 区 问 范 围 内 歧化 时 所 得 到 的 这 种 点 的 生体, 就 
是 画 数 的 图 形 ， 也 就 是 它 的 几何 形象 。 再 常 的 图 形 是 象 图 和 中 蝎 
炎 4B 的 一 条 曲 纱 , 在 这 些 条 件 下 方程 y= 了 ie) 本 身 叶 做 曲 嫉 .4B 
例如 , 在 图 3 与 图 4 中 男 出 了 夯 数 。 
y= 土 V1 一 z+ 与 y= 二 二 VV 一] 
(lz| 所 1) (|x| 计 1) 

的 图 形 ; 著者 能 天 出 它们 是 图 周 与 等 朝 双 曲 档 。 在 下 面 几 段 中 广 


mph EE i EF iP EE i EE he em pt 


濞 可 小 到 其 他 许多 而 数 的 图 解 继 的 例子 。 


图 和 4 
图 形 通 币 是 水 上 友 地 描 出 的 ， 在 区 了 竟 计 中 取 一 秒 刘 互相 爷 近 的 
人 的 值 . 按 公 式 y= 了 (zw) 标 出 加 的 竺 个 对 应 值 : 


ct EE 


y=Yi| al | yy; 


下 一 

着 下 在 图 上 描 出 这 些 点 
《21 Yi) 【za 的) Yn). 

通过 这 些 点 用 手 或 几 曲 线 板 作出 曲 钱 ， 省 就 是 所 求 的 图 形 ( 自 然 ， 
这 史 契 近 伯 的 图 形 )。 图 形 的 进程 全 和 顺产 且 所 取 的 点 大 稻 害 其 


摘出 的 曲 粮 就 龟 淮 确 地 代表 这 图 形 。 
必须 注意 , 虽然 画 数 的 儿 合 图 形 总 能 “表示 ”两 数 本 身 , 可 是 这 
个 图 形 并 不 总 是 在 直观 意义 下 的 曲 苯 。 
例如 ， 我 个 来 作画 数 gy= 吾 (z) 的 图 形 。 因 为 在 区 间 …， 
地 
ra 


图 5. 

[一 2, 一 1), [一 0)，[0, 1), [1,2), [2,3),… 内 画 数 保持 常数 
值 … 一 2, 一 1,0, 1 2 …, 所 以 放 的 图 形 是 由 一 柔 列 的 隔离 的 水 平 
楼 段 所 组 成 , 而 且 各 线段 都 仍 少 右边 的 端点 (图 5 外。 中 

20, 以 自然 数 为 变 元 的 函数 ”让 汉 现 在 为 止 , 我 们 只 考察 了 一 
些 变 元 违 纺 变化 的 画 数 的 例子 ， 变 元 的 数值 卉 满 了 整个 的 区 间 。 
我 们 现在 要 调 到 在 根本 上 较 简 单 的 (但 并 非 不 重要 的 ) 变 元 % 的 击 
数 fCn) 的 情形 , 变 元 * 只 取 w 中 一 和 柔 列 自 然 数 值 。 这 种 以 自然 数 
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为 变 元 的 画 数 以 后 糙 起 着 特别 的 作用 。 
”对 于 洲 种 效 数 我 们 往往 不 用 通常 的 丽 数 记号 ， 并 世 写 成 任何 
一 个 具有 下 标的 字母 ,例如 zw， 专 代 赫 着 fa)。 如 时 用 具体 的 
自然 数 ， 例如 1, 28, 518, … 来 代替 这 个 下 标 ( 在 这 里 我 位 理解 它 是 
自 变星 )， 居 1，xos，z51s, … 谣 是 图 数 zw 的 对 应 数值 , 好 位 六 1)， 
f(23), 了 (518),… 就 是 巩 数 fn) 的 数值 一 样 。 

根据 一 般 的 定义 , 画 数 wx 认为 是 已 知 的 ， 只 要 我 们 有 一 个 

省 常 的 情形 是 这 样 ， 即 两 数 x 是 由 一 个 公式 答 出 ， 这 公式 建 
立 了 在 自然 数 变 元 ”上 (与 在 常数 上 ) 所 必须 进行 的 那些 用 来 求 出 
画 数 的 对 应 值 的 解析 运算 。 

例如 : 


交 和 4 一 


2 十 包 . 
Bd dn 一 他 一 log 等 等 . 


可 是 , 在 现在 所 洲 错 的 情形 下 , 协 数 当然 血 可 用 任何 其 他 的 法 
则 痊 定 。 例 如 ,“ 数 % 的 阶 环 
nt =123. + %, 
以 及 表示 2 的 因子 个 数 的 画 数 r(n)， 或 者 下 示 在 1 3,3, ， - ,有 n 
内 所 有 和 与 交互 质 的 数字 个 数 的 而 数 p( ma)。 不 管 答 定 这 些 画 数 购 法 
若 的 特性 如 何 ， 它 们 也 和 公式 一 样 俏 切 地 使 得 能 够 算出 尔 数 的 确 
定数 值 : 
rlD)=4, rl1l2)=6, 7r{0 = 
pl10)=4, pl12)=4, gy(16)=8,.. 
再 一 例子 : 我 们 取 
十 4; 十 .41 1.414; 1.4142;. 
性 为 /2 的 十 进 小 数 近 位 值 ( 指 亏 近似 值 )， 这 些 近似 值 凡 有 合 来 
意 高 的 准确 度 。 知 道 了 根 的 近似 计算 法 ， 我 机 虽然 流 有 这 近 仆 值 
的 一 般 表达 式 , 但 是 我 们 也 可 以 计算 这 一 个 完 至 确定 了 的 困 数 , 它 
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等 对 所 裔 的 根 数 的 近 启 值 ， 达 到 -5 的 准确 度 。 

在 中 学 的 数学 教程 中 夸 者 不 止 一 次 过 见 过 具有 自然 数 附 标 的 
基数。 如 果 钴 定 了 无 穷 的 岂 何 序 现 


， dd, ag’, i 
则 这 序列 的 一 胃 项 是 内 标的 画 娄 
n= ug! 
并 且 序 列 的 % 琪 之 和 是 
gD 


在 定义 贺 周 的 长 度 与 而 的 面积 时 ， 挝 和 党 考察 内 接 于 癌 周 的 正 
多 进 形 , 其 内 接 正 六 过 形 起 将 这 数 乏 况 奶 情 , 旭 得 到 一 系列 的 内 接 
正 条 过 有 形 。 如 果 将 这 种 正 雪 这 有 形 的 过 数 逐 误 棚 傍 章 第 部 次 (和 是 
尾音 的) 莫 这 种 多 边 形 的 这 , 沁 的 边 忆 记 、 周 异 与 面积 全 都 是 自然 
附 标 数 % 的 国 数 。 
21. 历 史 的 附注 “图 数 ” 滤 一 术 若 本 上 身 华 在 146932 年 就 已 出 现 了 于 莱 布 尼 
雍 的 一 著作 中 人 国 , 其 后 被 收 丛 ， 怕 经 利 - 与 约翰 伯 色 利 两 品 妆 鲁 在 垃 及 与 一 曲 
米 的 点 有 联系 的 各 种 禾 厂 的 性 盾 时 应 用 到 了 。1718 年 多 得 伯 努 利 普 灾 输 出 
了 不 受 儿 何 言 义 物 蒜 的 一 数 的 定义 。 机 交 学 生 欧 拉 @ 所 车 的 “ 泡 究 小 量 分 析 
| 广 ”(1748} 灯 科 书 , 闵 整个 一 千 数 学 家 所 学 习 ; 在 这 书 中 辖 载 子 拍 努 利 的 定 
义 , 撞 把 它 生 得 更 精 询 一 些 : 
“ 训 数 的 画 数 是 由 这 个 变 烙 与 一 些 数 日 或 疹 一 些 和 常数 用 任何 方式 租 成 多 
狩 术 表 法 式 ” 轩 。 


包 ” 莱 布 尼 蓝 (1646 一 1716} 这 敌国 著名 的 此 学 家 组 数 学 容 。 他 与 于 板 同 有 人 制 立 
徽 积 分 学 的 动 贰 ( 傅 关 第 十 四 闽 电 历史 概 也 ]。 

国 绪 谷 ' 销 努 利 人 4684 一 1703) 生 的 坦 伯 芍 利 (1667 一 17 哲 ) 出 身 于 数学 史上 闭 
_ 名 的 荷兰 家 许 ! 两 人 部 鞭 承 了 菜 布 尼 路 的 数学 ， 硅 (特别 是 未 喜 伯 轿 利 ) 对 堆积 分 学 的 
侍 扶 坊 炸 很 大 。 

是” 欧 拉 (1707 一 4133) 蚌 来 出 的 数学 家 ; 出 站 是 瑞士 A， 他 在 伐 国 度 过 了 其 六 部 
分 活动 的 年 化, 是 张 得 明 科 学 院 芍 院士 。 

加 ”所 所 的 帝 作 (原本 必用 补丁 次 写 的 ) 第 一 符 有 有 抄 丸 择 本 (1936), 参考 芒 80 页 ， 


一 骤 一 

由 时 可 昂 , 在 这 个 定义 中 图 数 可 以 任意 地 与 产 竺 它 的 解析 表达 式 等 辣 起 
来 。 

除了 " 显 ” 图 数 以 外 , 欧 拉 还 考虑 了 由 未 求 且 解 的 为 积 所 定义 前 “ 隐 ” 醒 
数 。 辣 时 一 一 由 于 获 包 的 著 的 振动 问 是 { 在 第 二 元 中 将 迷 评 地 损 壕 它 } 一 
镍 拉 计 为 在 分 析 上 溪 容 许 的 , 不仅 是 在 区 间 的 不 同 的 部 分 内 由 不 同 的 解析 过 
法 式 所 答 凡 的“ 混 人 台 的 ” 画 数 [ 参 光 第 18 段 ,3"], 基 至 是 由 任意 村 出 的 图 形 所 
确定 的 图 数 。 在 它 的 -微分 学 ?f1755 年 ) 序 否 中 我 们 还 可 见 到 更 一 般 的 虽然 
也 不 够 确 轩 的 定义 

“如 果 幕 些 变量 以 这 样 一 种 方式 依 帧 十 另 一 些 变量 ， 序 当 后 出 这 些 变 重 
变化 时 前 面 那 些 变 基 也 帮 历 变化 ， 则 前面 那 些 变 量 中 伏 后 面 这 些 变量 的 范 
煞 ” 中 

在 儿 - 年 的 期 间 内 国 数 鬼 念 这 个 定义 都 没有 得到 本 持 上 的 发 展 。 拒 对 
应 的 观 使 哗 一 地 作为 这 个 要 会 的 基础 并 列 为 首要 地 位 这 一 件 吉 , 通常 归功 于 
狄 里 希 某 久 。 

1837 年 狱 里 希 药 对 于 弯 基 对 的 一 数 9 葵 册 了 这 样 一 个 定义 (假定 z 取 基 
一 区 有 间 内 的 全 部 数 什 ): 

“如 果 对 应 于 每 一 个 * 有 唯一 的 有 限 的 #…， 刚 攻 遇 做 … 在 这 区 间 内 的 
7 的 而 数 。 这 时 天 二 必 要 限定 4 在 这 申 个 区 闻 认 拨 膨 同一 个 规律 依 蝇 于 名 
贡 愤 不 必 是 用 数学 运算 素 志 法 其 依 球 关 梁 ” 

这 个 定义 ( 虽 短 由 于 作者 的 用 语 而 咯 茂 其 一 般 性 ) 在 数学 分 析 上 起 了 重 
要 的 作用 。 

胃 马 契 夫 斯 此 四 狂 壕 过 这 个 观 企 不 仅 比 较 早 ,而且 是 以 无 雏 损 的 形式 来 
儿 述 的 ， 然 而 这 事 很 久 没 引起 注意 。 男 氏 的 观点 起 初 与 欧 氏 的 相 接近 ， 以 
后 选 部 地 投 商 了 安 ， 罚 乓 在 其 著作 “0D6 edue3aHHH TDHTOEONSTPEYOLE TY 
czpor (1834 年) 中 已 肯定 她 虱 : 

“要 称 一 数 为 + 的 图 数 ， 其 一 般 的 概 仿 要求 对 于 每 一 个 2 这 个 数 是 确定 
的 ,类 及 它 是 与 4+ 一 起 素 汤 变化 攻 的 。 画 娄 的 值 可 以 由 解析 卖 达 式 答 定 ， 或 
者 自 条 件 答 定 (这 个 条 件 提 供 一 种 手段 来 从 全 部 的 煞 中 选取 其 中 一 数 ); 英 或 

[ 

心 ” 密 艺人 能 充 者 本 “和 答 季 学 219 各 车) 第 吕 页 。 

图” 狄 里 希 菜 (1805 一 1859) 是 德国 车 名 的 数学 家 。 

人 罗 出 狠 夫 斯 熙 (1793 一 1856) 是 场 国 的 天 数学 家 , 因 创 立 凑 欧 儿 何 学 而 著名。 


一 各 一 
区 数 佐 业 甘 肝 可 久 存 在 但 依然 前 未 全 的 "各 。 
最 后 我 们 指出 , 习 民 上 用 的 画 数 衣 号 jf(#) 是 欧 拉 的 记号 。 


§ 2。 几 类 最 重要 的 浮 数 


22, 初等 图 数 ”在 这 里 我 们 要 列举 几 类 所 谓 的 初等 夯 数 。 
1 ”有理 整 本 数 与 有 理 分 式 男 数 由 ?的 多 项 式 
= ox 十 十 十 Gn 一 ! 宛 十 in 
(ao ai az … 是 种 数 ) 所 表示 的 画 数 , 对 做 有 理 整 画 数 。 
两 个 这 样 的 多 项 式 之 上 比 
dor FF ar en dn 
bow™ hmm lb bm 


是 有 有理 分 式 画 数 。 它 对 于 的 一 切 什 除了 使 分 王 为 替 那 些 值 以 外 


?一 


py 都 是 确定 的 。 

TI , 例如 ,在 图 6 中 答 册 了 夯 数 
Na I 
St 时 的 图 形 ( 氟 物 厂 ), 而 在 图 7 中 


ES! 答 出 了 面 数 y 一 对 对 于 各 种 不 同 
# 的 a 值 的 图 形 (等 轴 双 曲 粳 )。 


+42 SSS 0 要 殉 玫 所 党 本 区 就 
a NN 
AANIHT AINAKN, 


VL WN 其 中 凡是 任何 的 实 常数 为 
Ht + ee 


A 

二 NNN。 可 数 时 得 到 有 现 而 数 。 当 为 分 
二 招生 计生 天时 得 到 根 式 。 例 各， 发 四 是 让 
DCPIELD py gn 


1 .一 
Wt ye 


y=2", 


中 罗马 架 夫 斯 基 的 全 全 ,省 五 (1951), ( 俄 交 版 ) 第 各 真 。 


OO 


这 羡 数 对 于 yz 的 一 切 值 只 要 名 是 
奇数 就 都 是 有 定 久 的 ， 而 妆 守 是 
人 蛋 煞 时 划 只 有 对 于 之 的 正佳 与 老 
值 才 有 音 六 【在 这 情形 下 我 们 只 
洲 夸 极 的 算 木 值 )。 基 后 ， 如 来 线 
是 无 理 数 ， 我 们 就 预 设 x>>0 《内 
在 pm0 时 才 许 2 一 0)。 

在 图 8 与 图 9 中 和 给 出 了 等 醒 
数 在 各 种 不 同 的 内 值 时 的 图形 。 

3 ”指数 硬 数 ”就 是 形 如 


y= 


是 即 包 A650 
二手 


甘 侣 嘎 由 全 守法 宕 | 


Eh! 小 寺村 
RN 
| 个 NAN 分 十 二 


的 夯 数 , 其 中 & 是 异 于 1 的 正 数 ; > 可 取 任 何 实数 值 。 
在 图 10 中 答 出 了 指数 泵 数 在 各 种 不 同 的 & 值 时 的 图 形 。 


”台数 图 数 ”就 是 形 如 


¢= log 5 外山 
的 画 数 , 其 中 必 和 前 面 一 样 是 正 数 ( 异 于 1);% 只 能 取 正 数值 。 


中 我们 用 log 作为 十 进 对 数 ( 营 用 对 数 ) 的 也 号 :10g z=logro 


一 办 一 


露 10. 
在 图 11 中 座 出 了 这 个 贸 数 在 各 种 不 同 的 4& 值 下 的 图 形 。 
5” 三 角 丁 数 : 
y= Sing y= cost, y=ter, y=cter, 
y= SF, 于 一 上 SCY. 


了 最 重要 的 是 要 永远 起 作 ， 三 角 画 数 的 变 元 如 果 作 为 备 度 看 待 


ET rr ra ar am- LaurLriLat it 一 -rr 一 rr rr 


时 总 起 表 示 角 的 弧度 (假如 洗 有 相 肥 的 声明 )。 对 玉 tgx 与 secx 


a 


需要 除 掉 形 如 {28 十 1) 志 的 值 ， 而 对 于 ctgz 与 csezx 需要 除 掉 形 
如 让 的 值 导 是 整数 )。 

在 图 12 与 图 13 中 给 出 了 画 数 y= sinw(cosw) 量 yy 二 tex (otgz) 
的 图 形 。 正 嘴 的 图 形 通 常 叶 做 正弦 曲线 。 


图 者 

23. 反 阔 数 的 构 念 在 对 论 友 三 外 画 数 以 兰 , 我 们 党 对 反 王 数 
作 一 般 的 设 明 。 

假定 在 某 一 区 域 光 内 和 葵 定 了 责 数 y=fz)， 并 裔 儿 是 这 个 田 
数 当 z 在 区 域 完 的 范 轩 内 变化 时 所 取 的 一 邯 值 的 集合 。 在 实用 上 
病 ' 与 8 通常 都 是 区 癌 。 

在 区 域 多 内 选取 任 一 数值 y= ;于 是 在 区 域 多 内 一 定 能 求 得 
这 样 一 个 数值 x==xo, 使 我 们 的 两 数 恰 好 就 在 xo 处 取得 yo 值 , 即 

fro) = yo; 

这 样 的 数值 zo 可 能 出 现 好 几 个 。 因 此 ， 对 应 于 欠 中 每 一 个 数值 y 
可 有 一 个 或 多 个 xz 的 数值， 这样 就 在 区 域 儿 内 对 应 地 确定 出 单 什 
的 或 多 值 的 画 数 x 一 g( 角 ), 它 就 里 做 图 数 y 二 了 2) 的 反 曾 数 。 

考察 几 个 例子 。 

1. 家 y=& =(a2>1), 其 中 * 在 区 间 膏 = (ee 十 ceo) 内 变化 。 
y 的 数值 布 注 了 区 更 名 = (0, + co)， 持 且 对 应 于 这 区 加 内 的 每 一 
个 护 如 我 们 所 知 [第 ]2 段 在 实 内 有 一 个 确定 的 2z=logag。 在 
这 情形 下 反 画 数 是 单 们 的 。 


一 4 本 ~- 

32， 友之, 对 于 画 数 y= 二 zw 如果 % 在 区 间 统 =( 一 co, 十 cc) 内 
变化 , 则 反 图 数 是 双 秆 的 : 对 应 于 区 网 多 一 10, 十 00) 内 每 一 个 数值 
Y 有 着 光 内 的 西 个 数值 z= 士 V y 。 代 赫 这 种 双 值 而 数 我 们 通常 
分 别 地 考察 页 个 昔 值 本 数 z 一 -FA 3 与 = 一/¥ (双人 秆 两 灶 的 

两 “分 区 ”)。 它们 也 可 以 分 别 算 作 画 数 # 一 2 的 反面 数 ,只 要 乡 定 
多 的 变 域 是 分 别 册 区 地 10, + co) 与 (一 ce 0 限制 的 。 

我 他 注意 ， 按 照 阔 数 y= 了 tx) 的 图 形 ， 容 易 利 断 宛 的 反 画 数 
世 一 终 (的 是 单 值 的 或 者 不 是 单 值 的 。 如 果 人 性 一 条 平行 于 zw 轴 的 并 
线 只 与 这 男 数 的 图 柚 变 于 一 点 , 则 出 弄 第 一 种 情形 。 反 之 , 如 时 这 
样 的 得 楼 中 有 若干 条 与 图 形 相 迹 于 多 个 点 , 则 反 醒 数 就 是 和 多利 的 。 
在 这 种 情形 下 按照 图 形 岂 容易 把 2 的 变化 区 问 分 成 天 个 部 分 ， 使 
得 每 一 部 分 都 与 这 泌 数 的 单 值 “ 分 支 "相对 应 。 例 如， 只要 一 铸 图 
14 中 的 抛物 灵 t 它 是 六 数 y 二 ?的 图 形 )， 旺 然 知道 这 图 数 的 反 西 
数 古 双 和 的， 并 和 且 要 得 色 单 值 的 “分 支 ”" 只 要 分 别 地 考虑 这 抛物 鞠 
的 左边 部 分 与 右边 部 分 , 也 就 是 分 别 地 考 应 2 的 正 秆 与 负 值 ,了 

车 rx=g(y) 是 轴 数 y= 了 (x) 
的 反 罚 数 ， 有 姑 两 机 数 的 图 形 绯 然 重 
合 。 人 但 是 ， 可 以 要 求 反 一 数 的 变 元 
也 用 字母 放 来 下 示 ， 就 是 设 ， 代 赫 
丽 数 x= 红 殷 我 们 来 考察 贡 数 y= 
=9(x)。 这 时 只 要 称 水 平 二 为 y 
轴 , 而 称 第 入 厚 为 了 釉 ; 图形 还 保留 
忆 前 的 。 如 果 和 希望 (新 的 ) x 轴 也 和 
习 懂 上 一 样 是 水 平 的 ， 而 (新 的 ) Y 
图 14. 刘 是 第 焉 的 ， 那 就 需要 把 这 两 珊 移 


名 ”在 后 河 第 再 壬 中 我 们 还 要 乔 曾 反 贺 数 的 存在 性 与 单 值 性 的 问题 。 


一 本 一 
换 位 置 ， 这 也 就 会 改变 原来 图 形 。 要 vy 
微 到 这 一 点 ， 量 简单 的 办 法 是 把 图 中 
的 于 面 wx0y 炎 第 一 象限 角 的 分 角 苛 
旋转 180" (图 15)。 

于 是 , y 一 g(x) 的 图 形 就 可 和 神 为 
zy 一 所 2 的 图 形 关 于 这 分 角楼 的 抠 面 
反射 而 得 到 。 例 如 , 由 图 10 与 图 11 轩 !5 
谋 序 看 由 , 宅 们 就 是 用 这 种 方法 可 以 五 相 得 到 的 图 形 。 同 样 , 根据 
上 泪 理 由 ， 不 难 解释 清楚 在 图 8 与 图 9 中 千 一 图 形 (关于 分 角 团 ) 
的 对 称 性 。 

24. 反 三 角 陪 数 ” 作 为 第 器 段 中 已 叙述 过 的 初等 画 数 关 的 补 
天, 我 们 现在 来 普 有 小 

86” 反 三 角 厢 数 : 


如 一 Aarcainz, y=Arcoomr, y=Aarctex, 


2 一 areotgr, {y= areged， Y= areogox). 

首先 来 群 具 中 第 一 个 。 国 数 g 二 sinz 在 区 加 绕 二 (一 0, 十 00) 
内 是 确定 的 , 并 和 且 它 的 数值 布 注 了 区 间 乡 =[ 一 1, 1] 的 全 部 。 平 行 
于 zz 轴 的 直线 加 与 正 吃 曲 厂 一 一 印 列 数 y= tinx 的 图 形 ( 图 
12) 一 一 相 变 ， 其 区 点 舟 有 无 限 儿 个 ; 换季 话说 , 与 区 间 [一 二 1 中 
每 一 个 9 值 相对 应 ,有 着 无 限 多 个 的 值 。 所 以 反 画 数 , 本 为 

?一 和 To sinyd, 

是 无穷) 多 值 的 。 

通常 只 考虑 这 而 数 对 应 于 z 在 一 并 与 并 之 问 变 化 的 那 一 分 
支 。 和 三 [ 一 1,1j 中 的 每 个 Yy 对 应 的 只 有 这 范围 中 的 一 个 4 值 ; 用 


他 ”我们 在 当初 [第 和 2 展 , 5°] 已 币 重 迭出, 三 骨 阔 数 的 迹 庆 表示 衣 的 弧度 ; 自 
然 , 在 这 里 区 三 角 陋 数 的 信 一 一 部 果 拒 它 休 当 作 负 的 测度 一 一 也 玫 是 用 弧度 表示 的 。 


一 一 


训导 


as 
ul 


} 全 一 are siny 
均 示 它 并 称 它 为 区 正弦 春 数 的 主 值 。 

把 正 汞 曲 敦 绑 第 一 象限 和 角 的 分 和 角 符 
笑 转 来 (图 16)， 我 们 得 测 多 值 醒 数 3 一 
一 Aresint 的 同形 ; 其 主 支 二 37C gin 妈 是 
用 可 嫉 标 出 的 , 主 文 在 = 值 的 区 间 [ —1,1] 
内 是 单 值 地 确定 的 关 且 满足 不 等 式 


-二 所 aTC gn we pe 


这 不 等 式 表 达 出 主 支 在 其 他 各 分 支 中 间 
的 特征 。 
回忆 在 初等 三 角 学 中 ， 如 何 把 具有 已 
知 亚 菠 的 和 角 的 全 部 数值 用 其 中 一 个 数值 玫 
鞍 用 来 ， 就 不 浴 把 给 出 反正 落 醒 数 公 部 数 
值 的 公式 写 出 如 下 : 
Aro sin w= arc sing+ Er 
必 或 者 {28 1) — aro sing, 
(k=0, 十 卫士 2 
类 位 的 计 诡 了 匣 可 应 用 于 隔 数 y= cosw 
(一 oT 所 十 09). 在 这 里 反 画 数 
4 一 有 Te ecoas 必 【一 TY 
留 后， 是 (无 穹 ) 雪 值 的 (大 关 畏 12)。 要 分 出 它 
的 单 值 的 分 支 ， 可 芥 它 一 个 笨 忻 
i Us PC COBY TT; 
这 是 反 余 用 支 图 数 的 主 支 。 
酌 数 arc cos ww 与 arc sinz 间 有 了 明显 的 关系 式 . 


mt Th hh re EE eile mish wp a pp a 


ee 


条 - 
TCD 人 六 一 全 一 QTPG Bi 


事实 上 ， 不 仅 是 角 ( 于 一 are sinz ) 的 余 时 等 于 gin(are sinx) 一 省 ， 
而 且 这 和 角 的 本 身 也 包 舍 在 0 与 7 之 间 。Arc coszx 的 其 余 诸 条 可 由 
其 主 值 借 公式 


图 17. 


Aro oosw — Qk7-tarc cos 
二 0 上], 上 2,……) 
喜 术 出 来 。 
十 数 y 一 tgx 对 于 z 的 至 部 数值 ,除了 


一 一 
2= C26+ DD 地 (E=0, +1, +2,.…) 
计数 慎 以 外 都 里 确定 的 。 在 这 里 #¥ 的 数值 布 满 了 区 间 ( 一 oo 
十 59), 天 且 对 应 于 每 一 个 区 仍 有 无 限 多 个 汉 的 值 ( 委 项 图 13)。 所 
凤 粹 定 在 区 漳 ( 一 00, 十 co) 内 的 反面 数 + 二 Arc ty 是 (无 穷 ) 多 值 
的 。 在 图 17 上 夯 册 了 国 数 y= Arctgz 的 图 形 , 它 是 把 加 数 9 一 tez 
的 图 形 科 第 一 从 限 和 角 的 分 骨 如 旋转 180” 而 得 到 的 。 我 们 取 这 多 
值 五 数 满足 不 等 式 z 
-< BTO tz 
的 数值 作为 反正 切 醒 数 arc tex 的 主 值 。 
于 是 单 值 画 数 一 一 反 正切 尔 数 的 主 支 对 于 z 的 一 切 值 都 是 确 
定 的 。 容 易 证 明 反 正切 灿 数 的 其 余 庄 值 可 由 下 公式 求 得 : 
Areter= reotezi+ Er (R=0, 上 1, 十 有 
不 难 在 落 数 arc tgx 与 arc sinz 之 阅 建立 直接 的 联系 : 


arotgz= aro Bin 或 arcsinz 一 arct gs 


一 和 十} 1 


te 


司 反 ， 才 介 0==arc tgx， 因 而 启 & 一 #，， 剧 sina Ti 


用, 并 县 因为 -他 <a< 字 模式 前 应 取 正 号 ;由 此 推 得 


= SPO Ein J 
我 们 再 许 到 历数 Arc ctgx( 一 oo<w< 十 co) 它 的 主 值 由 不 等 
式 


Oarccter<nm 
确定 , 井 且 与 arc tez 有 如 下 的 关系 


TT 
Arocotez = 可 — retew, 


反 余 切 画 数 的 其 余 的 数值 可 吉成 下 形 ， 


一 要 二 
Arc oter=are otart Er (K=O +1, 寺中 
我 们 不 再 讲 茵 数 are scx( 一 oo<x 守 一 1] 扩 1 所 之 十 o0) 以 
及 arc csex( 同 是 那 两 个 变化 区 间 ), 诗 读 者 自己 去 钙 完 它们 。 
25. 阔 数 的 进言 ， 烙 束 语 我 们 来 介 如 画 数 的 达 竺 这 个 概念 ， 
那 禹 是 要 用 ( 劳 一 个 变 元 的 ) 另 一 个 曾 数 来 代替 已 知 男 数 的 变 元 。 
例如 ， 画 数 Yy= sinz 与 2 一 logy 的 渤 填 葵 出 丽 数 z= log sinxi 园 
样 双 能 得 到 泵 数 


wl1—ai, arctg 二 , 等 等 ， 


一 般 情形 ， 恨 定 丽 数 z 一 ply) 在 革 一 区 域 多 = {w} 中 是 确定 
的 ， 而 贾 数 y 一 所) 对 于 区 域 光 = {z 中 的 二 是 确定 的 ， 并 且 下 的 
全 部 值 包 含 在 区 域 儿 中 。 于 是 我 们 说 ， 变 量 : 通过 9 而 成 为 的 


和 


z=p(f (x)). 

央 照 名 内 答 定 的 z 首先 (按照 记 导 了 所 表征 的 法 唱 ) 求 出 多 内 对 应 
于 它 的 g 值 ， 然 后 再 (按照 训 号 ?所 考 征 的 法 剧 ) 确 定 对 应 于 这 个 
y 值 的 : 值 ; 它 就 是 与 所 选 的 了 值 对 应 的 > 值 。 所 得 的 函数 的 画 
数 或 复 含 画 数 就 是 讽 数 fx) 与 p(y) 迭 秆 的 千 果 。 

醋 数 2z) 的 值 不 超出 画 数 p( 轨 的 定义 域 必 的 范围 这 一 假发， 
是 极为 重要 的 ; 如 果 没 有 这 假设 ,就 会 得 出 诊 论 。 例如 ,分 2= log y 
而 y= sinw, 我 们 就 只 能 考察 使 simz>0 的 那 种 的 值 , 否 删 表 达 
式 log sin 就 会 没有 音义 。 

我 们 和 需 为 在 这 里 着 重 指 出 下 面 一 事 是 有 答 处 的 : 作为 复合 责 
数 看 待 的 画 数 ， 它 的 特征 与 z 依 顿 于 zx 这 一 丽 数 关系 的 本 身 没有 
联系 , 而 只 与 这 个 关系 的 表示 方法 有 联系 。 例 如 , 暇 *= TI 太 当 


y 在 [ 一 1, 1] 内 , 而 y= sinz 当 z 在 | -于 ， 工 | 内 , 于 基 


2 一 AT 一 Binaw = Cogw., 


一 50- 
在 这 里 画 数 cosx 是 按 复 合 画 数 的 形式 出 现 的 。 

完全 漠 清 楚 了 疼 数 的 兴 秆 概念 以 后 ， 我 们 现在 可 确切 地 膏 氏 
在 分 析 上 所 研究 的 那些 画 数 中 最 简单 的 几 类 : 首先 就 是 前 面 所 列 
举 的 初等 画 数 二 一 6 ， 其 次 是 由 这 些 画 数 利用 算术 四 则 运算 与 运 
用 有 限 多 实 选 喃 方法 所 得 到 的 槛 数 。 我 们 称 这 种 函数 是 有 限 形式 
的 初等 丽 数 ; 有 时 也 同样 地 称 写 们 为 初等 画 数 。 

以 后 , 掌握 了 更 复 架 的 解析 本 有 具 (无 穷 级 数 、 积 分 ) 时 , 我 们 还 
要 介 示 在 分 析 . 上 网 衬 起 重要 作用 的 其 他 一 些 画 数 ， 不 过 息 们 已 超 
出 了 初等 末 数 的 范 轩 。 


第 三 章 “极限 论 


§ 1. 函数 的 极限 


26. 历史 的 只 明和 极 蛤 这 个 概念 现在 眉 让 涛 整个 的 数学 分 析 ， 和 并 且 在 数 
学 的 其 他 饰 域 中 也 起 着 重要 的 作用 。 可 是 这 个 策 金 (这 者 将 在 第 十 四 章 中 团 
到 ) 却 不 是 在 微 积分 学 产生 时 就 已 成 为 签 积分 学 的 基础 的 。 极 队 构 念 的 定义 
首次 咏 现 十 华 利 斯 人 @ 的 "无 穷 晤 的 算术 ”中 (1655) 实际 上 这 个 定义 和 后 面 
第 88 成 中 手 述 的 定义 是 一 样 的 形式 。 千 里 在 鞠 名 的 "自然 藻 学 的 数学 原理 ” 
(1686 一 1687) 中 发 表 了 其 塘 初 比 与 最 后 雍 ( 或 和 激 ) 的 方法 , 其 中 可 置 到 极限 
理 葵 的 朝 蒜 。 人 可 是 在 十 故 世 规 的 天 数学 家 中 议事 洗 有 想到 用 极限 概念 来 诊 
讨 新 的 计算 方法 以 及 用 极 也 概 多 来 回答 新 计算 法 所 受到 的 正确 尼 评 四 。 就 
这 一 点 来 说 , 欧 拉 的 区 点 是 特 寺 的 ,他 在 “微分 学 ”(1755) 这 本 书 的 序 童 中 明 
白地 说 到 了 极限 , 可 是 在 全 书 中 没有 一 处 用 过 这 个 概 例 : 

如 丁 国 的 “代数 分 析 ”{1831) 以 及 届 后 来 的 北欧 作 是 上 述 疝 是 的 醒 折 点 ， 
在 这 些 著作 中 极 耻 理 葵 首 区 有 了 发 展 , 并 成 了 哥 阿 严格 地 构成 整个 数学 分 析 
的 节 力 工具 。 枉 西 的 论点 企 园 扫 除 在 他 以 前 掩盖 分 析 学 原理 的 福 秘 障碍 他 
的 匾 点 得 冯 了 普 温 的 承 相 。 

可 是 , 其 他 的 学 阁 也 应 分 村 哥 沿 的 功 精 , 特别 是 波 尔 察 请 , 波 氏 在 许多 方 
面 的 工作 不 仅 想 在 哥 西 之 前 , 而 且 也 起 在 后 来 诺 烙 学 案 之 前 。 沈 些 工作 省 有 
得 到 摸 广 , 而 且 只 在 儿 十 年 久 后 冰 越 后 起。 

“27. 数 的 序列 ”我们 人 只 最 和 前 单 的 特殊 的 (其 盏 是 在 中 学 数 程 中 


已 知道 的 ) 情 形 开始 ， 也 就 是 从 以 自然 数 为 变 元 的 西数 x 的 极限 


开始 , 来 建立 分 析 学 中 的 极限 基本 颖 您 。 我 们 村 全 通 ， 吕 加 复 瑟 的 
情形 原 划 上 可 化 为 这 各 情形 。 


人 由” 华 利 斯 1 人 1 一 1703) 是 于 国 的 数学 家 。 
人 志 ”关于 这 一 点 的 群 彰 禅 形 可 参考 第 赴 四 疮 。 
地 ”机 西 417 名 一 1857) 是 法 国 著 关 的 分 析 学 家 。 


蓝 变 元 交 取 自然 芍 的 序列 

人 (1) 
中 全 部 数值 , 我 们 假定 这 序列 的 项 是 恢 由 小 到 大 的 嘎 涯 括 烈 的, 较 
大 的 数 w 在 较 小 的 数 % 的 后 面 ， 较 小 的 数 *” 在 较 大 的 数 # 的 前 
面 
如 果 和 其 定 了 画 数 加， 则 它 的 变 元 或 者 附 标 世 可 已 当 作 变量 的 
对 应 值 的 序号 。 于 是 “是 它 的 第 一 个 值 , x 是 第 二 个 值 ,xs 是 第 三 
个 值 ， 等 等 。 我 们 以 后 着 很 定 这 些 娄 侍 的 集合 全 象 白 然 数 的 序 


El 


FE 


Vi To Wy Hn Rn (2) 
的 形式 排 刘 的 DD。 当 加 >>% 时 , 数值 zw 在 sr 的 后 面 (x 在 oor 的 
前 面 ) 面 不 险 数 信 rw 本 身 大 于 、 小 于 或 者 等 于 en。 
例如 , 若 由 下 列 公 式 之 一 来 给 定 画 数 zx: 
1 十 【一 二 


-一 pl . 
za 一 二 wn 一 《一 二 ) Tr 


则 对 应 的 数列 为 : 


» 0 


1， 1 
5 昭 
1,—1 
总 性 
1 
3 


e 


| 
| 
| 
a 
| 
-rl 中 | 一 mh 
" 和 


中 ] 上 

在 第 一 种 情形 下 我 们 只 得 至 第 量 : 宅 所 到 的 数值 的 “集合 ” 民 合 一 
全 元 素 1, 在 第 二 种 情形 下 这 个 集合 是 由 zw 次 错 取 得 的 两 个 数值 
1 与 一 1 所 各 成 。 最 后 ， 在 第 三 种 情形 下 田 数 x 所 取得 的 从 种 数 
值 租 成 一 雹 穷 集 合 ， 但 这 并 不 妨碍 这 个 画 数 每 隔 一 次 到 一 个 等 
于 雾 的 数值 。 因 此 , 作为 变量 来 看 , 函数 wo 的 变 域 党 与 序 刘 (2) 本 


名” 辐 样 地 可 以 访 刊 直线 上 的 点 序列 或 任何 也 有 名 然 数 附 称 的 其 他 对 莹 的 序 剂 ， 


一 5 一 

质 上 是 彼此 不 同 的 。 第 一 个 不 同 塌方 是 : 在 集合 和 中 人 竹 一 个 元 素 
出 现 一 次 ， 而 在 序列 (2) 中 同一 个 元 过 可 重复 儿 次 (大 至 无 穷 多 
次 )。 第 二 个 不 同 地 方 一 -也 是 本 盾 上 不 同 的 地 方 一 在于: 集合 
这 是 “无 定形 的 ”, 没有 次 序 , 而 对 于 序列 (2) 中 的 元 素来 说 , 则 规定 
“记载 序列 的 惯用 方法 [参天 (2)] 好 象 预 定 了 序列 中 元 素 的 安 
阅 的 位 年 。 可 是 这 种 记载 法 只 是 为 了 便利 , 而 与 问题 的 本 慎 无 关 。 
. 如 果 我 们 将 来 说 , 变量 “ 猎 过 ”这样 的 一 序列 的 数值 , 则 读者 可 能 会 
产生 变量 在 相 悉 各 时 列 纸 过 其 数值 的 时 间 观 念 ， 可 是 事实 上 这 却 
与 时 间 完 全 无 关 。 不 过 为 了 傍 啤 谣 庄 方便 ， 我 们 有 时 也 用 如 下 的 
一 些 说 法 : 变量 的 “很 远 的 ”数值 ， 安 化 从 基 一 位 全 "或 菜 到 
开始 , 等 等 。 

28. 序列 的 极限 定义 “将 变量 x 的 数值 依 其 序号 增 大 的 次 
序 排列 ， 导致 对 这 些 数值 的 序列 (9) 的 考察 ， 这 也 就 使 得 我 们 易于 
了 解 , 当 % 无 限 地 甫 加 时 变量 x 允 近 于 极限 « 的 “过 程 ”。 

如 时 x 的 数值 从 某 一 位 置 开始 ( 岂 就 是 对 于 一 切 足够 大 的 序 
号 %”) 可 以 与 党 数 号 相差 任意 小 , 则 沉 数 “叫做 变量 x4 的 极限 。 

极限 的 本 慎 已 由 此 鲜明 地 志 达 出 来 ， 可 是 什么 是 “任意 小 ”与 
作 么 是 “足够 大 ”, 还 需要 明确 襄 明 ; 

老 允 于 处 一 个 下 不 洽 它 怎样 小 ， 恒 在 在 这 样 一 个 上 号 


a rr 
Te CE 一 sr 


rt 一 rar er rrartararirr ar 一 


leal<s (3) 
则 数 e 叫做 变量 x 的 极限 。& 是 变 基 ww 的 极限 这 个 事实 , 让 成 : 
limz, = 


(im 是 拉丁 字 limos 的 简写 ， 就 是 "极限 ”的 意思 )。 我 们 也 说 ， 变 
量 娑 向 于 ,并 号 成 


wnt 


一 日 和 一 - 

不 等 式 (3), 其 中 8 是 任意 的 , 就 是 可 使 x 与 49“ 相差 任意 小 ” 
这 一 断 语 的 确切 记 法 , 而 序 叶 人 恰好 就 指出 这 个 “位 置 ” 从 宪 开始 
不 等 式 (3) 成 立 , 于 是 所 有 %> 思 的 序号 就 都 是 “足够 大 ”的 了 。 

重要 的 是 要 了 解 : 序号 丸 一 般 说 来 不 能 一 次 指定 就 永 不 变化 ; 
它 依 顿 于 所 选取 的 数 es。 为 要 着 重 指 出 这 一 点 , 我 们 有 时 写 NW, 以 
代替 召 。 当 s 减 小 时 , 对 应 的 序号 = We 一 般 襄 来 就 要 增 大 : 要 - 
”起 变量 wa 的 数值 与 4 接近 的 程度 您- 天， 就 必须 在 序 烈 (2) 中 洲 讶 ， 
它 的 “ 辣 远 的 "数值 。 

例外 的 一 种 情形 ， 是 变量 za 的 休 部 数值 都 等 于 常数 ao。 显 
然 ， 这 时 a= limz。， 可 是 这 时 对 于 任何 的 s>>0 以 及 xn 的 一 团 数 
值 , 不 等 式 (3) 同 时 能 够 成 立 @。 

我 们 已 知道 [第 8 段 ] 不 等 式 (3) 与 下 面 等 价 : 

一 站 一 

或 者 8 (4) 
这 是 我 们 以 后 常 要 用 到 的 不 等 式 。 

以 a 点 为 中 尾 的 开 区 间 (a 一 sa 二 es) 时 做 这 点 的 邻 域 。 因 此 ， 
不 给 4 点 的 邻 城 取得 怎样 小 ,zn 的 全 部 数值 从 其 中 某 一 个 起 应 说 
落 在 这 领域 肉 ( 因 而 在 这 领域 外 只 能 有 有 限 多 个 这 种 数值 )。 如 果 


， 
EE 人 
图 1& 


把 数 « 与 变量 zw 的 各 个 数值 用 数 轴 上 的 点 表示 [第 18 段 ] (图 
18), 旭 直 示 数 4 的 点 好 似 雪 示 xs 的 数值 的 点 的 疾 集 中 心 。 
29. 无 穷 小 最 。 当 变 晤 各 向 于 适 时 : em 一 0 的 这 种 情形 ， 是 什 


邮 对 于 基数 慎 久 时 一 位 胃 由 都 等 于 点 的 那 种 亚 量 zm 有 与 此 类 黄 前 情 计 。 


一 外 一 

得 特别 注意 的 。 

以 零 为 极 虐 的 变 最 时 做 无 穷 小 量 ， 或 简称 无 券 小。 

如 果 在 > 的 极限 定义 [第 28 段 ] 中 分 = 0, 则 不 等 式 (3) 成 下 
面 的 形状 : 

Iixn—0|= |zr | < (Wn >N,). 

因此 ， 工 面 答 出 的 无 敌 小 的 定义 可 专 不 用 术语 “极限 而 更 详 市 地 
起 可 下: 

车 对 于 足够 大 的 序号 , 变量 wa 的 移 对 值 可 变 得 小 于 并 保持 小 
于 驯 答 的 任意 小 数 s>0 期 它 时 做 无 穷 小 。 

(在 历史 上 形成 起 来 的 ) 不 十 分 恰当 的 术语 “无 穷 小 ” 量 ， 项 刻 
不 要 引 赴 让 者 的 误解 : 这 个 其 所 芭 的 任何 一 个 个 别 的 数值 , 只 要 它 
不 是 雳 . 就 不 能 断定 是 “很 小 的 "。 间 题 的 实质 在 于 ,无穷 小 量 是 变 
革 D,， 它 仅 在 自己 的 变化 过 程 中 最 后 能 够 变 到 小 于 任意 选取 的 
数 &。 

如 果 回 到 以 & 为 极限 的 变量 zw 的 一 般 情 形 , 旭 变 量 与 其 极限 
的 差 

了 一 六 一 将 
显然 是 无 穷 小 : 四 为 由 (8), 有 
[lan | 一 [oo 一 四 | 一 (Wn WN,). 

反之 ， 如 果 on 是 无 究 小 , 刚 xs 一 aa。 这 就 使 我 们 推 得 下 面 的 
车 瑜 : 

变量 zw 过 常数 & 为 其 极限 的 必要 是 充分 条 件 , 是 它们 的 差 数 
Qn 一 nr 一 4 为 形 安 小 征 。 四 

因此 ， 甘 于 极限 概念 岂可 以 答 出 另 一 个 (与 昌 定 区 锋 价 的 ) 
定义 : 


由 内 撞 当 它 昼 笑 于 办 的 那 种 无 起 的 情形 。 


一 56. 一 


常数 4 吗 做 变量 wm 的 极限 , 只 要 已 个 的 产 是 无 穹 小 量 。 
自然 , 如 果 从 这 个 极限 的 定义 出 发 , 则 对 于 无 那 小 最 就 必须 应 


用 王 面 引进 的 第 二 个 定义 。 理 则 便 会 得 到 循环 推理 : 极限 由 无 究 
小 量 来 定义 , 而 无 适 小 量 叉 由 和 极限 来 定义 1 


因此 ,者 变 量 zw 一 %, 剧 它 可 以 表 成 


守 t 二 妆 十 习 n， 


其 中 ow 是 无 穷 小 量 。 反 之 , 若 变量 共有 这 种 表示 式 ， 旭 它 就 有 极 


限 a。 在 实用 .E 常 利用 这 个 式 子 来 确定 变量 的 极限 。 
80. 例 “ 芋 考 察 变 基 


pL, el, 1-0. 
全 加 
上 己 它 们 相对 应 的 数列 是 ; 
1 1 工 1 
日 号， FE 生 和 
1 1 1 
了 a 9 可 ~ 
l,， 一 卫 ， 


过 三 个 变量 都 是 无穷 小 基 ， 就 是 都 以 穷 为 其 极限 。 闫 际 上 ， 要 想 对 于 这 
= 个 变量 有 


1 
ben | = 


就 只 要 m> 王 。 因 琵 , 我 们 可 以 反比 


二 小 的 最 大 整数 , 朗 本 (= ) 四 当 作 Re. 
我 们 注意 , 第 一 个 变量 总 大 于 它 的 极限 零 ;第 二 个 总 小 于 支 ;第 三 个 划 内 
沪 地 时 而 大 于 堆 , 时 而 小 于 党 。 

2) 基 合 


s+ 
如 
则 变 基 通过 这 样 的 一 列 萄 什 : 


也。 和民 第 17 用 


= 一 7 


9 工 


3 全 D1 本， 


在 这 情形 下 也有 zw 一 0, 因为 当 wa> 二 时 
[wr | i 
3 
、 和 
所 以 可 皮 碾 二 ) 为 We。 


在 这 里 我 们 过 到 变量 的 希奇 的 性 质变 好 依次 地 时 而 接近 于 其 极限 0， 
时 出 又 离开 它 。 
3) 现 在 坊 
1+{—1)". 


Tr 


在 第 名 眉 中 我 从 已 风 到 它 。 在 这 里 也 是 加 一 四 因为 要 
[nl 三 二 一 Ey 
2t 


就 内 要 NN: = 二 本 (二 ) 


我 们 注 得, 对 于 "的 一 切 奇数 值 变量 邦 等 于 它 的 极限 。 

这 些 简单 的 例子 是 很 有 趣 的 , 它们 才 征 出 了 前 面 所 于 的 极限 定义 中 各 种 
各 样 的 可 能 性 。 变 量 的 数位 是 天 都 在 它 的 极限 的 一 方 , 这 是 不 关 紧 到 的 ; 变 
景 是 否 一 步 一 步 地 接近 于 它 的 极限 , 这 也 是 不 关 紧要 的 ;最 后 ,变量 是 否 能 达 
到 它 的 极限 ， 也 床 是 说 ,是 否 能 取得 等 于 它 的 极限 的 数值 ， 这 仍 是 不 关 紧 要 
的 。 重 要 的 只 在 于 定 义 中 所 说 的 ; 变 最 与 其 极限 的 差 禾 归 要 任意 小 , 也 就 是 
对 于 所 有 项 数 足够 远 的 数值 这 个 差 豆 任 意 小 。 

4) 用 公式 


来 定义 变量 2 我 们 可 本 了 朋 如 一 二 
如 漆 利 用 第 11 履 中 不 和 主 式 司 )， 出 可 以 写成 : 
len ll 0 —1< -ls 只 要 or Ne=B(2) 
但 也 可 用 另 灶 方法 来 证 明 。 不 等 式 
lx —1| -art—l<e 


等 价 于 


一 5 和 -一 


1 1 
ne {1+e} 或 Hg (lt ey 


因 寺 , 当 n> 入 ， = 本- 站 二 可 ) 时 它 就 成 立 。 

由于 所 秆 的 喻 十 方法 不 同 ， 我 们 就 得 到 不 同 的 ,的 表达 式 。 例 如 ， 当 
a=10，e 一 0.01 时 我 个 按 第 一 种 方法 得 到 Ne.o = TiT=900, 而 按 第 二 种 方 

法 得 到 No 一 (02 一 ) =231。 按 第 一 种 方法 我 朵 得 到 了 No 的 一 


如 可 能 的 数值 中 的 壤 小 考 , 因为 10 束 =1.010017… 与 工 的 差 已 大 也 
去 二 0.0T。 在 一 般 情 形 下 也 是 如 此 。 

”我 们 注意 , 如 果 只 在 半天 极限 的 存在 亲 题 , 我 们 就 可 以 不 管 的 最 小 的 
可 能 数值 。 不 禾 式 (3) 的 成 立 是 旗 南 机 保 雍 的 ， 圣 于 它 的 成 立 是 从 远 些 的 焉 
考生 些 的 节奏 和 天 站 , 邦 是 可 以 不 管 的 。 

后 ) 重 机 的 一 个 无 既 小 基 的 例子 是 
on 二 9"， 其 中 19| < 一 圭 
村 证 有 明 om 一品 我 从 考察 不 等 式 
lal= lel"<e; 
它 等 价 于 : 
loge 
jg [> 


路, log ql 二 logs 或 44 记 


因此 , 敬 想 识 { 设 1]) 


N=E( pail) 


期 当 %>Ns 时 下 带 不 等 式 一 定 成 站。 
同样 不 难 荐 实 变 量 
Bn= Ag" 
也 是 无 穷 小 , 其 中 19| 二 1, 而 4 是 常数 。 
6 其次, 洪 虚 无穷 的 剖 瞩 几何 序 刚 
a qd gy agr ly (Clgl<1Y 
并 提 册 关于 它 的 和 的 定义 癌 皮 。 


六 说 肢 注 凑 到 ; 19 | 三 1 与 log13| 过时 所 友 在 用 这 数 除 矿 等 式 的 两 端 时 , 术 等 导 
点 蔽 省 戌 柱 反 的 向 。 


一 的 一 
所 中 无 窗 序 列 的 和 , 大 家 知道 , 自然 是 它 的 首 # 项 之 和 sn 当 % 起 限 增 加 
时 的 盘 限 。 已 
说 — a i 性 本 


Ig 19 1—g'd’ 
他 


可 见 变 项 s。 -与 常数 了 一 一 0 相关 之 最 w= 这 > 了 2， 就 是 我 们 刚才 已 看 到 的 一 个 
无 穷 小 芒 。 因 此 ， 包机 要 的 第 三 个 定义 ,所 了 的 了 列 的 和 为 


如 三 


s= lims = 一 
"TI 
31. 无 劳 大 业 无 雳 大 量 (简称 无 穷 大 ) 在 其 种 意义 下 是 与 天 
擂 小 莉 相 对 半 的 。 
者 变量 #5 的 艳 对 值 , 对 于 是 够 大 的 值 ， 可 上 忆 变 得 着 日 怪 持 


大 于 和 任意 项 定 大 的 数 卫 >0， 
i PE (n> Ne), 

象 在 无 穷 沾 的 情形 一 样 , 在 这 里 也 应 着 和 二 指出 , 无 券 大 量 所 取 
的 枉 何 一 个 个 别 的 数值 都 不 能 当 作 “很 大 的 " 量 看 待 , 我 们 在 这 里 ， 
所 就 到 的 是 变 的 最 ， 尼 只 在 自己 的 变化 过 程 中 最 后 才能 够 变 到 大 
于 枉 意 取 定 的 数 卫 。 

变量 

一 戎 下 一 一季， 有一 《一 了 

都 是 无 禾 天 的 例子 , 它 州 通过 自然 数 序 列 , 不 过 第 一 个 总 带 正 号 , 第 二 个 总 带 
外 号 , 第 三 个 的 符号 即 是 正 负 相间 罗 。 

还 有 一 个 无 将 大 量 的 例子 : 

fan 一般 ， 当 | |>1. 
事实 上 , 不 答 下 >4 是 怎样 的 数 , 不 等 式 
下 


总 能 成 六, 只 要 
lox FE 


iogiglq， 


og [型 | 盖 log 也 或 n> 


中 因为 | 和 昌 | > 二 所 已 10g181>0. 


一 是 0 一 
国 目 b, 可 以 取 数 


log 了 有 ) 
log [| 

当 作 NE 

特 贡 重要 的 是 当 无 劣 大 量 x (至 少 对 于 所 有 足够 大 的 %) 避 榜 
营 一 迭 的 符号 (十 或 一) 的 那 种 情形 ; 这 时 , 依 符号 为 正 或 为 贸 我 个 
称 变量 ** 有 极限 十 2 或 一 50, 也 祝 它 赵 向 于 十 吕 或 一 0; 村 且 写 
必 

limws = 十 co， zn 二 0 或 limiwn 一 一 cs， 一 一 
就 这 两 种 情形 言 , 可 以 看 情 形 怎 样 , 用 不 等 式 
Tn 关羽 或 人 < 所 一 让 

来 代 栖 不 等 式 |zz| 一 卫 以 作为 每 种 光盘 大 基 的 单独 的 定义 ， 由 班 
就 可 推 得 分 别 节 有 xs 一 0 或 zx,<<0. 

显然 , 在 一 般 情形 下 无 宠 大 量 zn 是 由 关系 |wn| 一 十 co 来 焉 征 
的 。 

在 访 面 所 举 的 无 券 大 其 的 例 和 中, 显然、 变量 z=n 趋向 于 十 oo， 变 最 

二 一 及 趋向 于 一 2。 菜 于 第 三 个 变量 2, = (一 JJ， 了 划 醋 不 能 部 它 超 阶 

于 十 ,也 不 能 座 它 起 向 于 一 co。 

最 后 , 说 到 变量 z= 只 有 当 虹 二 1 时 才能 府 它 赵 遍 于 十 =e; 当 
日 呈 一 1 时 它 易 椒 赵 向 十 w 腕 不 樟 向 一 到 外， 

在 第 6 段 中 我 们 已 遇 电 过 “广义 的 数 ” 士 cc, 必须 遍 件 , 它们 的 
应 用 假定 完 侈 有 意义 的 ， 村 有 日 对 这 些 数 进行 算术 运算 时 要 小 必 。 
我 们 常 把 十 co 简写 为 ce。 

莽 后 ， 我 全 叙述 一 - F 在 无 穷 天 时 与 无 穷 小 量 之 问 存在 着 的 基 
单 联 条 


山 原 书 作 " 避 没有 和 极限” 一 有 者 注 。 


取 尾 意 数 *>0. 按 无 穷 大 的 定义 , 对 于 数 卫 = 二 可 找到 这 样 
的 序数 ,使 得 
内 要 nw 一 久 就 有 |zxx1 > 二 。 


于 是 对 于 这 种 数值 w% 显然 就 有 


[om | < 一 8， 
这 就 证 明了 我 们 的 命题 。 
同样 也 可 鼎 诈 明 赣 命题: 
荐 变量 e。( 不 会 变 成 夫 的 ) 是 无 穴 小 , 则 它 的 倒数 2, 一 地 就是 


32， 函数 的 极限 定义 ” 考 蝶 数 的 集合 从 一 {x}。 车 在 点 & 的 任 
何 邻 域 (a 一 54 十 引 ) 办 [第 中 记 ] 售 有 红 中 异 于 4 的 z 的 数值 ， 旭 
点 口 吧 做 这 集合 的 聚 点 。 这 时 讼 点 本 身 可 属于 稳 或 不 属于 纪 。 例 
加， 如果 顷 =[a,51 或 避 二 (aq,5]， 旭 在 两 种 请 况 下 a 都 是 移 的 绢 
点 , 但 在 第 一 情况 下 a 属于 比 ,而 在 第 二 情况 下 则 不 属于 统 。 

在 4 是 这 的 聚 点 的 假 族 下 ， 可 以 从 说 中 取出 一 一 旦 可 有 由 无 禾 
多 种 方法 取出 一 各 异 于 & 的 z 的 数值 , 作成 这 样 一 个 序列 

gis Ras Re es ns | (2) 

使 得 它 以 4 为 其 极限 。 季 实 . 上 ， 芥 定 一 收 雍 于 堵 的 正 数 序列 55， 
出 在 点 a 的 每 个 邻 域 (2 一 34, a 十 8。) (% 一 1 2,3,…) 内 都 可 找到 纶 
中 异 于 & 的 一 虚 x 一 ww; 因为 2 一 0 时 [zn 一 | 之 Bn 
所 以 2 

现在 设 在 以 4 为 其 一 聚 点 的 区 域 作 中 答 定 了 某 一 国 数 了 (2)。 
这 而 数 尖 = 允 近 于 4 时 的 性 态 是 值得 注意 的 。 如 果 不 窒 自 变量 
通过 怎样 的 一 个 以 4% 为 极限 的 并 且 是 从 统 中 取出 的 序列 (2), 对 应 
的 晴 数 值 序列 
Flr), Flra), Ce rs, fs) (5) 


一 62 
总 有 极限 4 划 称 画 数 了 2) 当 x 趋向 于 < 时 (或 在 点 4 处 ) 有 极限 
4 (有 限 的 或 志 穷 的 )。 我 们 把 这 一 事实 记 成 : 
limf(x)= 4 (6) 
或 者 
wg 时 f(z) 4. 《了 ) 
现在 假定 集合 光 = 《中 含有 任意 大 的 正 数 值 必 这 时 我 们 襄 ， 
二 co 是 这 集合 的 一 个 聚 点 。 如 果 把 区 间 (A,+ co) 理解 为 点 十 o0 
的 领域 , 则 所 作 的 假定 也 可 表 墟 成 这 禅 的 形式 : 在 点 + cc 的 每 个 令 
域内 应 含有 集合 光 内 的 数 。 
若 这 很 定 成 立 ， 则 从 多 中 可 以 分 出 一 个 具有 极限 十 ce 的 序列 
(2 来 。 实 际 上 , 取 任 一 个 欧 向 于 十 co 的 正 的 变量 序列 An, 其 对 于 
每 一 个 Art 一生 2 3, …), 我 们 在 稍 中 可 找到 一 个 数值 xs>>Anw; 显 
然 ,fn 一 十 ceo 
在 +co 是 络 的 一 个 聚 点 的 假 贡 下 ， 我 们 来 考虑 在 这 区 域内 所 
定义 的 画 数 A(x)。 对 于 这 个 责 数 可 以 建立 当 x 一 十 oo 时 的 极限 概 
念 YY 


Pm 


ft) =4 

这 完全 和 前 面 一 样 , 只 要 把 & 换 成 十 cm， 

同样 , 当 4 一 一 oo 时效 数 fx) 的 极限 概念 也 可 建立 : 

limf\ zx)=A. 

在 这 里 只 希 要 预先 假定 一 号 是 集合 放 的 一 个 雍 点 一 -其 意义 自然 
明显 。 

最 后 我 们 要 说 一 下 ， 在 第 和 9 蝶 与 第 红 段 中 就 自然 数 为 变 元 
的 男 数 所 建 幸 起 来 的 术 请 ， 如 何 转移 到 现在 所 考 谍 的 柄 数 极 限 的 
一 般 情 形 。 | 趋 癌 于 一 确定 的 极限 时 ， 画 数 信 x) 欧 河 于 者 ; 
这 时 我 们 称 这 曾 数 为 无 穷 小 量 。 车 而 数 她 z) 趋向 于 有 限 的 极限 
有 4 着 差 数 fw) 一 生 就 是 无 穷 小 ; 反 转 来 岂 是 正确 的 。 当 | 了 (lw)1 落 


一 有 一 

向 于 十 co 时 我 们 称 留 数 碎 2) 为 无 穷 大 量 D。 最 后 , 也 不 难 扎 第 31 
段 末 所 建立 的 有 关 无 穷 小 量 与 无 千 大 基 之 间 的 联系 的 定理 转移 到 
现在 所 考虑 的 一 般 情 形 。 

33. 函数 的 极限 的 另 一 定义 ” 芒 前 在 研究 较 基 本 的 序 烈 的 极 
限 概 念 时 , 我 们 已 建立 画 数 六 x) 当 X 欧 向 于 4 时 的 极限 概念。 但 
是 , 可 以 不 利用 厅 列 的 极限 来 给 出 画 数 的 极限 的 男 一 定 习 。 

我 们 首先 就 8 与 4 两 数 都 是 有 限 的 情形 来 诗 认 。 假 定 & 是 画 
数 环 引 的 定 叉 区域 光 的 一 个 聚 战 ， 于 是 般 崩 的 新 定义 可 忆 叙 进 如 
下 : 

芝 对 于 任 一 数 s>0, 可 求 德 这样 的 -个 数 3>0, 使 得 


只 机 1z 一 gg 一 858， 就 有 | 天 一 4 (8) 
(站 中 # 取 自给 内 并 呈 异 于 o)®， 则 称 而 数 (2) 当 zx 趋 向 于 时 
名 数 4 为 其 角 陵 。 


这 一 定义 与 前 面 第 32 段 申 所 容 的 定义 完 双 等 价 。 为 了 姓 明 
起 见 ， 我 们 首先 改定 贿 才 所 这 的 条 件 成 立 ， 并 日 对 于 任 音 选 取 的 
8>>0,， 已 在 所 指 的 意 六 之 下 找到 与 它 相 对 应 的 数 80。 有 从 和 内 选 
出 任意 一 个 收 黎 子 4 的 序列 (2) (并 且 所 有 的 se 都 异 于 四 。 按 序 
刘 的 极限 定义 , 对 应 于 数 5->0 有 这 样 的 序数 8， 俩 得当 mw 站 时 、 
不 等 式 |zw 一 a| 一 8 成 站 , 因而 [参考 (8) ] | fx 一 4 一 e 也 成 吉 。 
这 就 诞 妥 了 序列 (5 了 收 台 于 4。 由 此 可 昂 , 包含 在 以 前 的 定义 中 的 
条 件 戊 六 : 

现在 假定 ， 披 照应 前 的 定义 画 数 的 极限 存在 。 为 了 要 证 朋 包 
含 在 新 定义 中 的 条 件 手 万 立 ， 我 们 采用 归 油 证 法 。 假 定 对 于 于 一 
个 数 *>0, 没有 对 应 的 3 就 是 觅 无 天 8 取得 怎样 小 ， 总 可 找到 变 


由 ”如果 这 一 情况 发 生 于 wa 财 , 则 尺 称 在 点 口 处 茵 数 戌 为 无 穷 天 。 
岛 下 因为 a 是 绝 的 带 虑 ,所 以 可 知 在 点 的 近邻 (a 一 5, 9 十 5) 内 这 捉 教 傅 x 一 
定 存 让 。 . 


一 时 一 
量 的 一 个 数值 一 所 ( 晶 于 wo 使 得 
虽然 lz | < 人 但 仍 有 |f(x) 一 A 这 s. 

取 收 招 千 彭 的 正 数 序 列 fs。 根据 区 才 所 述 ， 对 于 每 一 个 数 

8 一 5 可 找到 这 样 的 数值 x' 二 zh, 使 得 
虽然 lo 一 a| 过 6; 但 仍 有 |f Cx) 一 4| 之 a 
于 是 这 些 数 伪作 上 成 一 个 使 
iw CO— | Cm, 2, 3, +) 
的 序列 
wis Ty a “i nt} i 

因 沪 6w 一 起 所 凡 3 一 全 

出 假设, 对 应 的 丽 数 慎 序 列 

Fri), fw), Fa Fe 

应 芒 收 效 于 4， 和 但 这 是 不 可 能 的 , 因为 对 二 -- 切 的 n=] 2,3,… 
我 们 有 | 了 (zh) 一 生源 s。 所 得 的 凶 盾 证 明了 了 我 们 的 电车 。 

当 数 & 与 4 中 有 一 个 或 者 两 个 等 于 十 必 或 一 oo 时 ， 也 不 难 襄 
明 极 限定 义 的 新 的 形式 。 我 们 以 a= 十 % 与 4 为 有 限 值 (或 者 也 
苦于 十 ce) 的 情形 为 例 来 引进 新 的 定 广 : 

车 对 于 人 恬 一 数 se 一 0 了 >0) 吏 求 得 这 样 的 数 A>0 使得 

只 下 ?Atz 在 统 内 ), 就 有 |f (x) 一 41<<s(f (x)>>)， 
则 称 西数 jz) 当 ? 趋 向 于 十 ce 时 以 有 限 的 煞 4( 或 十 0) 为 极限 

这 个 定义 与 "用 序列 说 渗 ” 的 定义 是 等 价 的 ， 其 证 法 象 上 面 一 
样 。 

如 果 把 这 个 定义 应 用 到 {作为 自 变 量 %* 的 醒 数 的 ) 变 量 wa， 当 
% 一 十 oo 时 的 情形 ， 我 们 就 回 到 这 种 画 数 的 起 初 的 极限 定义， 也 
就 是 回 到 第 中 段 与 第 31 段 所 给 的 座 列 的 税 限 定义 (在 那里 让 
起 着 数 4 的 作用 )。 由 此 可 见 ， 一 方 焉 两 数 的 极限 以 前 的 定义 可 
归 车 为 序列 的 极限 ; 同时 序列 的 极限 定义 一 般 岂 是 画 数 的 极限 


i 
定义 (在 其 闲 的 形式 下 ) 的 特殊 铺 形 。 这 个 极限 ,我 从 以前 合用 记 著 
Jim%;, 
来 恬 示 , 现在 按照 攻 的 定义 应 写成 


limian. 


可 是 , 实际 上 记 情 7% 一 十 co 总 可 以 省 掉 而 不 到 发 生 误 会 ， 因 为 在 这 
里 不 能 有 性 何其 他 的 极限 过 程 ， 和 月 然 指数 的 变 域 .省 有 着 唯一 的 
察 点 十 oo。 

别 然 (在 新 的 形式 下 )} 函 数 极限 的 各 个 定义 随 着 对 5 与 44 的 慨 
识 不 同 击 有 所 区别 , 可 是 们 的 本 慎 是 一 样 的 : 现 数 必须 包含 在 其 
极限 4 的 任意 的 令 域 "内 ， 只 要 自 变 基 包 含 在 其 极限 & 的 适 当选 
取 的 : 邻 域 ， 内。 

总 之 ; 我 们 得 运 在 分 析 中 重要 的 两 个 等 价 的 画 数 的 极限 定 浆 ; 
哪 一 个 定 光 用 起 来 谣 便 , 我 侧 就 用 星 一 个 

34. 例 1) 类 羽 于 第 30 段 5) 中 已 证 骨 的 械 限 关系 


1 
limau*=1 (arm 1) ， 
可 如 得 到 吏 一 般 的 和 极限 关 淄 : 


]imaz 一 1 (a1), 
br 


对 于 烙 定 的 E>00D :需要 求 出 这 样 的 5 二 省 使 得 

只 要 1 二 员 敦 有 ] 居 一 上 天 二 

上 后 一 不 等 式 荆 党 瑟 它 等 价 的 两 个 不 等 式 
1—t<a<l1t+e 

是 成 立 的 , 上 只 要 

log utl— ei toga(iie). 
因为 
logatl ~E)+ logo tite)= logsl—E)<UHE logall ~ — log,ll+e), 
所 应 上 只要 


名 持 及 不 峻 家 人 必 & 二 ]. 


一 66 
一 |oga(l 十 £7 之 f1ogatI 十 81 或 者 |z| 三 loga (1 十 £1Y， 
则 所 劝 的 两 个 不 等 式 月 的 克 联 。 
国 些 ， 欠 要 分 5= IlogakL+E)， 就 可 使 得 当 12z1 二 5 时 有 lo 一 1 二 Ew 这 
就 项 成 了 站 明 。 
2 求 三 


lim ee 一 十 oo 1 当 #>1), 
半路 十 


对 于 任 一 个 下 >0 具 要 良 4= Jogo 节 便 可 
南 z>A Bi EE, 
训 有 明 了 我 全 的 断 页 也 
同样 可 俯 产 明 
Hm 好 一 { 当 «>1). 


卫 是 襄 , 趟 注 庆 901E 声 1) 看 样 ; 只要 到 
而 二 iogu 二 =— lopre, 
间 当 所 一 不 肝 一 宗 有 有 az 天 Eu 
如 时 0<6<1 其 利用 变换 


(1) 


容易 建 江 下 面 的 结果 
iim 本 一 办 fim at= +oo 《 当 gil, 
bi 攻 二 一 
3) 当 gg 产 1 二 w>0 时 我 们 来 建 袜 


lim logax=+ %%, lim loguz= — oo. 
下 子 十 后 冯 地 和 


对 于 任 一 给 定 的 了 > 由 上 共 要 zz 查 要 有 loguz>> 卫 ;同样 , 及 要 De- 旦 
不 等 式 jpgar< 一 于 恒 成 立 。 这 就 就 明了 上 . 面 机 个 关系 。 
4) 共 次 , 我 们 有 


lim aretg z=—, lim arctgz= 一 开 ， 
王子 十 加 本 | 攻守 一 2 
我 们 芭 第 一 个 极限 为 例 来 髓 迹 。 对 于 尾 一 个 6>0, 只 权 汉 <>tg (二 一。》 
就 有 aretgz> 本 一 2 于 征 


全 在 第 引 自 中 我 们 已 少 过 载 特 珠 的 苦果 Tim mx = 十 co。 


几 
0 BTetSd< 世 


5) 现在 我 们 要 建立 下 面 的 (在 以 后 也 是 重要 的 ) 知 果 : 


lim Sin 过 一 1 (9) 
本 D0。 宽 
我 们 喜 要 祯 先 亚 朋 有 用 的 不 等 式 : 


站 0<z< 二 时 sinz<< wterx, (10) 


为 了 这 个 目的 ， 我 倍 尖 社 在 咎 径 为 
的 图 中 的 锐角 40B， 弦 4B 以 及 在 4 
点 处 回 周 的 切 弹 4C (图 19)。 干 是 我 们 
有 : 从 A0B 的 面积 二 局 形 408B 的 面积 
一 人 400 的 面积 @。 图 下 

若 用 z 均 示 角 408 的 星 度 , 因而 踊 4B 的 长 可 由 莱 积 Rs 来 
表达, 刚 这 些 不 等 式 可 忆 改 写成 


Re sinw< Rw Rt 


由 下 一 前 去 译 忆 :一 我 们 就 得 到 不 等 式 (10)， 
在 0<w< 二 的 假定 下 ,我们 用 不 等 式 (10) 的 各 项 去 除 sins 便 


得 :; 
1 > Cog 
由 此 得 
心 < 1— OOF TL, 
但 了 一 Gog “2ein? < pin < 


[根据 (10) 1], 于 是 


宙 这 星 我 们 利用 了 在 中 学 数 本 肉 已 婉 明 过 的 有 关 初 等 图 形 的 面积 的 知 厌 。 


一 三 一 
pt 


由 兹 推 得 不 等 式 


| S22—1 < |gl. 


它 显 然 在 x 改变 符号 时 也 保持 有 效 ， 就 是 费 , 对 于 一 切 的 x 站 0, 只 
要 |z| 一 本 , 它 都 是 正确 的 。 

所 得 的 不 等 式 就 解决 了 我 们 的 问题 。 事 实 上 ， 如 果 任 意 地 答 
定 了 s>0, 则 只 要 选取 s 与 了 两 数 中 的 最 小 者 作为 8 当 |x| < 


时 ， 首先 是 这 个 不 等 式 成 立 ( 因为 3 全 再 枞 据 它 (因为 8 志 8) 就 
机 


El 
er j 
5) 最 后 , 举 一 个 男装 芍 极 限 不 存在 的 例子 也 是 很 有 趣 的 : 酚 数 sinz 2 
趋向 于 十 (或 一 *) 时 模 本 深 有 极限 。 


从 压 到 的 观点 ”出 发 来 吐 实 极限 的 不 存在 亲 是 比较 容易 的 。 只 要 注意 
到 对 应 于 两 个 以 十 吕 为 极 眠 的 2 值 的 序 州 


(ts tt (w= 2 3 1), 


有 着 趋向 于 不 同 的 极限 的 加 灿 信和 的 序列 : 


sin 和 一 上 一 一 一 一 上 ， 昱 et TT 


2 
如 果 回 忆 起 正 束 由 贱 的 “扰动 “的 转 性 ， 则 在 所 才 虑 的 情 下 下 极限 之 不 存 
在 是 很 明星 的 。 
间 样 , 醒 获 sin 二 当 c 趋 向 于 喜 时 ( 光 注 是 当 a>0 或 当 a<0) 淡 有 禄 限 。 
实质 上 小 不 过 是 上 画 所 引进 的 例 了 于 的 另 一 形式 : 只 要 在 图 数 sinz 中 用 二 来 


代 兰 x。 显然 ,如 果 «通过 趋向 于 声 的 正 值 ( 负 信 ) 序 列 , 朵 z= 坏 着 向 于 十 o 


一 工 一 并 


一 可 一 
(一 c), 反之 亦 成 立 。 
在 表达 式 sin 汪 中 把 字 节 a 仍 写成 字母 > (使 成 为 蚀 用 的 嵌 标 本 号 ) 并 


就 x 的 值 从 0 到 过 ( 与 从 一 二 到 0 来 考虑 所 得 的 男 数 的 图 形 


四 演 sin 二 【了 关口) 


机 
记 晶 依次 下 隆 到 0 的 x 的 粗 : . 
ss 1 2 1] 2 _1 2 2 1 名 。 
TT dr Br Hr’ 7 Fr C1 Ri Ct TE 


位 相 村 应 , 有 薄 上 升 辟 十 c 的 一 的 数值; 


Br ps Br 7r nr nt 
了 mr 过 ,2 证 ， 7 7 :ry 加 + 


在 所 壕 的 (当下 降 时 ) 诸 值 之 击 的 各 个 区 阁 内 我 们 的 而 数 闹 沈 地 由 1 下 降 
到 0, 再 由 0 下 降 玫 一 1 然后 由 一 1 上升 到 0% 再 由 0 上升 到 了 等 等 。 击 此 可 


见 ， 图 数 sin 二 类 似 于 六 数 sinz 有 送 交 限 多 芍 交 振动 , 可 是 后 若 的 杠 动 分 布 


在 匹敌 的 区 间 上 ， 丰 在 这 里 sin 十 的 振动 则 对 在 此 三 于 0 点 的 有 限 的 祥 闸 
内 。 


20. 
在 图 20 上 画 抽 了 它 的 图 线 (自然 是 不 完全 的 一 要 表 用 无 限 多 次 的 氛 
动 是 不 可 能 的 !)。 因 为 当 # 的 符号 性 弯 时 sin 工 的 符号 也 改变 , 所 以 图 钱 的 
在 时 与 有 全 关于 原点 是 对 称 的 。 


一 让 一 
7) 若 就 x0 来 少 虑 图 数 > sin 直 ( 它 与 交 已 研究 的 面 数 sin 二 仅 半 
一 个 乘 数 x), 则 当 x 一 0 时 这 次 却 有 极限 存在 ; 
lim x: sin 0, 
出 二 站 全 
这 个 事实 可 以 明显 地 从 不 等 式 


. 1 
Ts at- 一 | < 二 1 | 
轩 


瀣 出 来 。 
当 # 通过 下 第 时 , 我 人 的 可 数 仍 然 有 羡 无 限 多 次 的 振动 ， 可 是 它们 的 振 
辐 4 且 于 有 和 夷 茹 守 的 入 页 ) 下 降 厦 趋 册 于 二 , 因此 极限 的 存在 得 到 保 杖 。 
画 数 


=w.sini 
4 LI 


的 图 号 在 图 21 中 已 夯 内 ， 它 包容 在 坐标 角 的 西 条 分 角 篇 yy=z 与 y= 二 一 的 
中 间 包 。 

附注 我 们 已 有 极限 
lim Sn 
于 +0 


它们 具有 一 共同 的 特点 ， 在 这 里 所 汰 虚 的 洱 数 中 无 论 那 一 个 部 在 x 二 0 处 浊 
有 定义 。 但 巡 并 不 妨 得 我 们 设 到 当 ec 一 0 时 它们 的 稻 限 存 丰 ， 因 为 栅 据 前 面 


: . I 
=1, lima: sinO—=0, 
二 一作 全 


过 


国 21. 
同样 , 图 数 sin 二 在:=0 时 波 有 次 义 的 这 种 情况 , 也 不 态 碍 我 四 挑 出 当 


中 ”在 图 20 与 图 21 上 ,为 末 朋 晰 起 见 ,不 得 不 在 wm 英 上 到 较 大 的 尺度 ,这 就 使 而 
数 的 图 形 有 了 三 曲 。 


-了 1 -- 
z 一 0 时 它 的 极限 的 存在 问题 ; 但 这 时 极限 井 不 存在 。 


35. 单 便 极限 ”如 果 作 是 这 样 一 种 区 域 ,在 的 右边 任 一 近邻 
内 可 找 者 统 中 的 数值 x， 姑 可 以 把 第 缀 段 与 第 33 段 中 所 答 的 而 
数 极 限 的 定义 特殊 化 , 丁 之 仅 限 于 讨论 Xa 的 数 竹 。 在 这 种 情形 
下 面 数 的 极限 如 时 存在 , 我们 就 称 它 为 当 z 从 右边 趋向 于 “时 (或 
简称 在 点 “的 右边 ) 画 数 /的 极限 , 并 用 下 面 的 共 呈 表示: 

,lim | 《z) 或 f(a+0). 

同样 训 以 失 义 当 Y 从 左边 趋向 于 a 时 (或 在 2 后 的 左边 ) 图 数 

limf(w) 或 六 一 山王 ， 

这 两 个 极限 都 是 做 是 单 侧 的 。 

如 采 区 域 统 从 右边 与 从 左边 都 可 无 限制 地 肖 近 于 a， 剧 贾 种 
极限 都 可 以 考 谍 。 不 难 查 朋 ， 要 通常 的 ( 双全 的 - 让 极 陨 06) 存在 ， 
必须 且 只 顷 左 右 两 极限 分 别 地 存在 并 且 相 等 

lim Tx) =lim 二 一 二 . 


于 子 匡 


he sh ere whe ‘ap mle ele we i Tr ih Fp ep dhe pe "il 


-得 一 


Nervty 


图 28. 
我 们 要 指出 , 这 两 个 极限 可 能 都 存在 代 并 不 相等 。 从 第 34 段 
中 已 游 察 过 的 例 1) 与 例 4) 出 发 ,不 难 作出 这 种 极限 的 例子 。 
例 我 们 就 x 子 0 用 下 面 的 两 等 式 来 定义 栈 个 阔 数 : 


1 
下 tg 
就 其 中 第 一 个 画 数 而 至, 我 全 有 : 


了 
fi 二 0) = mas=s l= 十 oem， 
卫 十 二 节 才 二 的 


] 
FO—00 = limaT= lim n=. 
I 下 村 一 加 


就 弟 二 个 丽 数 而 言 , 有 ; 


++ 人 0 Em '} 
一 号 一 lim are tig = li sretga#=— 二. 
出 全 一 必 小 启 卡 一 本 卫 


这 两 个 喜 数 前 图 钱 在 图 22 与 图 23 中 已 画册 。 


2. 关于 极限 的 定理 

36. 具有 有 限 的 极限 的 自然 数 变 元 的 函数 的 性 质 ”因为 关于 
自然 数 变 元 的 尔 数 的 定理 其 叙述 与 让 明 都 比 在 ~- 般 形式 下 的 订 数 
情形 更 为 荫 单 ， 所 以 我 个 普 先 鼓 这 种 特殊 情形 来 叙述 一 些 定理 并 


一 4 -一 

加 坊 诈 朋 , 然后 只 要 作用 一 些 把 写 们 转移 到 一 般 情形 的 表明 。 

1) 者 变量 xx 赵 癌 于 币 限 中 并 且 ea>Ppte 一 9 剧变 量 的 一 急 
数值 从 对 一 个 开始 由 都 大 于 3 2 《小 于 人 0。 

选取 正 数 aq~ pq 一 00); 我 们 有 

在 一 如 人 有 《十 8<g). 
但 由 变量 x; 的 极 幅 的 定 头 [ 第 如 段 ], 对 于 这 个 s, 可 找到 这 样 的 
DV, 使 得 当 ww 时 有 
在 一 总 < 和 < 在 十 号 . 

鹏 这 些 数 值 言 自然 更 有 : za>P (zn 三 9). 

这 一 简单 的 命题 有 着 一 系列 的 有 用 的 推论 。 

2. 老 变 虽 x 趋 问 于 极限 4 一 0(<0), 期 恋 女 本 身 从 其 一 位 置 
开始 也 必 zn 之 0 (一 0)， 

要 证 明 这 斯 言 ,只 要 应 用 上 述 命题 , 选取 2 一 0 (g=0). 

3) 若 变 量 or 萄 向 于 极 跟 & ,并且 总 是 
. vuep (my), 
则 也 有 

dn) 

如 老 不 人 能, 则 得 到 与 命题 1) 相 了 矛盾 的 粘 果 。 

根据 题 命 1), 我 们 现在 可 证 朋 极 限 的 唯一 性 。 

44 变量 x 不 能 同时 趋向 对 两 个 不 同 的 (有 限 的 ) 极限 。 

事实 E， 假 定 命 题 不 成 并 ， 设 同时 有 加 一 a 与 zx 一 0， 并 且 
a<-b。 在 4 与 5 之 更 取 性 一 个 数 7: 

人 

因为 和 一 4 莽 且 ge<m” 所 以 可 求 得 这 样 的 序 叶 六 使 得 % 二 WN' 
时 不 等 式 ?< 成 并。 男 一 方面 由 rn 一 BB 并且 5>>+， 所 以 可 求 
得 这 样 的 序号 入 "， 司 得 % 二 和 N" 时 有 zn 这 7Y。 若 取 交 于 NW' 与 N" 
的 序号 % 旭 变 基 x 的 对 应 值 圾 要 同时 饭 小 于 7 而 冯 大 于 Y, 这 是 


~ ?4 一 - 
不 可 能 的 。 
这 一 矛盾 诈 明 了 我 们 的 断言 。 
5) 若 变 量 zw 有 有 限 的 极限 , 旭 它 是 有 经 的 , 就 是 说 ， 写 的 全 
部 数值 在 两 个 有 限 的 界限 之 间 : 
mtn nl (1 
普 先 , 由 极限 的 定义 很 明显 的 是 , 不 论 取 怎样 一 个 之 0, 可 求 
得 这 样 一 个 入 ,使 得 ww>N 时 有 
一 站 < 二 员 < 十 辣 . 
因此 , 当 n= 入 一 1, +2,… 时 ,各 个 数值 x 已 . 落 在 界限 a 一 8 与 
xz 十 8 之 内 。 在 这 两 界限 之 外 只 可 能 有 序列 的 前 面 N 个 数值 
EE 风 所 
中 的 某 些 数值 。 因 为 这 种 例外 的 值 的 个 数 总 是 有 限 的 ， 所 以 我 们 
可 以 把 所 谣 的 两 个 界限 换 为 彼此 相 障 较 远 的 两 个 新 界 眼 ix 与 六， 
使 得 全 部 的 数值 x; 都 已 包含 在 巩 与 开 之 间 。 例 如 ,我 们 可 以 取 
8 I 
详 数 中 的 最 小 者 当 作 jn, 而 到 
二 ,Tis Was ''', WN 
庄 数 中 的 最 大 者 当 作 型 。 
附注 ”由 此 可 见 , 具有 有 限 的 极限 的 变量 , 不 能 同时 又 牙 向 于 
+ co 区 欧 向 于 一 00。 这 是 关于 极限 唯一 性 的 定理 4) 的 一 个 补充 。 
入 .推广 到 任意 变量 的 冰 数 情形 。 不 难 把 第 33 段 中 的 内 容 理 
迹 到 定义 于 有 具有 娟 点 a9 的 某 一 个 区 域 客 中 的 画 数 f(x) 的 一 般 情 
形 。 z 
1) 车 当 = 趋向 于 时 丽 数 jz) 趋向 于 有 限 的 航 限 4， 拓 且 


-mr 


4>2P44<9)， 四 对 于 充分 接近 于 wx 的 (但 异 于 的 )z 的 数值 ， 曾 


有 


中 数 4 可 以 是 十 或 一 0_} 租 为 了 确定 起 见 我 们 只 讲 是 有 限 的 这 一 情形 。 


一 人 5 一 


下水 身 也 满 扩 不 和 | 
f(r) >» (fr) a), (9) 
择 取 正 数 8 二 4 一 ptq 一 要 ), 我 们 有 
本 一 > {Ate ), 


ey 33 段 ], 对 于 这 个 8 可 找 得 这 样 

85, 只 要 1x 一 ne 取 自 完 兰 且 异 于 oj), 就 有 

一 二 < 下 < 人 十 如 . 

对 于 这 些 z 信条 (2 自然 岂 成 立 。 

性 者 可 乔 出 , 在 证 朋 时 并 不 需要 引进 枉 何 新 的 观念 。 

让 此 可 以 直接 上 十 永 实 与 第 蚂 段 中 的 2) .3)、4) 类 和 似 的 断言 。 
例如 , 在 1) 中 分 29=0 《49=0) ,我们 得到: 

2) 若 当 wa 时 图 数 不 思 有 有 限 的 正 的 ( 负 的 ) 和 极限， 则 至 少 
对 于 充分 接近 于 但 异 于 4 的 * 的 数值 ， 画 数 本 身 也 基 正 的 ( 负 

法 似 于 5 的 断 昔 也 是 正确 的 , 但 表 现 为 较 取 的 形式 : 

3) 车 当 xoq 时 面 数 fx) 有 有 限 的 极 根 4， 则 对 于 充分 缕 近 
于 = 的 z 的 数值 , 贾 数 是 有 介 的 , 就 是 说 ， 它 的 数值 包含 在 两 个 有 
限 的 恰 限 之 问 : 

mv) 0 二 |v 一 4| 一半. 

事实 上 , 出 极 孔 的 定义 , 疗 定 了 8 一 0, 可 找到 这 样 的 8->>0， 使 

得 
当 人 0 二 |x 一 g| 二 8 时 有 A 一 8<fx) < 二 A++8. 
回忆 到 我 们 起 初 就 变量 x 已 得 到 的 类 栏 的 结果 : 
当 ?# 盖 六 时 不 等 式 4- 6 二 Tn 二 8 十 8 成 并 。 

可 是 在 起 初 的 情形 了 员 能 有 有 限 多 个 zs 的 数值 在 这 两 个 界限 
4 一 8 与 e& 十 3 之 外 , 并 且 不 矣 求 得 两 个 新 的 界限 以 使 ww 的 全 部 涩 
值 盛 例外 地 都 包含 在 新 的 两 党 耻 之 间 , 在 这 时 一般 说 来 , 不 能 有 向 


一 距 一 
样 的 情形 , 因为 使 jz 一 za| 世 3 的 > 的 数值 可 以 是 无 守 集 。 例 如 ， 画 
数 /(2) 一 二 ( 当 %0), 当 x1 时 趋向 于 二 显然 ， 只 要 |x 一 1 过 


一 二 就 有 0<f(x) <2; 可 是 对 于 所 考官 的 < 的 一 切 数 值 责 数 (2) 
决 不 能 是 有 界 的 : 当 zx 一 0 时 f(x) 闲 向 于 +o%。 

38. 在 等 式 与 不 等 式 中 取 极 限 ” 几 裕 到 用 等 式 或 不 等 式 把 两 
个 变 景 wn 与 yw 辕 合 起 来 ,我们 所 指 的 总 是 它们 的 对 应 的 数值 , 也 
就 是 措 具 有 同样 的 序号 的 数值 。 

1) 车 两 个 变量 zw ,ya 在 它们 的 一 切 变化 下 是 相等 的 : 各 一 
一 yw 托 寻 人知 个 变节 都 有 有 限 的 极限 : 


rr er rr 


1imn 2 = 如 lim ww = ob, 
如此 两 极 耻 也 相等 :ea 一 
这 可 从 极限 的 叭 一 性 [第 36 段 , 4) 直接 推 知 。 
这 个 定理 通常 写成 在 等 式 中 取 极 限 的 形式 : 由 za 三 加 得 出 车 
洽 : limzu=limn 


2) 于 于 网 个 变量 Fn 不 等 式 Tr dy 第 成 六 ， 疼 且 每 个 | 


TT 


limzw n= lim zy 一 已 
划 也 有 az 总 

假定 不 是 如 此 : 设 a 二 3。 和 货 在 第 8 段 ，41) 中 一 样 来 讨论 , 我 
们 在 a& 与 疡 之 间 取 数 ” 恒 a<r<5， 于 是 一 上 方 曾 可 求 得 这 样 的 序 
号 和 N'， 使 得 当 %< 和 时 有 4 二?， 另 一 力 面 浆 可 求 得 这 样 的 厅 号 
"使 得 当 % 祈 六 ”时 有 yn 室 7。 若 六 大 于 VN 与 NW" 两 数 , 则 对 于 
各 序号 % 一 访 下 二 不 等 式 同 时 成 江 

Tn n>7， 因而 xn<y 

这 与 改 裔 析 耻 硝 。 定 理 就 已 证 朋 。 

这 个 定理 建立 了 在 不 等 式 (六 疹 有 等 号 的 ) 中 取 航 限 的 规则 


一 人 一 
由 zzego 可 及 肯定 lim wn 字 lim yw， 

当然 , 各 处 的 一 号 都 可 换 成 一 号。 

户 炸 者 注意 , 从 严格 的 不 等 式 zo 一 y;, 一 般 襄 来 , 不 能 挫 得 严 
格 的 不 等 式 lim ww 之 lim gn, 而 只 能 推 得 : lim mm in 加。 例如 ,对 
于 一 切 的 %w 有 十 之 一 睫 ， 但 是 

lm 二 -lint 一 二 )= 0. 

从 定理 2) 可 得 到 销 36 段 中 的 断 阁 3) 作为 一 特例 。 

在 确定 航 限 的 存在 与 稻 限 的 大 小 时 ， 下 面 的 定理 往往 是 有 用 
人 的 : 

3) 若 对 于 变量 zx, yn, zn 不 等 式 

Wn 
常 成 并 , 枯 昌 变量 x 与 sw 趋向 于 公共 的 极限 a: 
lim wn = 1im gn = 
则 变量 yw 也有 阿 样 的 极限 : 
lim ¥ 一 . 
条 定性 一 个 8 一 0. 对 于 这 个 5， 音 先 可 求 和 这样 的 序号 六， 使 
得 当 ?% > 六 时 有 
在 一 且 二 信和 < 下 -起 - 
其 忒 及 可 求 得 这 样 序 导 六 ,使 得 下 一 六 ”时 有 
人 一 8 十， 
设 入 大 于 刘 与 N" 两 数 ; 于 是 当 w>>N 时 ， 前 面 酚 个 二 重 不 
等 式 都 成 立 , 因而 有 
和 
最 后 , 妆 m%2> 六 时 有 
一 8yn 人 8 下 机 [yr 一 a| -<a. 
由 引 可 见 ,确实 有 lim yn 一 a. 


一 


Nn tn 
并 且 已 知 zw 一 oa， 则 地 有 一 ao 要 直接 证 明 这 个 事实 也 是 容易 
的 。 

定理 1) .2) 与 3) 不 难 推广 到 开盘 极限 的 情形 。 

39. 关于 无 穷 小 量 的 预备 定理 ”在 以 后 各 个 定理 中 我 柚 需 要 
园 时 郑 察 两 个 (或 时 多 个 ) 变 量 ， 拼 岂 要 对 宅 同 作 算 本 运算。 这 时 
和 有 前面 一 样 ， 我 们 所 指 的 是 对 让 些 变 虹 的 对 应 数值 作 这 些 运 算 。 
例如 |, 设 到 两 个 变量 ww 与 gr 的 和 时 , 加 业 沾 分 别 地 取 下 面 两 序 
列 的 数值 
: 1 Tar TR Wm 
到 Yi Yas Yas Ys 
我 们 就 有 疏 量 xn 十 加 定 恢 误 到 下 面 一 序 刻 的 数 秆 ， 

wi yy Hot as Ta as Fn Wns 

在 证 阴 关 于 变量 的 算 本 运算 的 定理 上 时， 下面 本 个 关于 无 容 小 
世 的 预备 定理 是 有 用 的 : 

预备 定理 1 任何 有 限 多 个 无 伏 小 其 的 和 也 是 一 个 无 窍 小 量 。 

我 们 只 就 两 个 无 穷 小 量 an 与 8; 的 情形 来 进行 证 阴 (~- 般 的 
情形 可 以 同样 地 讨论 )。 z 

给 定 任意 的 数 s>0。 根 据 无 穷 小 最 的 定义 ,对 于 数 地 ， 就 无 
禾 小 量 an 讶 可 求 得 这 样 的 序号 NN', 使 得 当 2>N' 时 有 

| an | 一 本 
同样 就 无 穷 小 量 8。 襄 也 可 求 得 这 样 的 序 导 站 ”使 得 当 %>> "时 
.有 


1 8 一 一. 
2 
若 取 大 于 六 瑟 N" 两 数 的 自然 数 久 ， 剧 当 % 记 入 时 党 机 个 不 
给 式 同 时 成 立 , 可 见 


人 


las 十 Ba| 乓 | 十 18s| 一 二 十 可 一 8 
于 是 os 十 Bu 确实 是 无 守 小 量 。 
识 对 于 一 切 的 值 %* 有 
1 二 2 
用 工 垃 示 靶 对 值 |in| .| 3 中 较 大 者 , 我们 有 
一 工 坟 wo 所 下 者 |xwn| 扎 工 , 

若 得 定 任意 的 一 0,， 剧 对 于 数 子 ， 就 无 穷 小 量 ou 言 可 求 得 这 样 的 
序号 次, 使 得 当 n>>N 时 有 


[on | < 
于 基 对 于 尖 些 数值 显然 有 
| .+ cy | 一 | zz | ” | en | 一 也 本 一 。 
由 此 可 见 , za 是 无 穷 小 是 。 


和 0. 变量 的 算术 运算 ”下 面 几 个 定理 是 很 重要 的 , 因为 在 许多 
情形 中 利用 这 些 定理 就 不 必 每 灵 都 退 究 至 极限 概念 的 定义 一 一 按 
照 答 定 的 & 去 求 对 应 的 六 ,等 等 。 利用 这 些 定理 ， 可 大 大 地 简化 
和 极 忠 的 计算 。 

1) 其 过 曼 zn 号 gn 有 有 限 的 极限 : 

lim zw = lim yn 一 少 ， 
则 它们 的 和 ( 差 ) 也 有 有 限 的 极限 , 并 且 
lim (zy,) = «tb. 
由 定理 中 的 条 件 推 得 
wn = An, yx —=0 Br (3) 
潜 中 om 与 8% 是 无 穷 小 最 , 于 是 
wn 十 yn 二 (29 士 了 ) 十 (an 土 84)， 
在 这 里 aw 士 8, 由 第 39 眉 中 的 预备 定理 1 是 匹敌 小 量 ; 因此， 


一 加 一 
可 及 肯定 变量 x; 士 y; 有 极限 等 于 ae 士 六 这 就 是 所 要 证 明 的 。 
这 个 定理 及 及 宪 的 证 月 可 以 推广 到 任何 有 限 多 个 项 的 情形 。 
2) 车 变量 x, 与 yr 有 有 限 的 极限 : 
lim wn = a, lim yn 一 8, 
列 刀 们 的 夷 积 也 有 有 限 的 极限 , 并 且 


ee. 


lim wnyn = od. 
从 同样 的 等 式 (8) 出 发 , 我们 这 时 有 
wngyn 一 CEB 十 《人 有 tt ban — or Brn), 

由 预备 定理 1 与 3, 在 括 强 内 的 表述 式 是 无 究 小 量 。 由 此 可 见 ， 变 
量 xngn 实际 上 有 极限 ab。 

这 个 定理 可以 推 广 到 尾 何 有 限 多 个 轿子 的 情形 (例如 , 应 用 数 
学 归 和 法 部 可 )。 

3) 着 变 基 vs 与 ys 有 有 限 的 极限 


lim2, = &, lirng 一 b, 
提 且 6 异 于 替 , 则 它们 的 比 也 有 有 限 的 极限 ,就 是 说 ， 
lim .~ 
Wn 也 


辟 如 襄 , 5>0; 在 彩 与 5 的 中 加 插入 一 数 7。 于 是 由 第 36 段 中 的 
灶 言 1), 从 某 一 项 越 有 

ya 7 0), 
因此 无 论 如 何 yn 考 9。 限定 取 重 这 不 等 式 成 立 的 序数 % 的 那些 数 


值 ; 于 是 比 se 显然 有 意义 。 
仍 由 等 式 (3) 出 发 ,我们 有 


sn oaton a po 
Wn b 已 十 Bi 六 By a8n). 


祖 据 户 备 定理 1 与 2 在 括 虾 内 的 表达 式 荐 无 券 小 量 , 而 它 的 
浴 数 根据 开始 所 述 是 有 界 变 量 ; 


一 呈 1 一 


因 些 , 出 泌 备 定理 2， 等 式 寿 喘 的 瑟 积 是 寺 劣 水 时 ， 信 宅 表 示 
变 最 En 上 与 数 记 的 六。 于 是 -2 一 * 的 极限 是 <-， 这 就 是 所 要 证 阴 的 。 
41 未 定 起 二 前 虹 中 我 四 已 才 村 过 坦 达 区 


3 二 gm， Tiny (C4) 


号 型 


并 且 在 变量 x 与 yw 趋向 于 有 限 的 极限 的 假 汕 下 《在 两 变 量 的 商 
的 情形 , yw 的 航 限 应 该 不 等 于 零 ), 确定 了 每 个 表达 式 的 极限 。 

剩 下 来 仙 未 考 辣 的 , 是 当 变 量 zw 与 gm( 其 中 一 个 或 两 者 ) 的 极 
限 为 无 穷 大 时 或 者 (车 葵 及 两 变 重 的 商 ) 当 分 尽 的 极限 为 零 时 的 情 
形 。 在 这 些 情形 中 ， 我 们 此 时 只 许 述 四 种 重要 的 面 且 有 趣 的 特异 
性 。 

工 首先 考察 商 了 并 假设 两 变量 x 与 yh 同时 趋向 于 需 。 在 
这 时 我们 头 一 丈 渴 到 十分 特殊 的 情况 ， 员 然 我 们 已 知 zs 与 yn 的 
极限 ， 可 是 关于 它们 之 比 的 阴极 一 一 在 不 知道 这 两 个 % 的 画 数 的 
本 身 时 一 一 我 们 不 能 作出 任何 ~ 般 的 断 音 。 这 个 级 隧 ， 作 可 于 这 


Ce 人 下 


下 面 的 一 些 简单 的 例子 可 以 流明 这 - 友 。 
款 zn= 志 ,yn 一 已; 这 两 个 变量 邦 范 向 于 雳 。 它们 的 比 血 = 工 
yn 


也 移 向 于 零 。 如 果 反 过 来 全 ex = 二 ,gr = -5 则 虽然 它们 都 趋向 于 


雾 , 代 这 次 它们 的 比 -一 % 却 趋向 于 -I.oo! 取 任 何不 同 于 雳 的 数 


4 并 作出 次 个 无 宅 小 量 zw 一 全 与 yn 一 一 ， 我 们 看 出 ， 必 站 之 比 以 
a 为 极限 (因为 比值 恒 等 于 4)。 


最 后 , 车 +。 一 (一 一 ,y= 二 (两 者 都 以 避 为 极限 )， 肥 比 


| 
和 


御 断 它们 之 比 的 性 态 : 必须 知道 两 个 窗 数 本 身 , 序 它们 与 4 一 起 的 
变化 规 逢 , 并 日 要 直接 研究 比 - 幸 。 为 了 要 表征 出 当 zn 一 0 与 yn 一 0 


Yn 


时 这 一 特异 性 , 我 们 说 式 子 汪 是 对 型 的 未 定式 。 


Ty 
3 在 同时 有 有 za 一 士 ce 与 名 个 士 ce 的 畏 形 下 ， 也 有 类 和 似 的 情 
况 , 不 知道 两 图 数 本 身 , 决 不 能 作出 甘于 它们 之 此 的 性 态 的 一 般 断 


和 时 


言 。 这 个 事实 可 用 完全 类 似 于 1? 所 引进 的 例子 来 说 了 明 : 


证 

Xn = yn 一 2 oo0, = -0; 
Vr 

_ __ Tn + 

Wn = Yn = RO TON; 
Yn 

x | 
win 二 ot) yn 一 到 下 co ye =aa; 
所 


x 十 (一 1)”+1 根 本 深 
有 极限 。 

在 这 情形 下 我 们 蕉 , 式 子 2 这 时 表示 蕊 型 的 未 定式 。 

转 过 来 考察 乘积 nm。 

3° 若 wr 趋向 于 规 , 同时 yn 趋向 于 士 co， 则 研究 弱 积 zay 的 
性 态 时 ， 我 们 又 通 到 象 在 于 与 3” 中 同样 的 特异 性 。 关 于 这 点 可 
由 下 面 的 斤 个 例子 来 证 责 - 


1 1 
rn = sz, tn Om, Tn 一 一 一; 
名 EL 
1 0 
Tr 于 mw : no Tri = Re: 


ee 
Yn = 0(a0), Vn ROI, Krys A 


一 名 一 
一 0 加 = oo 加 一 (一 Dr 根本 没 


有 极 版 。 

在 和 一 0 与 加 一 co 这 情形 下 , 我 们 说 , 式 子 Xnyn 表示 4 ce 型 
的 未 定式 。 

最 后 , 我 们 来 考察 和 zn 十 gn。 

+ 在 这 里 也 出 现 特殊 的 情形 , 郎 当 zw 与 ys 趋向 于 到 号 的 无 
穷 大 时 的 情形 : 在 这 情形 下 , 如 不 知道 图 数 zw 与 yn 的 本 身 ， 就 不 
能 谈 到 wx 十 ys 的 任何 确定 的 极限 。 在 这 里 所 表现 的 各 种 不 同 的 
可 能 性 可 用 下 面 的 一 些 例子 米 说 朋 : 


Xn oo Yn = ~ 0 Et Wn 一刻 一 十 So; 


站 一 十 ce， ya 一 — LR oo, ry 十 3 一 NO oO; 
Xn RT r= NO, wn TY = A; 
Za=R 1 to yao 一 下 下 一 coy wn 十 ga 一 


| 一 (一 1)"”" 极 本 没有 极限 。 
因此 , 尝 2 一 十 c9 与 因 一 一 避 时 , 我 们 裔 式 子 za 十 yo 表示 oo 一 oo 
型 的 未 定式 。 

由 此 可 见 ， 要 由 变量 x 与 y 的 极限 来 确定 由 它们 和 召 成 的 算 
术 式 (4) 的 极限 并 非 永远 可 能 的 。 我 们 发 现 了 四 种 显明 不 可 能 的 
情形 , 那 就 是 型 为 

9 % 
0 
的 未 定式 ®。 在 这 些 情 形 下 , 必须 考虑 到 oo 与 yn 的 变化 规律 , 必 
须 埋 接地 研究 我 们 所 关心 的 式 子 。 类 似 的 研究 法 叶 做 未 定式 的 定 


值 法 。 这 种 定 值 法 并 不 永远 象 在 上 面 所 举 的 入 单 例子 中 那样 简 


避 .epP， oo 一 62 


四 ”当然 , 这 些 家 号 是 谈 起 数字 的 意义 的 。 其 中 备 直 节 只 是 这 四 种 类 型 未 定式 的 
简 翅 天 有 条 件 的 等 古 志 达 式 而 已。 


一 中 一 
单 。 

各 . 推广 到 任意 变量 的 函数 情形 ”我 人 由 再 作出 关于 一 般 情形 
的 诡 明 。 因 为 在 这 些 我 们 所 指 的 是 这 样 一 些 定理 ， 其 中 的 变量 是 
用 等 式 玻 算术 运算 等 符号 来 联系 的 , 所 尼 我 们 首先 应 诈 襄 明 , 把 两 
个 或 几 个 (在 同一 个 区 域 党 中 所 定义 的 ) 融 数 {zw)，9(t%8),… 用 这 
种 符号 辣 合 起 来 ， 我 们 总 是 把 它们 的 数值 理解 为 对 应 于 同一 个 % 
的 数值 。 

所 有 这 些 定 理 都 可 已 用 类 似 于 第 时段 中 所 使 用 的 方法 重新 
求证 明 ， 作 一 -也 应 郑重 把 出 实际 
习 。 如 果 从 “ 序 刘 的 观点 出 发 来 苇 栈 数 的 极限 , 那 末 , 这 些 定理 婚 
人 然 对 于 依 束 于 附 标 数 % 的 变量 已 稚 证 朋 ， 它 们 也 就 对 于 一 - 谣 情 形 
下 的 一 数 是 正确 的 。 

我 们 限于 第 40 段 中 的 定理 1) ,2) .3) 作为 例子 。 

融 在 区 域 光 (具有 聚 点 号 中 得 定 了 本 个 男 数 fx) 与 ge 并 
旦 涩 x* 芒 向 于 % 时 两 议 数 都 有 有 限 的 极限 

limitz)}= A limg(#) 一 五. 


于 是 而 数 
7 十 gm，fa .9(2), EE (3) 
也 有 有 限 的 极限 (在 西 两 数 之 商 的 情形 下 天候 定 二 0), 那 就 是 
A 土 B, 4.B， 


用 “序列 的 钱 言 "可 把 所 答 关 未 解释 为 : 车 {zn} 是 任 一 个 从 这 
内 所 取出 的 (各 异 于 4 的 ) = 的 数值 的 序列 并 且 有 极限 m 则 
fa) 一 4， glxn) ooB. 
如 果 已 秀 蔷 明 的 定理 应 用 到 这 两 个 已 以 自然 数 # 为 变 元 的 困 数 ， 
则 郊 部 得 淹 : 
lim[jzs) 士 Wen)] =AtB, limf (wn) 9(zn) 一 站. 吾 ， 


一 中 一 
。 | 
lim Dee? -各 ; 
而 这 (用 “序列 的 语 首 ”) 也 正 宕 达 车 所 需要 证 朋 的 定理 9。 
上 由 此 可 见 , 在 第 41 霞 中 所 说 的 有 关于 出 有 条 件 的 记号 
0 2 
0 oe 
所 卖 征 的 “未 定式 ”的 事情 ， 可 以 转移 到 我 们 现在 所 考虑 的 一 般 情 
形 。 象 在 与 自然 数 变 元 的 男 数 有 基 系 的 最 简单 的 博 形 中 一 样 ， 在 
这 时 要 “确定 未 定式 的 值 ” 仅 知 道 画 数 了 fix) 与 g(x) 的 极限 是 不 能 
的 ， 还 必须 着 虑 到 它 仙 的 变化 规律 。 读 者 在 下 一 段 中 可 找到 确定 
未 定 臣 的 仍 的 一 些 例子 。 
在 第 七 章 的 $3 中 我 们 还 要 国 飞 来 讲述 这 个 间 题 ,在 那里 将 答 
出 应 用 微分 学 来 确定 未 定式 的 值 的 一 般 方 法 。 
43. 例 1) 恋 Dfo 是 具有 常数 系数 的 > 的 整 多 项 式 : 
DR) 一 oprt tart it ta Cag). 
我 们 提出 当 2 一 十 ee 时 它 的 极限 间 题 。 如 果 这 个 多项式 所 有 的 系数 都 是 正 
的 (外 的 册 很 卫星 的 ，5 (2 的 柜 限 是 1 一 后 )。 恒 在 它 的 系数 具有 不 同 
的 符号 的 请 形 下 , 就 有 一 些 项 趋向 于 十 上 , 荔 一 些 示 向 十 一 o0, 于 是 有 ae 一 oo 
型 的 未定 式 。 
为 要 确定 这 未 完了 式 的 值 , 我 人 他 p(x) 表 成 下 形 : 


人 | 
PL) =x*( mi 十 二 十 … 十 -< 


因 鸭 括 吊 内 所 有 各 项 从 第 二 项 起 当 x 无 限 上 天 时 都 是 无 穷 小 量 , 所 以 在 括 珊 
内 的 表达 式 具 有 极 隐 go 天 0; 带 一 个 因 于 也 趋向 于 十 。 在 这 情形 下 整个 衫 
达 式 趋同 于 十 党 功 一 2 依 m 的 符号 为 正 或 为 和 来 决定 ， 

特别 情形 ， 如 时 以 自然 数 # 来 替代 严 杆 让 化 的 变量 z， 也 得 到 辣 样 的 知 
果 。 


Uo, 一 他 


QD 在 商 的 情形 下 可 法 党 到 , 【类似 于 在 第 和 段 四 中 我 们 苏 yi 所 浇 过 的 那样 ]， 
财 子 训 分 接近 于 a 的 2 的 数 人 第 分 母 g(r) 字 0， 严 而 分 数 二 王 . 江 少 对 于 这 巾 的 数 秆 
有 意 六 。 


— M6— 
由 秆 考 去 确定 当 2 一 一 oo 时 的 limp[z) (这 加 要 考 患 到 指数 上 是 偶数 或 
是 奇数 )。 在 一 切 情形 下 多 项 式 p (的 机 限 与 它 的 首 项 aort 的 极限 相间 。 
用 已 知 奏 法 式 的 变形 法 来 注 灭 “未 定性 ”是 常常 应 用 二 确定 未 定式 的 一 
种 方法 ,我们 在 这 里 也 已 利用 了 它 。 
2) 若 g{z) 也 是 这 梯 的 一 个 多 项 式 
qe) = hor +t bel i -+b rt bh 《有 无 0，。 


出 商 了 2 2 当 一 十 吕 肝 让 久 芋 型 的 未 定式 。 
语 并 中 入 一个 多 项 站 和 在 1 汪 一 样 变形 , 我 癌 得 到 ， 
a] ep 
DEL 一 ph 十 训 | 二 
} E “ 
dt by 二 型 二 十 于 


第 二 个 因子 这 时 有 有 也 的 极限 了 0 如 果 两 多 项 式 的 次 数 相 等: = 1 则 


比 和 区 也 有 这 同样 的 极限 。 当 名 关 卫 了 时 , 第 一 个 办 于 当 一 十 说 时 也 痪 向 王 


十 se; 因而 所 考 虚 的 比 趋 向 于 士 o( 依 全 的 符号 来 决定 )。 最 司 | 当 #< 时 
视 限 为 需 。 在 这 里 也 可 以 用 自然 数 坟 来 代替。 
不 难 确 定 如 可 当 x 一 一 oo 时 的 极限 。 站 一 切 销 况 下 两 多 项 式 之 比 的 机 


限 扎 守 刁 的 首 项 之 比 的 极 工 相同 。 
3 斌 求 由 抛物 矿 y=axz* (a>0) 上 的 
部 分 04 z 朝 上 的 线 谍 OP 以 及 贱 段 PU 
(图 对 } 所 作成 的 图 形 0FPH 的 面积 龟 。 
把 炒 段 OP 分 成 # 等 分 | 并 在 各 个 等 
分 上 作 描 物 线 的 内 接 与 外 接 症 形 , 由 这 些 ， 
- 楼 黎 形 作成 的 碧 积 与 9; 之 差 古 一 个 是 


形 的 面积 二 "y。 轩 此 差 数 9 一 9 一 0 ( 当 


Tw 0 肝 ), 失 和 且 由 于 
图 3. Oy 


=lim0, = lim, 


-和 一 


因为 各 个 单 独 的 垂 形 的 高 是 德 和 畅 线 上 有 具有 横 标 
也 各 


一 
好 性 3t 


的 各 点 的 拟 标 , 并且 一 一 由 曲线 的 方程 一 它们 的 大 小 分 别 吉 竺 于 
在 2 i -2 a Er, 
所 以 我 人 得 到 他 4 的 表达 式 包 
Qi -2 
性 
因此 , 如 果 利 用 例 是 2), 便 知 , 
9-imoi- 罕 - 澡 
根据 这 个 精 果 , 不 准 知 道 抛 物 烧 志 形 U'OM 的 面积 等 于 后 wsy， 也 就 是 等 
于 它 的 旬 接 姬 形 的 面积 的 三 分 之 二 (这 个 类 洒 早 已 为 阿 几 米 德 所 知道 ) 外 。 
附注 ”上 则 线形 面积 的 一 般 定 义 上 只好 在 第 十 二 窜 巾 直 饼 ;这 量 所 应 用 的 而 
积 的 计算 法 将 在 那里 推广 , 使 适用 于 其 他 的 曲 钱 图 形 [ 第 196 段 ]。 
4) 缺 求 两 变量 


_ ax 二 1) (2m+1) 
= = 


2 十 2 十 .十 2) .对 
《1 十 2 十 3 6 


nn 笑 
mT" tT 
的 视 虞 , 再 求 变量 
y -| 1 +.+- 寺 
”Mtl Mt2 ~ 
的 极限 。 
变量 xn 与 sa 麦 示 三 型 的 未 定式 (因为 两 首 的 模式 都 大 于 有 wn， 所 以 它们 
都 艳 于 无 穷 大 )。 用 ” 除 分 子 与 分 时 把 它们 变形 : 
1 1 


| 


Zn 一 ， 。 
i 十 工 i 十 二 
各 性 


团 为 在 两 式 的 分 其 中 根 式 邦 以 1 汶 秃 限量 ) 所 以 mn 一 二 .sa 一 工 。 


由。 在 这 时 我 介 利 用 了 为 首 的 "个 自然 数 的 省 个 平方 之 和 的 敖 名 公式 。 

加 ”网 几 米 德 是 古代 (和 元 前 三 浊 攻 ) 最 俐 火 的 一 个 数学 家 。 

@@ 例如 ,就 第 一 个 各 式 首 , 这 可 由 不 鱼 式 1< 1 十 工 <1 十 了 的 得 [第 允 肛 ， 
3)1。 


一 RA 
罕 于 细 的 下达 式 , 央 具 有 特有 的 形状 : 这 个 和 的 每 一 项 都 依 夸 子 %， 面 


ep 


一 -= -一 一 一 衣 zx 二 过 
AT 


但 ( 根 据 已 涩 得 的 结果 ) 恋 及 on 和 sw 趋向 于 共同 的 极限 1 所 以 , 由 第 如 段 
路 定理 3), 变 按 yn 也 趋向 于 这 同一 个 极限 。 
5) 古 转 来 群 第 18 段 , 3” 中 已 考察 过 的 醒 数 了 (x)， 它 是 由 三 个 不 网 的 


若 lz| > 六， 用 在 这 里 我 们 有 芯 型 的 未 宏 式 ， 用 x” 来 除 分 子 分 么 立 可 化 去 
它 的 未 定性 ;我们 得 到 :; je) = 工 当 |z|<1 时 ， 星 般 2* 一 0 与 了 7(z) = 一 工 
最 后 , 阔 z= 士 荆 , 则 分 数 的 分 子 常 等 于 雷 ， 因 而 了 (x) = 0， 赫 带 不 郑 地 这 是 
那 半 一 个 丽 数 , 可 是 这 次 它 是 由 一 个 公式 答 二 。 


6Y lm 必 1 十 2 一 1 
于 一 各 时 


实际 上 ， 


工 
> 


~ 1 二 zal 1 


7 ViTetl 
但 1—Iz|<~v +r<l+|zi, 
所 以 Jin~ 1+e=1, 
由 此 得 和 到 所 要 求 的 车 果 。 
7) 极限 [第 34 角 ,5) ] 


溃 被 用 来 求 其 他 的 极限 。 


人 di -证 (5) 


旦 然 ， 


一 的 一 


因为 播 拓 内 的 式 子 趋向 于 工 ， 所 以 总 的 极限 就 是 可 


.tgs—sinx 上 0 
(9 (0) 
在 这 里 变形 方法 引 到 已 祖 红 过 的 各 极限 : 
tgz— sins _ 1 sing ,1— cosz. 
Ee coagm wg Ts 


我 们 注意 到 , 当 x 一 0 时 cos x 一 1, 就 可 由 前 一 精 果 La) 推出 入 里 的 精 果 。 


§ 3. 单调 函数 
44. 良 然 数 变 元 的 单 导 函数 的 极限 ”关于 画 数 的 极限 的 存在 
定理 (到 现在 止 已 为 我 们 所 引出 过 的 ) 有 着 这 样 的 特点 : 先 假定 了 
某 些 西数 的 极限 看 在， 然后 来 证 明 另 一 些 与 前 者 这 样 或 那样 地 联 
并 着 的 厂 数 的 极限 了 电 存在。 当 所 纵 的 丽 数 与 其 他 的 向 数 无 美 时 , 却 
尚未 担 凡 关于 和 制 灶 有 限 的 极限 的 存在 问题 。 这 个 关 题 的 一 般 形 式 
的 解答 留待 $5 中 去 发 , 我 们 在 这 里 只 考虑 一 种 简单 而 重要 的 特殊 
的 画 数 次 , 就 这 类 画 数 诈 极 限 的 问题 很 容易 解决 , 并 且 象 平常 一 样 
我 介 从 晤 简单 的 情形 一 一 自然 数 变 元 的 画 数 各 一 一 开 娠 。 
变量 zw 中 作 是 上 升 的 : 如 果 
1 
也 就 是 家, 如 果 内 3% 一 n 可 推 得 xw; 一 xwn。 若 
TI To 1 
也 就 是 床 ， 车 由 wv 之 % 只 推 得 zxw 庆 zs， 剧变 最 x 叫 作 是 不 下 降 
的 ， 在 后 一 情形 下 也 可 以 称 变 赴 是 上 升 的 ， 只 要 对 上 升 一 许 答 以 
更 广泛 的 意义 。 
间 冬 可 以 建立 下 降 的 一 一 在 狭义 或 广义 下 一 一 n 的 套数 的 概 
念 : 变量 zw 时 作 是 下 降 的 , 只 要 对 于 它 对 应 地 有 [: 


Ep et ee 


或 


一 扣 一 
六 1 2 
因而 从 n>>n 推 得 (看 情形 决定 )znr<zn 或 只 是 zarr<zno 
所 有 这 种 当 %. 上 升 时 向 一 个 方向 改变 的 变 报 ， 总 称 为 单 莽 变 
量 。 关 于 这 个 类 型 的 变量 , 我 们 通常 验 它 “ 单 广 上 升 “或 者 "单调 下 
降 ”。 
同时 ， 不 但 是 恢 条 于 自然 数 附 标的 变量 zs 称 为 上 升 或 下 降 
的 ， 而 且 这 个 变量 的 值 的 序列 在 对 应 的 情形 下 也 对 作 是 上 逢 序列 
或 下 降序 列 : 
i oy Te 
关于 单 谢 变 量 有 着 下 面 的 定理 。 
定理 ” 改 已 输 单 钴 上 升 的 变量 zn。 如 果 它 上 有 界 : 
zn = 常数 ;= 1, 和 3) 
” 居 它 必 有 有 限 的 极限 ; 在 相反 的 情形 下 , 它 趟 向 于 十 cc。 
完全 同样， 单 斋 下 降 的 变量 zw 也 常 有 极限 。 如 果 它 下 有 界 ， 
划 它 的 极限 是 有 限 的 ; 在 相反 的 情形 下 ， 它 的 极限 是 一 00 
目 阴 ”我 们 只 讲述 变量 z， 上 升 的 情形 , 印 使 是 广义 上 升 的 也 
行 (下 降 变 最 的 情形 同样 地 可 证 明 )。 
普 先 假定 这 变量 上 有 界 。 于 是 由 第 6 段 的 定理 ， 对 于 它 的 数 
值 的 策 {z*} 必 存在 有 (有 限 的 ) 上 确 界 : 
=suptzs); 
我 们 要 证 关 这 个 数 0 就 是 变量 x 的 极限 。 
实际 上 , 国 忆 一 下 [第 6 段 ]E 确 界 的 特性 , 我 们 知道 : 第 一 , 对 
于 # 的 一 急 数 盘 有 
和 ms 人 
二 不 准 了 解 , 全 部 前 藉 绚 对 于 导 种 从 某 一 位 置 开 嫩 书 变 成 昔 刘 的 变 旺 出 保持 有 


郝 ( 因 为 狼 弃 任何 才 个 起 藉 的 数 依 , 对 于 变量 的 极限 并 无 影响 )。 
在 定理 的 本 交 中, 可 以 不 屋 单 疫 迹 莉 zw， 而 改 说 章 希 序列 。 


一 时 一 
第 二 , 不 葵 取 怎 祥 的 数 s>0, 总 可 求 得 变量 的 这 样 一 个 数值 , 譬如 
识 zw, 使 得 yw 超过 4 一 8: 
VHT 8, 
因为 , 由 变量 xw 的 单调 性 (在 这 里 我 们 首次 用 到 它 力 当 汪 全 
时 有 zx 基 zw， 朵 而 更 加 有 zs>a 一 8 所 以 对 于 序号 部 的 这 些 数值 
下 不 等 式 成 立 : 
0<<a— zx, 因而 [zn 一 名 | 忆 二 
外 王 推 得 , limzwn 二 如 。 
现在 设 变 量 xw 不 是 上 有 界 。 和 十 是 不 花 卫 >0 是 起 样 大 的 数 ， 
仍 可 求 得 变量 的 一 个 数 怪 大 于 卫 : 识 这 数值 是 ww:xxw 之 二。 由 变量 - 
wn 的 音 翻 性 当 % 盖 站 时 更 加 有 . 
Un EE, 


而 这 就 是 壤 , lirnoy 一 十 ce. 

附注 ”有 洪 单 庙 变 最 具有 有 限 的 极限 这 个 事实 , 在 上 一 世 友 的 明和 期 认 
为 是 不 音 而 咏 的 。 吉 求 这 一 攻 育 基本 重要 性 的 论断 凤 到 严格 的 证 明 , 实际 上 
也 是 建立 无 埋 涩 的 算术 理 殴 的 一 个 原 央 。 再 补充 识 一 句 , 上 述 的 论断 与 实 狼 
集合 的 壕 粮 性 质 [ 第 5 段 ] 完 全 是 等 价 的 。 

我 们 来 讲 定理 诺 用 的 例题 。 

45. 例 1) 考 虚 大 法式 ( 算 作 : 二 0 


记 


Tn 二 一 
nn 


其 中 入 =1-2.… -nh( 它 罕 c>1 时 玲 示 袜 型 的 未 定式 )。 
因为 


者 
工 = 
也 二 下 癌 十 ] 呈 重 


所 以 只 在 9 一 时 变量 可 变 成 下 降 的 : 同时 它 是 下 有 界 的 , 例如 加 祈 0 因 
王 , 变量 es 一 一 控 照 定理 一 一 有 有 限 的 极限 , 用 4 来 素 也 人 它 。 

为 了 要 求 息 我 们 在 上 面 的 等 式 由 取 极 限 ; 因 为 zw+ 与 x 取 同 样 的 一 
序列 籽 值 (除了 第 一 项 以 外 ), 六 且 有 同一 个 极限 所 以 我 们 得 到 


公 三 名 * 作 , 


一 有 
田 此 得 a =0, 蜂 后 有 


[im 和 = 0. 
2) 再 弹 e>0, 我 们 更 在 定义 en 为 : 
oi E, mM, wT, 
一 般 拒 缠 
w= et ot Fc, 
% 个 根 武 
于 是 售 公 式 
涝 n+1 三 ~ ot 
由 in 可 求 得 rokte 
显然 , 变量 mm 单 讽 上 升 。 同 时 它 是 上 有 暴 的 ; 例如 各 个 zm<w 6 -+1. 突 
际 二 ,21 二 Me 小 于 这 个 数 ; 如 果 现 在 假定 任何 的 已 业 zn 三 M5 十 1， 则 对 于 
它 后 面 的 数值 也 得 到 
ma ~ ev etlev ecto e+1l=~ e+l. 
因此 , 由 数学 号 稍 法 我 们 的 科斯 竹 到 趟 实 。 
根据 基 率 定理 变量 wx 有 某 一 个 有 限 的 极限 a. 为 要 确定 它 , 我们 在 等 式 
TT 


对 


中 了 肥 笋 上限; 于 是 知道 4 闪 足 二 次 古 笠 

= 二 a. 
该 个 磊 香 有 有 愉 号 玄 两 个 模 ; 性 我 们 所 要 的 极限 不 能 是 鱼 的 ， 所 以 ，a 就 畦 
于 其 正 模 ; 


= 忌 生 十 1 十 二 中 
号 


上 面 两 个 例题 引出 了 下 面 的 附注 : 已 秀 走 归 的 那个 定理 是 由 

型 的 “存在 定理 : 在 这 定理 中 只 建 开 了 极限 存在 的 事实 ,但 没有 贸 

蛙 任 何 计算 极限 的 方 续 。 虽 然 如 此 , 但 它 有 着 非常 重要 的 意义 。 因 
国 ” 这 个 有 瑟 的 例题 实际 上 是 牙 谷 ， 介 奴 利 的 , 他 考察 过 形 如 


Awe 二 we 十 VET 以 亚 开 守 
的 雪 达 式 。 


. 一 时 一 

为 一 方面 ， 在 理论 间 题 中 往往 只 是 极限 的 存在 性 是 希 要 的 。 郧 一 
方面 , 在 许多 情形 中 肪 先 诈 明和 极限 存 在 的 可 能 是 很 重要 的 , 它 开辟 
了 实际 计算 这 极限 的 途径 。 象 在 所 举 的 例题 中 ， 就 是 先知 道 了 航 
限 存 在 的 事实 ， 才 阁 可 在 某 些 等 式 中 用 极限 步 县 来 确定 极限 的 确 
实数 值 。 

46. 关于 区 问 赛 的 饶 备 定理 我们 现在 来 让 两 个 “相向 ” 亚 化 
着 的 单调 变量 。 

谣 忆 得 单 调 上 天 的 变量 mw 与 单 疆 下 降 的 变量 yw, 并且 总 有 


和 < 下， (1) 
车 它 佰 的 差 ya 一 zs 总 向 于 起 , 则 两 变量 只 有 公共 的 有 限 的 极限 : 
6 一 jimon 一 Jirngy， 


实际 上 ， 对 于 对 的 一 蕊 数值 有 yw 宏 妨 ， 而 由 (1) 式 飞 有 
Xn 二 了 ,3,3,…)。 上 升 的 变 二 x 是 上 有 界 的 ， 四 此 它 有 有 
最 的 极限 

d=limxa. . 
同样 , 对 于 下 降 的 变量 y% 来 圾 有 
ee 
因而 它 也 趋向 于 有 限 的 极限 
0 —limy n. 
但 由 第 40 段 中 的 定理 1), 两 极限 的 尖 
ce’ — p=lim(ys — vn), 
邹 接 条 件 宅 应 等 于 志 , 因而 有 c' =0; 这 就 是 所 要 证 明 的 。 

对 于 这 个 已 证 明 的 断言 可 和 给 以 男 一 种 常 被 话 用 的 形式 。 

我 全 攀 定 珊 , 区 间 [ae 85" 包含 在 区 间 [mpj 之 站 或 者 套 在 其 
站, 只 要 第 一 个 区 和 错 的 全 部 把 属于 第 二 个 区 间 , 或 者 裔 ,只 要 

na bh 
出 是 一 样 。 宅 徇 几 何 意 义 是 很 明显 的 。 


一 又 
发 有 一 个 套 着 一 个 的 区 间 的 无 涩 序 列 
Ta pi， [any Bal, [ans Br ld, ***s 
后 面 的 每 一 个 总 包含 在 苯 前 面 的 一 个 之 内 并 上 且 当 3 上 升 时 这 
些 区 间 的 长 度 疱 徊 于 汰 
lim(hs —a,) =0. 
于 是 区 交 的 端点 on 与 5 (从 不 同 的 两 这 ) 药 向 于 公共 的 极限 
c=liman 一 站 nn. 
这 上 琴 是 前 咯 蕊 证 时 的 定理 的 噶 一 种 发 法 : 根据 条 件 ,有 
EE 

有 凶 忆 第 % 个 区 天 的 左 端 an 上 与 布 端 pu 在 这 里 起 着 单调 谈 量 zw 与 
ya 的 作用 。 

声 后 我 们 时 常 要 用 到 这 个 命题 , 就 称 它 为 "关于 区 间 套 的 预备 
定理 。 

47. 在 一 般 情形 下 单调 还 数 的 艇 照 我 们 现在 重 东 来 考 虚 任 
意 变 量 的 两 数 f(x)。 在 这 里 关于 两 数 的 极限 

lim f(z) 

的 存在 图 题 ， 对 于 由 单调 变量 [第 44 段 ] 这 概念 椎 广 来 的 特殊 
类 型 的 男 数 , 可 特别 简单 地 来 解决 。 

恤 画 数 js) 是 在 其 一 区 域 狗 = 一 《3 内 所 定 尺 的 。 车 对 于 这 区 
域内 尾 党 一 对 数值 x 与 w， 
| 内 # 8 可 推 征 六 cz) 天 2 [了 (2 ) < 过 f(x)]， 

出 了 (x) 叫做 在 这 汉城 内 的 上 升 (下 降 ) 画 数 。 
如 果 
从 w'>sj 只 扒 得 了 x) 庆 J(z) [f(z') <f(z)] 

则 画 数 f(z) 叫 微 是 不 下 降 的 《不 上 升 的 )。 在 这 情形 下 有 时 也 称 


全 ”以 后 我 们 简称 这 种 序列 为 区 间 塞 ~-- 织 考 填 。 


. 一 5 
画 数 是 广义 上 升 的 (下 降 的 ) 较 为 便利 。 
所 有 这 种 类 型 的 夯 数 总 称 为 单调 画 数 。 对 于 单 栅 男 数 有 着 完 
全 类 似 于 第 竹 段 中 所 建立 的 关于 依 驯 于 % 的 单调 变量 x 的 定 
理 。 
定理 设 轴 数 万 z) 在 区 城 光 内 是 单 秋 上升 的 ， 部 便 是 广义 上 


A rr ee ee re 


升 的 也 行 ， 区 域 多 有 比 2 的 一 切 数值 大 的 数 4 为 其 一 聚 点 (4 可 以 
是 有 限 的 或 等 于 +co)。 车 这 时 两 数 是 上 有 界 的 : 
六 的 扫 弄 【对 于 符 内 的 一 邯 2)， 

期 当 wz 一 a 时 而 数 有 有 限 的 极限 ; 在 相 扩 的 情形 下 宪 赵 向 于 十 oo。 

证 阴 先 假 定 画 数 zx) 是 上 有 和 异 的 , 朗 当 zz 在 区 域 缠 内 变化 
时 商 数 的 对 应 值 的 集合 {( 扩 zz 站 是 上 有 和 界 的 。 于 是 这 一 人 梨 合 有 着 有 
限 的 上 确 界 4[ 第 6 段 ]。 我 们 来 让 朋 这 个 数 4 就 是 所 求 的 极限 。 

首先 , 对 于 的 一 加 数值 有 

f(r)< A. 
其 床 ， 舱 定 任 音 一 数 0， 由 上 确 轩 的 性 质 可 求 得 这 禅 的 数 依 
z' <a， 恒 得 六 2 ) 盖 4 一 s。 出 细 数 的 单 秋 性， 当 zx>o 时 就 更 祁 
有 : ffze)>4- 8 因而 对 于 上 述 的 = 的 一 切 数 值 成 立 着 不 等 式 
io) -4 一 ae 

这 就 证 明了 我 们 的 断 癌 ， 只 要 当 & 是 有 搬 的 数 时 取 3=:e -ao 
(因而 不 等 式 xw>w' 可 生成 wr 一 咎 ,而 当 a4= 十 sc 时 取 A 一 x 

若 国 数 2) 不 是 下 有 界 的 ， 间 不 论 囊 是 怎样 的 数 ， 可 求 得 这 
样 的 ,使得 了 2) 一 了 ;于 是 对 于 ww 二 xw' 时 , 更 有 了 lx) 守卫 ,等 等 。 

当 极 限 秆 "小 于 zx 的 一 切 数值 时 的 情形 以 及 对 于 音 诅 下 降 的 
画 数 的 情形 , 走读 者 夫 改 述 这 个 定理 。 i 

显然 ， 第 44 段 中 关于 单调 变量 x 的 定理 是 这 一 定理 的 特殊 
情形 。 在 这 里 标 数 ”是 自 变量 , 向 具有 娟 点 十 co 的 自然 数 序列 .和 一 
一 4n} 就 是 它 的 变 城 。 


一 9 一 

以 后 我 仙 时 营 会 遇 到 作为 西数 f(x) 的 定义 域 的 区 域 纶 是 整 
个 的 区 间 [s', w)， 甚 中心 < 并且 4 是 有 限 的 数 或 十 co, 吕 者 是 区 
团 (a,a ,其 中 这 a 插 且 4 是 有 限 的 数 或 一 00。 


34. 数 。 


48. 数 。 看 作 了 序列 的 极限 ”我 们 在 这 里 要 利用 极限 的 步 台 来 
定义 一 个 新 的 直到 现在 止 人 未 肖 见 过 的 数 ， 这 一 个 数 不 洽 对 于 分 
桥 学 本 身 或 者 对 于 它 的 应 用 来 向 , 都 是 非常 重要 的 。 


考虑 变量 
=-(1+ 二 ) 


并 设法 应 用 第 入 段 中 的 定理 来 确定 它 的 极限 。 
因为 在 这 里 当 指 数 w 上 上升 时 迄 的 底数 下 降 ， 所 以 变量 的 “单列 ” 
性 盾 不 能 直接 看 出 来 。 为 要 证实 它 的 单调 性 ， 我 们 根据 二 项 式 定 
理 将 省 展开 : 
(I+) -lt 二 + DD ,二 十 


十 弄 (入 一 敬一 2) 1 
1:2 


所 1 1 


加 对 


襄 + “+ 下 


?各 一 2 Cn 花 十 1) 


Ei 
ee 
Cy LC 
+ 二) (1 (1) 


如 果 现 在 把 x 疏 为 xn+t 岂 就 是 把 #2 加 上 1， 旧 首 先 增加 了 
新 的 第 (十 2) 项 ( 正 的 )， 已 写 出 的 十 1 项 中 的 每 个 项 也 都 增 大 


,. 工 一 
帆 


十 … 十 于 


— 7 


可 


了 , 因为 在 括 红 内 任 一 个 1 一 二 型 的 因子 都 为 更 大 的 因子 1 一 5 
所 代替 。 由 此 可 网 


rs 
即 变量 x 是 上 升 的 。 
更 在 来 证 明 它 又 是 上 有 界 的 。 在 〔1) 式 中 去 掉 一 切 括 红 内 的 
丽 子 , 这 样 就 增 大 了 它 , 因此 
1 


wa<2 十 在 十 二 十 …… 十 本 一 名， 


其 或 【从 第 三 个 分 数 起 ) 把 分 母 中 的 每 个 因子 都 换 成 数 2 我 


们 又 增 大 了 擅 得 的 式 子 ,网 此 也 有 


1 1 1 
gw 民 2 十 三 十 束 十 六 十 环 本 


但 是 由 第 二 项 二 起 的 瑶 数 的 总 和 小 隆 1， 所 以 yn<<3, 因而 更 加 有 
rn, 
于 是 由 第 狂 段 中 的 定理 ， 就 推 得 变量 x 有 有 限 的 极限 。 这 
个 笑 限 侠 欧 拉 的 有 中 总 用 字母 e 表示 。 因 而 我 们 有 数 
TY 
c=lim(1+ 汪 ) ， 


它 的 居 首 的 二 位 十 进 小 数 就 是 
2 一 2.71828 18284 59045.…, 


虽然 序 放 
1 1 1 
m=(1+ 了 ) =2; w=(1+ 当 ) =2.2b: zs=(1+ 二 ) 一 
1 N10 
=2.8708..; .…; moo=(1+5 曾 ) = 9.7048...; 


也 收 化 手数 *， 可 是 收 化 得 很 怪 , 利用 它 来 进行 数 。 的 近似 计算 也 
不 方便 。 在 于 一 段 中 我 们 要 人 氢 迹 简 错 的 方法 求 半 算 它 的 近似 侦 ， 
并 典 便 证 明 。 是 无 理 数 。 


人 捕 一 
49. 数 。 的 近似 陡 第 法” 回 到 等 起 ( 贡 。 如 暴 国 定 下 图 股 wb， 奔 去 第 
全 上 1) 项 以 居 的 一 切 项 , 则 得 不 圣 式 


z+ 


+ 起 (1 过 (1 
在 这 式 中 到 关 和 趋向 于 无 穷 大 时 的 极 陋 : 因为 所 有 各 括 强 内 前身 限 都 是 1, 所 
以 我 们 种 到 ， 
ez>3+ 直 + 机 由 + .十 本 = =y,. 
这 一 三 等 式 对 于 任何 的 自然 数 勾 中 成立 因此 , 我 人 有 
Tn Ye 
由 此 显然 可 多 [根据 第 38 段 由 定理 3)] 灾 有 
limya = £. 
就 计算 数 e 的 近 眉 人 昼 宦 , 用 变量 如 比 败 x 恒利 得 多 , 我 个 来 估计 yw 搂 
近 于 。 的 程度 。 汐 了 这 且 芍 ， 我们 寺 孝 处 任意 一 令 在 后 的 值 rmtm= 
=1, 2,3,…) 与 ys 本身 之 则 的 差 ,得 | 


tl 
yum YT DT min tm 


-DT tat wry tt + 
若 在 括 弧 人 ,内 把 各 全 分 母 中 所 有 的 因子 都 换 成 x 十 2， 则 得 到 不 等 式 
Yarn ye Tm TT mrltatst tr+ + 
如 困 把 丘 颖 内 和 绚 和 搞 为 无 穷 裔 数 , 那 末 不 符 式 具有 加 蝇 : 

1 t 十 2 
Ynrm Ya Tit 1 Rt 
现在 固定 如 不 塞 而 合 名 元 限 地 增加 ， 于 是 变星 yrm (其 有 标号 只 的 ) 取 
一 序列 显然 鉴 秀 于 e 的 数值 
到 和 + YmtDr "3 ntmr "rs 
所 以 , 取 极 限时 就 得 到 


1 由 十 此 
Tyne 十 了 


或 最 后 , 得 到 


工 加 
O08 Yi 过 着 ] 和 i 


苛 用 表示 基 6 一 i 与 数 -- 之 比 ( 它 显然 位 于 0 与 之 阅 )， 则 又 梧 写 


成 
2 Yn 
在 这 式 申 出 ys 的 展开 式 代 大, 我 们 谣 得 到 一 个 重要 的 公式 ; 
1 ,1,1 0 
=] 十 着 十 前 十 去 十 :十 二 十 本 二 ， (2) 


它 是 讨 算数。 的 起 点 。 友 去 最 后 的 一 贡 “ 余 项 "， 大 把 其 余 的 各 项 部 换 成 其 
十 进 小 数 的 近似 秆 , 我 们 就 得 到 。 的 一 个 近似 依 。 


利用 公式 2) 我 们 来 计算 。, 葡 如 股 , 准确 到 [1 2 00000 
首先 需要 确定 怎样 选取 数 呈 ( 它 可 由 我 们 支配 ), 于 能 了 
二, 50000 
达到 这 个 准确 座 。 41 
逐次 地 计算 阶乘 的 倒数 (参半 附 表 )， 我 何 看 出 ， 寺 =0.16667 一 
二 下 站 A 了 5 3 二 
于 时 区 的 中 ) 中 的 * 祭 项 "已 约 是 工 -aouer- 
zr i #60. O0003., 
一 一 ,00008833 十 


四 此 , 奔 去 它 时 , 误差 远 小 于 所 提出 的 限度 。 我 们 就 到 1 
n 的 这 个 镇 。 把 其 余 各 项 都 化 为 十 进位 小 数 ， 在 第 五 。 前 一 0.00139 一 
位 小 数 上 取 近 似 信 (达到 后 备 的 准确 度 ), 使 得 误差 在 4.-0. 00020— 
入 对 慎 上 小 于 去 "D5。 我 们 把 计算 的 业 果 列 虞 一 责 。 一 5 一 
与 近似 值 症 列 的 到 导 (十 或 一 ) 指示 着 修正 数 的 符 导 ， 获 恢复 淮 确 的 数值 必 
须 把 修正 数 加 上 去 。 

于 是 ， 我 们 看 出 了 在 蛮 去 余 项 时 修正 数 小 于 [55。 现 在 再 计算 取 近 似 值 
时 的 修正 数 ( 茵 同 它们 的 符号 ), 就 不 叭 了 解 ， 对 于 所 得 的 数 。 近似 该 的 总 修 
正 数 介 在 | 


2 3.5 
“05 3 ts 


.十 2 上 
地 eT TI 


-OO 一 
之 间 。 ”因此 数 * 本 身 包含 在 两 小 数 
2.71824 2,718205 
之 间 , 因而 可 全 
és 二 2.7182+ ,000, 
我 们 注意 , 这 同一 个 公式 {中 也 可 用 类 证 并 。 是 无 更 数 。 
从 反面 来 讨论 ， 试 假定 。 等 于 有 理 分 数 万 ， 于 是 , 若 对 于 这 个 和 写 出 公 


式 (2), 我 们 恒 有 


站 二 寺中 0) 
2! 二 娠 


用 3 来 这 等 江 的 阿 具 的 夫 队 外 的 有 人 我 们 和 宴 到 堪 山 是 整 


a 


+ 


断言 


50. 数 e 的 基本 公式 “自然 对 数 ”在 第 铬 寂 中 我 们 前 定义 数 
e 为 依赖 寺 自然 附 标 数 的 变量 的 极限 : 


e= lim @ + ) (3) 
琨 在 我 由 要 建立 更 一 般 的 若 果 - 


1 


e=lim(l+w)", (4) 
为 此 , 只 要 证 明 [ 儿 第 35 7 段 ] 一 下 过 关 柔 分别 地 上 成立: 
in 人 十 区 二 | din (1+w)3=e, (da) 


这 次 我 们 要 利用 “序列 的 衣 言 "所 下 的 极限 定义 [第 32 段 1。 
若 把 极限 (3) 看 作 是 2 的 函数 的 极限 , 大 用 “序列 的 瑟 言 "来 解 
释 它 ， 虽 不 区 ln} 是 怎样 一 个 随 着 附 标 太 增 大 至 无 穷 的 自然 数 的 
序列 , 我 们 得 到 等 式 
， 1 x 
lim(1+) 一 


现在 谋取 任何 趋向 于 零 的 一 序列 的 正信 {xe}; 可 以 谣 所 有 


一 1 一 


的 Vi 他 m= 天 二 ) 于 是 
‘i 


ni < nyt1 HL ng? 00, 
万 


因为 这 时 


1 1 
-一 < 由 一 一 4 
Rn 十 1 5 


所 黄 
基于 了 


1 np 二 1 
现 过 的 下 了 可 以 下 写成 


1 1 礼 志 十 工 
六 人 十 二 


1 
(+ 二 1 十 1 ” 
We 十 1 


Qf) 
并 且 , 报 福 45)， at es 
G+ 二 ) 一 e 同 宰 ( 1) 一 e) 
同时 , 显然 有 
1 十 二- 1+ tl. 


由 此 可 见 , 上 述 两 个 表述 式 趋 向 于 公 兴 的 极限 e， 于 是 [由 第 38 段 
中 的 定理 3)j 夹 在 它们 中 间 的 表达 式 也 趋向 于 e: 


lim (1 二 we) 六 一 6. 
因此 关系 式 (4a) 中 的 第 一 式 已 用 “序列 的 语言 "得 到 证 明 。 
为 了 要 证 明 其 小 第 二 式 , 我 们 现在 假定 序列 {x} 由 负 值 组 成， 
并 且 赵 向 于 零 ; 我 们 算 作 wk 一 J。 如 果 令 ‘二 一 gy 则 
3， 3 一 人 | 


4. 
DA 


1 二 op) 在 一 侍 一 gg) 下 1 ) 
证 一 -一 2 上 一 = 
( Br | ‘ HE (En 


2 = (ir Yh 二 


因为 根据 所 证 ， mu 二 趋向 于 6, 第 二 个 因子 显 
然 有 极限 1 所 以 左边 的 表达 式 也 趋向 于 0, 公式 (4) 已 完全 证 明 。 

数 。 的 这 个 重要 性 质 是 它 的 -- 切 应 用 的 基础 。 这 一 -性质 使 得 
选 。 作为 对 数 系统 的 底 有 特别 的 恒利 。 以 。 为 底 的 对 数 叫 向 自然 
对 数 ， 并 用 记号 全 来 表示 它 ;在 许多 理论 的 研究 中 专门 用 自然 对 
数 Q。 

还 要 提 到 的 是 , 以 10 为 底 的 常用 对 数 与 自然 对 数 之 间 的 联系 
是 田 著 名 的 公式 


=-(1+7 


log w=ln wx 
来 表示 的 , 其中 下 是 换 底 的 模 且 等 于 


型 一 loge 一 二 条 一 = .41434294:+ 


要 得 到 这 个 公式 并 不 难 , 只 蓝 在 得 等 式 
x= 


的 两 壮阳 以 10 为 床 的 对 数 即 可 。 


$5， 收效 原理 
§ 51. 如 分 序列 设 已 给 一 个 序列 


CL 灾 有 0 这 3 (1) 


他 这 种 对 数 育 时 按照 苏 阁 兰 数学 家 轴 诺 耳 (1550 一 1617) 一 一 对 数 的 发 明 者 一 一 
的 省 字 论 称 为 棉 皮囊 对 歼 。 钠 皮 耳 自已 洲 鲁 有 过 对 数 系 社 的 底 的 松 人 多 二 六 已 是 在 郧 


a 


一 原 弄 土 独自 尾 哑 于 建站 了 了 它 人 ,但 酝 的 对 束 相 当 于 底数 接近 于 二 的 对 散 ， 与 他 同时 
代 的 瑞士 数学 家 斑 琪 (1552 一 1632) 制 立 了 底数 楼 近 于 8 的 对 数 。 


除了 它 以 外 , 我 们 考虑 尾 何 一 个 属于 它 的 部 分 序列 


并 (2) | 
其 中 人 mw} 是 基 一 个 上 升 的 自然 数 的 序列 : 
NN Ra RR (3) 


在 这 里 依次 取 杂 部 自然 数 全 的 序号 已 不 是 % 而 是 如 ns 也 戌 为 
的 西数 , 取 自 然 数 的 值 , 并 且 当 力 上 升 时 显然 趋向 于 无 穷 天 。 

车 序列 (4 有 确定 的 极限 a 有 限 的 或 不 是 有 限 的 )， 则 部 分 序 
列 (2) 也 有 同样 的 极限 。 若 序列 (1) 没 有 确定 的 极限 ， 则 对 于 任何 
部 分 序列 黄 , 极限 还 可 能 存在 。 

加 如 , 设 mm 一 (一 De 这 个 变 最 没有 极限 。 如 果 限 制 只 取 
奇数 或 倘 数 值 而 变动 , 则 部 分 序列 


多 1 一 卫 ， ra=1, "won l= 1, 机 


与 
to= —1, r= 一 二 -一 一 
就 分 里 再 已 数 圭 与 一 1 为 它 俩 的 极限 。 
在 序列 4 为 无 摆 的 情形 ， 村 部 分 序列 《3) 具有 有 界 的 极限 有 
时 是 不 可 能 的 [ 当 序 刻 (二 本 身 趋向 于 士 c 时 ， 就 是 如 了 此]。 度 之 ， 
对 于 和 入 的 厅 刻 ， 成 立 着 下 面 的 波 尔 赛 请 -维尔 斯 德 拉 斯 了 的 断 


ml 


“ 波 尔 察 诺 - 直 尔 斯 德 拉 斯 的 预 各 定理 从 任何 有 界 的 序列 


ee re 


(这 种 设法 不 致 排除 在 所 答 的 序列 内 有 相等 的 数 的 可 能 性 , 在 
应 用 上 这 是 很 方便 的 。) 

证 明 ” 帘 翁 部 的 数 x 都 在 两 界限 4 与 5 之 间 。 把 区 闯 [a 5] 
分 为 两 守 ， 旭 至 少 有 -- 盾 包含 有 所 条 序列 中 的 无 窗 多 个 元 索 ， 央 


由 ” 座 尔 斯 德 拉 斯 41815 一 1899? 是 宁 圾 的 枫 国 的 数学 家 。 
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为, 如 车 不 然 , 旭 在 你 个 区 间 fo 5] 内 所 包含 的 这 种 元 素 就 会 是 有 
限 多 个 , 但 这 是 不 可 能 的 。 于 是 设 [o, 如 ] 是 包含 有 无 穷 多 个 数 mr 
的 那 一 守 ( 营 两 什 都 如 此 , 旭 取 其 中 和 任 一 牢 )。 

同样 , 从 区 疝 [a 区 二 内 根据 条 件 分 出 它 的 一 中 [as 加 ],， 使 得 
在 其 内 包 售 有 无 穷 多 个 数 x,， 等 等 。 维 炉 这 种 步骤 ， 在 第 次 分 
出 的 它 的 区 问 [ap, 541 内 辐 样 包含 有 无 窘 多 个 数 xn; 如 此 无 限 地 
能 往 进 行 下 去 。 

在 所 构成 的 这 些 区 间 中 (从 第 一 个 起 )， 每 一 个 都 包含 在 其 章 
一 个 之 肉 且 为 它 的 一 持 。 此 外 ,第 天 个 区 癌 的 长 度 等 于 


一 下 
35 
省 随 着 大 的 上 逢 而 趋 癌 于 零 。 应 用 [第 各 段 ] 关于 区 疝 蹇 的 预 洗 
定理 , 我 们 痛 定 , ax 与 bx 趋向 也 一 贫 共 的 极限 c， 

现在 我 们 可 用 下 面 的 方法 归 划 地 把 部 分 序 刻 {tza} 造 出 来 。 在 
我 们 的 厅 列 的 元 素 zn 中 取 包 含 在 [a 如 j] 内 的 任 一 个 (例如 ,第 一 
个 ) 作为 zl。 在 zn, 后 面 的 各 元 素 zr 中 取 包 含 在 [a bu] 内 的 全 


nO— y= 


和 


Xml wz aa 后面 的 各 元 素 zn 中 取 包 售 在 a bu] 而 企 
个 (例如 , 第 -个 ) 作 为 zn,。 这 种 依次 进行 选取 元 素 的 可 能 性 ,是 
由 每 一 区 间 [as B54] 包含 有 无 穷 多 个 数 zw(〈 邹 包含 有 序号 可 任意 
大 的 元 素 zw) 这 个 条 件 所 诀 定 的 。 

其 次 , 因为 


i H limas =limby =e, 


所 以 由 第 38 段 的 定理 3) 也 有 limzx ,=c, 这 就 是 所 要 证 阴 的 。 

在 这 断言 的 施 明 中 应 用 了 滩 次 等 分 所 考虑 的 区 陶 的 方法 ， 它 
在 其 他 情形 中 对 我 们 也 是 常 有 用 的 。 

波 尔 察 雍 -维尔 斯 德 拉 斯 的 丰 备 定 青天 大 地 简化 了 许多 困难 
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的 定理 的 证 明 ， 它 已 解决 了 这 些 论证 的 难点 。 在 以 下 的 几 段 内 我 
们 要 利用 它 。 
52. 以 自然 数 为 变 元 的 画 数 其 有 限 的 极限 的 存在 条 件 ” 没 已 
给 变量 pw， 它 依 次 取 一 序列 的 数值 (1); 我 们 要 对 于 这 个 变量 (或 
考 对 于 序列 岂 是 一 样 ) 来 解决 关于 有 有 限 级 限 的 存在 性 的 一 般 刹 别 
法 的 问题 。 要 达到 这 个 目的 ,极限 定义 的 本 身 是 不 能 用 的 , 因为 在 
定义 中 已 提 到 这 个 极限 ， 而 它 的 存在 性 就 是 还 要 讨论 的 问题 。 我 
们 擅 需 要 的 判别 法 就 只 能 应 用 我 们 已 知 的 东西 ， 也 就 是 变量 的 数 
值 的 序列 (1)。 
下 看 的 著名 定理 解决 了 所 提出 的 问题 ， 这 个 定理 属于 波 尔 察 
诺 (1817) 与 计 四 (1821), 通常 称 它 为 网 证 原理 。 
定理 ”要 变量 wn 有 有 限 的 极限 , 其 必要 且 充 分 的 条 件 是 : 对 
于 每 一 个 数 s>>0, 存在 有 这 样 的 序号 六 ,使 得 当 gr>N 与 w 盖 六 时 
不 等 式 
[gn — zurl < (4) 
齐 成 并 。 
读者 可 看 出 ， 这 里 问题 在 于 要 使 变量 的 数值 按照 共 序 号 的 上 
升 而 后 此 无 限 地 接近 。 我 们 来 讲 这 定理 的 证 明 。 
必要 性 ” 设 变量 zs 有 确定 的 有 限 的 极限 ， 警 如 说 是 wo 由 极 
限 的 定义 [第 288 段 ], 不论 s>0 是 怎样 的 数 ,对 于 数 厂 可 求 得 这 样 
的 序号 N, 使 得 当 w%>>~VW 时 恒 有 不 等 式 
8 
[on ~ al < 
现在 取 任 意 两 个 序号 w> 与 @>> Ni; 对 于 这 两 序号 同时 有 
oo 一 中 一 本 与 [a— wr |<, 


2 
由 此 得 


| zs. 一 3m | 二 | (oa 一 CD) 十 (a— gn) | < 
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|r 一 在 | la 一 wn| 之 寺 十 半 二 4 


这 样 , 条 件 的 必要 性 就 证 明了 。 要 证 明 它 的 充分 性 就 难得 多 ，。 
充分 性 “在 这 里 我 们 正 要 应 用 前 段 的 预备 定理 。 
宇 是 , 蝶 定 条 件 已 成 立 ， 且 对 于 给 定 的 s0 找到 了 这 样 的 序 
数 久 ， 使 得 对 于 WW 玉 与 % 之 蚤 有 不 管 式 (4)。 部 需 这 了 时 固定 1， 
则 把 (4) 式 收 写成 
Va 十 外 
时 , 我 们 看 出 , 变量 zw 在 各 种 情形 下 是 有 界 的 : 它 的 数值 当 % 祖 
时 都 包含 在 数 zm 一 8 与 xar 十 8 之 间 ， 并 且 .不 难 放 宽 这 两 个 界限 ， 
使 得 这 前 画 的 术 个 数值 zu zw …, zx 也 包含 在 它们 的 中 间 。 
于 是 由 小 尔 察 诺 - 维 尔 斯 德 拉 斯 的 预备 定理 , 可 以 分 出 一 个 部 
分 序列 {xnp}, 它 收 合十 有 限 的 极限 c: 
lim wnr = 5. 
我 们 来 证 明 变 量 ** 也 臣 向 于 这 个 稚 限 。 可 以 选取 这 样 大 的 包 使 
得 . 
[zn —c1<s, 
并 且 辐 时 使 得 % 祈 入 。 因 此 , 在 (#4) 中 可 以 取 w 二 ng 而 得 
ln 一 oo | 8. 
合并 这 两 个 不 等 式 , 最 后 得 到 
(xs C00 二 28 ( 当 nn>NY, 
这 就 证 明了 我 们 的 断言 了。 
附注 虽然 波 尔 罕 诺 与 厂 次 确立 了 由 他 们 所 发 表 的 有 限 极限 
的 存在 条 件 的 充分 性 ， 可 是 没有 严格 的 实数 理论 自然 不 能 能 证 明 
它 。 


中 数 2E 象 E 一样 也 可 以 “任意 下 > 如 果 碳 意 的 话 ， 开 始 可 以 不 取 上 耐 取 羡 ， 
了 半 是 在 这 里 就 会 得 到 5, 及 后 说 敬 金 遂 到 类 亿 的 情形 。 
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53, 任何 变 元 的 画 数 具有 有 限 极 限 的 存在 来 件 现在 我 们 转 
过 来 考虑 在 一 个 以 8 为 么 点 的 区 域 多 = 地) 内 给 定 阴 数 帮 z) 时 
的 一 般 情 形 , 象 在 自然 数 变 元 的 欧 数 时 一 样 , 可 以 建 衬 同样 的 判别 
法 以 判定 这 个 半数 当 zz 趋向 于 4 时 其 有 限 的 极限 的 看 在 性 。 我 们 
对 @ 是 有 限 的 情形 与 对 #= 十 ce 的 情形 平行 地 来 竹 述 这 个 判别 法 。 
定理 ”要 国 数 1(z)y 当 z 趋向 了 于 时 有 有 限 的 极限 , 其 必要 且 
充分 的 条 件 是 : 对 十 性 一 个 数 a 二 0， 在 任 有 这 样 的 数 82>0(A>0), 
使 得 只 此 
ee la el (yA 5 rw >A), 
\flr) —f(s') [<8 
我 们 在 a 是 有 限 的 数 的 假定 下 来 进行 证 明 。 
必要 性 设 存在 着 有 限 的 极限 
lim fg 一 过 
于 是 对 于 给 定 的 8 这 0， 可 求 得 这 样 的 8 六 0， 使 得 只 要 lz 一 41 二 8 
就 有 
lf (2)— A| < 
又 设 ]lz' 一 a| 二 8, 因而 又 有 
14-f(2) |< 
因此 , 在 同时 有 
[一 站 | 8 与 | 入 一 外 | < 
的 假说 下 , 我 们 得 到 
(fr) — f(a) | a, 
把 问题 化 为 已 考虑 过 的 情形 ， 充分 性 就 可 以 建立 起 来 。 在 第 
32 段 中 用 “序列 的 语言 "所 表 法 的 函数 的 极限 概念 的 定义 ， 为 我 们 
开辟 了 建立 这 充分 性 的 途径 。 
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于 是 假定 定理 中 所 述 的 条 件 成 立 ， 并 且 对 于 任意 取 的 as 一 0, 
确定 了 对 应 的 80。 

营 {wn} 是 多 的 数值 中 的 任 一 收 误 于 & 的 序列 , 则 按 序 列 极限 
的 定义 ， 可 求 得 这 样 的 序号 N, 使 得 对 十 mn 有 ; [xs 一 | 之 8 
除了 如 以 外 , 又 取 舅 一 个 序号 %' 宝 ,因而 同时 

Ira— | 8 与 12 一 到 | < 去 站 
于 是 ,由 数 8 的 选 法 , 有 
[fn) —f (xu) | 8. 
这 个 不 千 式 在 两 序号 与 嗓 都 大 于 次 的 唯一 要 求 下 是 成 立 的 。 这 
就 是 说 ,第 她 段 中 的 条 件 对 于 自然 数 变 元 的 函数 f(z。) 是 成 立 
的 ,由 此 可 见 ,序列 
fOr), Fra) (ov 

有 有 限 的 极限 , 璧 如 说 是 4。 

剩 下 尚 要 确定 的 是 ， 这 个 极限 4 不 依赖 于 序列 {tzw} 的 选 法 。 

设 刀 za+ 是 另 一 个 序列 ， 卫 自 瞻 中 并 县 又 收 伍 于 g&。 对 应 于 它 
的 图 数值 序列 财 (za)), 根据 所 证 ， 有 某 一 有 限 的 和 极限 册 。 要 证 明 
4 = 风 我 们 慨 设 丰 是 这 样 , 作 z 的 数值 的 新 泽 列 

iy Ty Toy Ta Wns Vhs “iy 
它 显 然 收 敏 了 于 gs。 对 应 于 它 的 函数 值 的 序列 
fe), FwD), Fra), fra), Fe) ea) 

根本 没有 极限 ， 因 为 由 它 的 奇 位 项 或 偶 位 项 所 组 成 的 部 分 序列 各 
”趋向 了 不 同 的 极限 [第 昏 段 ]。 但 这 与 已 证 明 的 事实 巴 胡 。 可 地 
当 ga 时 国 数 jw) 确实 趋向 于 有 限 的 极限 4。 


$ 6， 无穷 小 量 与 无 穷 大 量 的 分 类 


54. 无 穷 小 量 的 比较 ”假定 在 某 种 研究 下 要 间 时 考 碟 一 系列 
的 无 穷 小 量 


至 . 
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i BB, Yy*", 
--- 般 谣 来 ， 它 们 是 同一 个 变量 ， 警 如 说 ,x 的 画 数 , x 趋向 于 有 限 的 
或 无 限 的 极限 a 
在 许多 情形 中 ， 把 这 些 被 称 为 无 究 小 的 量 按 照 它 们 接近 于 小 
的 性 质 互相 作 一 比较 ， 是 有 趣 的 。 作 为 西区 宕 小 最 = 与 8 的 比 远 
的 基础 的 , 是 它们 的 比 的 性 态 @。 为 此 我 们 建立 下 面 两 个 定义 : 


[ 潜 比 (或 者 号 ) 有 郑 有 限 的 且 异 于 零 的 极限 ， 划 无 才 少 最 
wa 与 8 算 作 是 同 极 的 。 
Hl. 车 比 记 本身 是 无 筋 小 量 (或 者 比 -< 是 无 基 大 量 )， 则 8 算 作 


是 吉 天 劣 小 最 = 更 高 才 的 无 小 最 ， 而 同时 是 吉 天 尖 小 最 6 更 
征 季 的 无 筋 小 量 。 
网 如 , 车 e=z 一 0, 剧 与 这 个 无 穷 小 量 相 上 比较， 下 列 应 无 办 小 
基 
sing, tgr, AT 二 zz 一 1 
都 是 与 它 同 航 的 无 禾 小 贡 , 办 为 我 们 已 碎 知 道 [ 第 34 段 ,5); 第 49 
眉 , 8) j]: 


Jim_sin2 1, lim tol -二 
开 一 全 9 Er 2 
反之 ， 无 盘 小 量 
1 — coss, tez— sing (1) 


当然 , 岂可 以 这 到 两 无 巡 小 量 之 比 不 趋向 于 任何 的 极限 , 也 不 
是 无 穷 大 其 ; 例如 , 洪 取 [参阅 第 34 段 ,6) 与 7)] 


人 一 汪汪 =xsinl, 
必 


加 我 仙 倒 定 用 作 除 数 的 焉 最 至 少 对 于 尼 况 接近 于 4 的 * 的 狼 佣 不 成 为 慌 。 
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划 它 们 的 比 等 于 sin 士 , 当 z 一 0 时 紫 比 并 无 极限 。 在 这 种 情形 下 ， 
我 们 设 ,这 两 个 无 穷 小 量 不 能 比较 。 

我 们 注意 ,如果 无 穷 小 量 吕 是 比 励 穷 小 基 w 更 商 极 的 , 如 这 一 
事实 就 写成 ; 

B= ot0). 
例如 , 可 志 写 
圭一 pos 多 一 中 人 tpx— sing =—=o0(r), 等 。 

可 见 记 号 o (a) 是 比 a 更 高 般 的 无 穷 小 量 的 一 般 和 号 。 今 后 我 仙 
将 应 用 这 种 方便 的 记号 。 

55. 无 穷 小 量 的 尺度 ”有 时 会 沉 到 希 要 对 无 究 小 量 的 竹 态 作 
更 精确 的 比较 , 要 用 数字 来 雪 达 宅 倘 的 家 。 在 这 情形 下 , 首先 从 所 
研 罕 的 各 个 无 穷 小 量 之 内 移出 一 个 ( 警 如 裔 是 a ) 作 为 “标准 ”， 称 
它 为 基本 无 穷 小 量 。 当 然 ， 基 本 无 敌 小 量 的 选取 在 某 种 程度 内 是 
任 济 的 ， 但 通常 选 到 共 中 最 简单 的 。 如 果 所 要 潜 卡 的 各 量 慨 定 都 
是 x 的 画 数 样 日 它们 当 zx 芍 问 于 & 时 都 咸 汶 无 穹 小 , 晶 依 为 需 ， 
为 异 于 零 的 有 限 鸡 或 为 无 要 大 ， 自 然 地 分 别 选 芭 


| =， le-al, THT 
作为 基本 无 如 小 。 
其 次 ， 为 了 要 评比 性 盾 更 复杂 的 无 穷 小 ， 可 由 基本 舌 券 小 & 


(我 们 需 为 a >0) 的 各 各 不 同 的 正 指 数 客 号 组 成 一 种 尺度 只。 


有 L 若 8 与 or(h>0) 是 同 般 的 无 穹 小 最 ,也 就 是 说 , 比 市 有 异 于 
肘 的 有 限 的 极限 ， 则 和 舍 作 是 (关于 基本 无 雾 小 = 的 ) 般 的 无 究 
和 下 

例如 , 如 果 我 们 不 满意 前 面 所 说 的 “(1) 中 两 个 无 鹤 小 ( 当 x 一 人 


DD 不 难看 出 ) 当下 守 中 有 * 与 必 同 为 还 沱 小 县 。 
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是 比 wx ta =z) 更 高 绥 的 无 穷 小 ” 那 一 断言 ， 那 末 理 在 可 以 确切 地 
说 , (1) 申 前 一 个 蚌 关 于 4 二 * 的 二 稻 无 穷 小 , 而 另 一 全 是 三 圾 无 穷 
小 , 困 汶 [ 见 第 各 裔 ,7), (a) 与 (6)] 
1 1— eos 1 J te en 1 
z30 次 LI0 : 人 2 
56. 等 价 的 无 穷 小 是 ”我们 现在 来 计 间 炎 无 宠 小 中 一 种 格外 
乔 枫 的 特殊 情形 。 
IY， 车 4 与 8 珊 无 穷 小 的 黄 7 ~ 8 一 “是 比 与 6 中 任何 一 
个 更 高 报 的 泡 雳 小 : 
| y=ola) 与 7-0(8), 
我 们 便 称 无 宠 小 a 与 8 是 等 价 的 ( 记 作 ~ 8 )。 
可 是 , 这 只 要 YY 是 比 这 两 无 究 小 中 之 一 竟 商 般 的 无 雳 小 就 能 了 , 因 
为 ,例如 , 车? 比 w 的 航 更 高 ， 基 它 也 比 8 的 航 果 高 。 事 实 上 ,由 
lim =0 就 推 得 


7 
9 Y 了 “ YY 站 
lm = im 一 二 一 1 =0. 
lm 5 11n dy lI 了 
tte 


考虑 两 个 等 价 的 无 窗 小 与 8， 于 是 及 一 以 十 了 其 中 YY = ot0). 
若 近似 地 令 8 二 a®， 划一 一 当 两 个 量 都 站 小 时 一 一 不 但 由 这 替换 
所 此 的 契 对 路 着 | 7 | 药 向 于 履 ， 而 且 相 对 路 差 | 之 | 也 趋向 于 替 。 
换 包 话说 ， 当 a 与 8 的 值 充 分 小 时 , 可 以 令 84 而 有 着 任意 大 的 
相对 的 准确 度 。 在 近似 计算 中 ， 复 杂 的 无 穷 小 可 换 为 与 它 等 价 的 
简单 的 无 券 小 , 就 是 以 此 为 根据 的 。 

我 们 要 建立 一 个 有 用 的 鉴定 两 无穷 小 的 等 价 性 的 准则 ， 实 盾 


人 D 符 续 二 者 示 近 得 的 敬 式 。 


一 1I2 一 


上 和 和 演 帮 全 人 全 全 而 与 前 面 记 痊 的 定义 全 一 样 的 


六 War Ue er er tr 


lim—=1] 
8B_1-7 
2 区 


由 此 位 即 推 得 我 们 的 断 阁 。 实际 上 ， 如 果 二 一 J 出 二 了 了 0， 就 是 褒 ， 
y 是 比 < 罗 贡 儿 的 守 小 而 pe。 反之 , 湛 给 定期- 
于 是 上 一 1。 

性 

惠 用 这 个 准 姑 , 显然 可 此 当 x 一 0 时 sinw 与 tgz 都 是 等 价 于 
z 的 无 穷 小 , 而 VITS- 1 等 价 于 二 ws。 由 此 得 近似 公式 : 

9in 光 二 4 tw 二 入 VTS 一] 之 二 e 

已 纸 蓝 明 的 等 价 无 穷 小 量 的 性 发 可 以 应 用 于 确定 册 型 的 未 定 
式 , 即 应 用 于 确定 两 区 宙 小 量 之 比 坪 的 极限 。 这 时 其 中 每 一 个 最 
可 用 与 它 等 价 的 钙 一 无 笼 小 量 来 代替 而 对 于 所 求 的 极限 毫 无 影 


呆 。 
实际 上 ， 车 0 及 SB~B, 即 


im 一 1 且 lim 刀 -~ 1, 
多 好 
有 还 


Sil 


忆 
一 和 
与 比拟 仅 相 沽 两 个 各 趋向 于 1 的 因子 ， 因 而 两 者 有 相同 的 极限 。 


若 能 把 喜与 有 进香 充分 地 简单 ， 妈 立即 可 尽 使 半 是 大 大好 简 
化 ; 例如 ， 


—1l3— 


VI+z+e m1 , 92 1 
Hm yin 2x In Dm 4 
从 已 证 明 的 定理 也 能 推出 ， 两 个 各 与 第 三 者 等 价 的 无 穷 小 是 


57, 无 穷 小 量 的 主 邵 的 分 离 ” 苦 已 选 定 上 为 基本 无 穷 小 , 则 形 
如 crow 的 量 自 然 娄 算 作 最 简单 的 无 穷 小 ， 这 里 的 。 是 常 系数 且 
E>0。 设 8 是 甘于 & 的 级 无 穷 小 , 即 


lim 在 = CO, 
其 中 * 是 界 于 等 的 有 限 的 数 。 于 是 


| 
lim 一 工 ， 


而 无 容 小 如 与 ca” 是 等 价 的 : 8~ca*。 这 个 与 所 给 的 无 穷 小 8 等 
价 的 最 简单 的 无 穷 小 cax， 叫做 8 的 主 部 (或 主 项 )。 

利 几 上 面 所 建立 的 结果 ,除了 已 指出 的 简单 例题 以 外 , 不 难 分 
出 下 列表 运 式 的 主 部 : 


二 一 Cog wj 和 ~ tg wr —sin pT 


这 里 x 一 0, 并 且 x 二 x 就 是 基本 无 穷 小 。 

设 -cear, 即 8=cos 十 ,其 中 Y=ota*)。 可 以 设想 ， 从 无 益 
小 可 再 分 出 主 项 :Y 一 ea" 十 8, 其 中 8 一 ol) (4 一 训 , 等 竺 。 

这 种 从 无 穷 小 中 逐次 分 出 其 级 数 不 断 增高 的 最 简单 的 无 劳 小 ， 
的 步 野 , 可 以 继续 进行 。 

在 本 节 中 我 们 只 建立 主 部 的 一 般 概 念 ， 仅 用 少数 几 个 例题 来 
说 明 它 们 。 以 后 对 于 刚才 所 说 的 关于 已 给 无 穷 小 明 的 主 部 的 构 
近 , 以 及 如 何其 主 部 内 再 分 出 最 简单 的 无 穷 小 量 , 我 们 还 要 指出 系 
统 的 方法 。 
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58. 应 用 问题 为 了 说 明 上 述 的 于 想 , 我 们 举 出 两 个 庶 用 问题 。 

了 0) 设 用 1 米 长 前 尺 来 测量 地 上 一 直线 距离 。 因为 实际 上 共有 把 斥 堆 确 
地 祝 着 所 测量 的 直线 巾 帮 , 所 以 测量 的 结果 比 真 正 的 长 诬 要 大 一 些 。 我 们 但 


图 25， 
就 测量 时 凡是 曲折 地 区 下 的 展 坏 的 情形 设想 , 就 是 说 ,测量 时 尺 的 两 端 轮 流 
直人 篇 在 直 比 的 两 侧 , 其 与 直线 的 距离 为 娄 (! 图 35)。 试 历 计 共 误 差 。 

每 放下 一 次 尺 所 生 的 绝对 误差 党 于 尺 的 长 座 地 与 它 在 所 测 基 的 直线 上 
的 投影 之 差 ; 这 投影 是 : 


把 近似 公式 


| 于 二 = 十 吉 z 


| 
应 用 于 == 一 全 的 情形 (这 是 可 以 的 , 因为 量 》 比 1 小 得 多 ), 我 们 可 有 
上 (- 疙 )=I- 全 


来 代替 投影 的 表达 式 。 在 这 情形 下 上 述 的 误差 是 ， 而 相对 误差 显 邹 是 


1 
jh 
党 -， 这 个 相对 误差 即使 在 尺 放 下 多 次 时 也 保持 不 变 。 


知 采 这 误 益 的 轻 限 规定 为 a, 就 是 说 ， 
应 该 有 2 一 s, 则 由 此 得 <1V 本 


例如 ， 当 几米 长 的 尽 (=2) 油层 
对 , 要 达到 0. 001 的 相对 准确 度 ， 需 费 偏 
差 A 不 超过 2v0.0005 二 0.045 米 或 生 , 5 
厘米 。 

2) 在 划分 地 上 上 的 而 弧 时 下 面 的 问题 
是 有 意义 的 - 试 求 图 红 480 上 的 笑 f= 


一 史记 与 这 是 的 侍 臣 4 上 的 秋 六 = 站 B: 之 比 ( 图 26)。 
车 合 图 周 的 第 径 锥 于 Y, 


六 40B=9, 旧闻 40B1= 卫 目 


卫 
四 

f=DnDB=+(]— cospy fi= r(1— oos 杞 )， 
可 见 所 求 的 比 等 于 


这 个 考 达 式 天 复杂 以 至 灾 际 上 应 用 起 来 很 不 方便 。 ”我 们 来 求 当 -0 时 它 
的 极限 {因为 对 于 充分 小 的 9 这 表达 式 可 以 近 仆 地 用 它 的 极限 来 替代 )， 为 
了 这 个 自 的 , 我 仙 把 分 子 与 分 母 分 别 用 它们 的 主 部 来 替代 , 于 是 立即 得 到 : 


1 » 
a” 


limf lim 2 
1 
因 上 时 , 对 于 与 不 大 的 中 心 角 相对 座 的 新 ， 我 便 可 以 近似 地 答 为 ， 尘 地 的 医 是 
级 的 天 的 四 分 之 一 。 这 就 使 我 们 能 够 逐次 地 作用 一 个 豚 的 一 些 中 阐 的 成 ， 

上 员 要 已 生 乔 匠 的 两 端 及 其 中 点 就 行 了 。 

59. 无 穷 大 量 的 分 类 ”我 们 注意 , 对 于 无 笋 大 量 可 以 有 奖 似 的 
分 类 法 。 象 在 第 刚 段 一 样 , 我 们 抒 所 着 诬 的 洛 量 当 作 是 同一 个 变 
量 z 的 男 数 , 当 人 趋向 于 &% 时 它们 都 范 向 于 无 穷 大 。 

[机 个 无 宠 大 最 y 与 > 算 作 是 同 航 的 基 ， 只 要 它们 之 比 


区 (配合 其 有 蜡 于 零 的 有 限 的 极限 。 
1 若 比 式 7 本 上 身 是 无 宠 大 (或 倒转 来 是 无 劣 小 ), 则 > 算 作 
是 较 y 更 高 能 的 无 穷 大 量 ,而 同时 是 较 更 低 般 的 无 穹 大 最 。 
在 比 式 志 不 趋向 于 任何 有 限 的 极限 量 同 时 又 不 是 无 姑 大 的 情 
形 下 ,无 秀 大 ?与 3 是 不 能 比较 的 。 


将 同时 考 唐 一 系列 的 无 几 大 基 时 , 选取 其 中 一 个 ( 警 如 内 是 幼 


-一 1 各 一 
作为 基本 无 筋 大 ， 而 将 其 余 各 个 无 穷 大 与 基本 无 基 天 的 各 个 圭 作 
一 比较 。 钢 如 , 若 ( 每 我 们 在 上 面 已 假定 一 样 ) 它们 他 是 z 的 两 数 
且 当 x 时 都 成 为 无 券 大 ， 刚 当 4 一 土 co 时 通常 取 |z| 作 为 基本 
无 雳 大 , 而 当 « 为 有 限 值 时 取 7 二 -| 作为 大 本 无 笼 大 ， 

开车 * 与 办 是 同 娄 的 无 劣 大 , 也 就 是 司 , 比 式 ;有 着 异 于 等 
的 有 限 的 极限 , 草 元 容 大 “二 优 (关于 基本 元 穷 大 轨 是 二 级 的 师 。 


第 四 章 ” 单 变量 的 连续 函数 


$1. 隧 数 的 连 种 性 (与 问 断 点 ) 


60. 函数 在 一 点 处 的 连 纺 性 的 定义 ”与 两 数 的 极限 构 合 密切 
相 联系 的 是 数学 分 析 上 另 一 个 午 要 的 概念 ， 部 画 数 的 束 续 性 的 概 
念 。 以 确切 的 形式 建立 起 这 一 概念 的 ， 是 前 面 已 提 到 的 波 尔 察 鞭 
与 亲 西 二 人 。 
考 庶 在 基 一 区 赔 属 中 所 定义 的 图 数 f(z), 并 设 和 是 这 区 加 的 
一 点 , 因而 在 这 点 处 图 数 有 俏 定 的 数值 7(zo)。 
当 趋向 于 me 时 画 数 的 极限 概念 
dm fe) 
早已 为 我 们 建立 [第 32 段 与 第 33 眉 ]， 并且 我 们 便 一 再 地 着 重 指 
出 了 ， 变 量 > 却 不 取 数值 zo; 这 一 个 数值 甚至 可 以 不 属于 痢 数 的 
定义 域 ， 郎 使 它 属于 男 数 的 定义 域 ， 但 当 建立 上 述 的 极限 时 数值 
f(zo) 也 是 不 考虑 的 。 
可 是 特别 要 注意 的 正 是 
lm J(2)—f (xo) (1) 
的 情形 。 如 果 这 个 关系 式 成 立 , 我 们 使 广 ,图 数 J(z) 对 于 数值 2 二 zx。 
(或 在 点 + 一 wo 处 ) 是 连续 的 ; 如 果 它 不 成 立 , 我 们 就 说 , 阔 数 对 于 这 
个 数 生 (或 在 这 点 处 ) 有 一 间断 “。 
当 可 数 1(o) 在 点 wo 处 这 锁 时 (显然 也 只 有 在 这 时 ), 要 计算 画 
中 这 一 术 重 是 与 昌黎 的 尝 缠 性 却 间 断 性 的 直 现 有 联系 的 : 如果 图 数 的 图 形 是 连 


二 的 ,出 图 数 就 是 这 糖 的 图 数 的 间断 点 对 应 于 . 具 图 球 了 向 癌 断 点 ， 可 是 事实 上 ， 癌 机 的 
右 独 概念 本 此 就 浴 监 蒿 证， 奋 取 短 葵 收 的 最 简单 的 方 洁 恰 叉 时 遂 过 图 数 的 连结 性 | 
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数 了 (x) 当 x 一 zo 时 的 极限 , 就 与 x 本身 趋向 于 so 时 是 否 也 特别 地 
取 过 这 数值 和 付 无 鞠 系 。 

画 数 的 速 禄 性 的 定义 可 以 用 其 他 的 水 证 来 叙述 。 变 量 巾 数 竺 
zo 变 到 另 一 数值 zy 可 以 设想 为 数值 xo。 有 了 一 个 增 量 A% 二 x 一 Xo 了。 
国 数 的 新 值 y= 了 (zx) 一 f(zo 十 Ax) 与 原 值 如 一 了 (xo) 相 莽 一 个 增 量 

Ay—J (2)— fro) = frot At) — flro). 

要 画 数 了 (x) 在 点 ww。 寻 是 束 稀 的 ， 必 须 且 只 镇 它 在 这 点 由 的 揪 量 
Ay 与 自 变 量 的 增 牙 Ax 同 趋向 于 适 。 换 名 话说 ， 巡 燥 面 数 的 特征 
是 ， 当 自 变 量 的 袁 最 为 无 穷 小 时 ， 栈 数 的 对 评 增 量 好 为 无 穷 小 。 

加 转 来 看 基本 定义 (1), 我 们 来 用 “ 序 刘 的 证 言 ”[ 第 旨 段 ] 揭 
露 它 所 表达 的 内 容 。 画 数 f(z) 在 点 各 处 违 模 的 意义 可 归 和 车 如 下 : 
不 葵 
是 从 这 中 取出 的 怎样 一 个 收敛 于 mo 的 数 能 z 的 序 烈 ， 而 对 应 的 醒 
数值 序列 

Fo (oa)， (za)y…， 

妆 交 于 f(xo)。 

最 后 , 画 数 的 违 转 人 性 可 “用 s_3 语言 " [第 33 段 ] 才 了 述 如 下 ; 不 
论 对 于 怎样 的 数 。>0， 可 求 得 这 样 的 数 ;0， 使 得 不 等 式 

[xz 一 加 |<8 避 起 不 等 式 | (x) 一 了 (x0) | < 之 8. 

由 此 可 见 ， 最 后 这 个 不 等 式 在 点 zo 的 充分 小 的 邻 城 (zo 一 8, 各 十 引 
内 应 寻 成 立 。 四 

我 们 注意 , 要 计算 极限 (1), 只 要 x 不 超出 区 各 红 的 范围 , 可 以 
赴 * 从 右边 与 左边 来 通 近 于 mm。 


必 ”在 务 析 上 z 护 问 … 的 境 量 用 4r, az 上 at :来 老 示 。 这 些 号 对 必 汪 看 作 整 
个 的 记号 ， 不 可 招 态 与 3 拆 开 剑 具 描 。 
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现在 我 们 来 建立 在 一 已 知 点 处 画 数 的 单 侧 巡 炳 性 或 单 侧 回 断 
性 这 个 概念 。 
我 们 壕 , 夯 数 帮 坟 在 点 血 处 是 右 ( 左 ) 连 篇 的 ， 只 要 下 面 的 极 
限 关系 成 立 : 


famt+0) 一 dim fle)=f (0) 
| {2) 


[或 者 fm 一 0)= lim f(z)=f (0)] 


如 果 这 两 个 关系 式 中 的 一 个 或 另 一 个 不 成 立 . 则 称 六 四 在 点 mm 处 
分 济 有 一 布 商 断 或 左 癌 扬 。 

对 于 在 区 阅 红 的 左 ( 布 ) 端 @ 画 数 有 定义 的 邢 个 端点 攻 ， 星 然 
只 能 喜 到 右 ( 左 ) 违 标 性 或 句 断 性 。 如 果 x。 是 区 划 丝 的 内 点 , 就 是 
胖 它 不 与 光 的 任 一 端点 重合 ， 那 末 ， 要 想 这 一 个 表达 着 画 数 在 点 
处 (在 通常 意义 下 ) 的 连续 性 的 等 式 (1 成 立 ， 必 有 强 且 只 须 (2) 中 
四 个 等 式 同时 成 立 [第 35 段 ]。 换 句 说 栈 ， 夯 数 在 点 xo 处 具备 过 
烧 性 与 它 在 这 点 处 同时 具有 左右 溃 炉 性 是 等 价 的 。 

车 一 画 数 在 区 间 允 的 每 个 点 处 是 违 入 的 ， 我 们 就 简称 它 在 儿 
内 是 速 糖 的 。 

61. 单调 函数 的 谴 炉 性 的 条 件 ”考虑 在 区 间 约 内 单调 上 升 ( 下 
降 )@ 的 画 数 [第 好 段 ]。 这 个 区 闻 可 以 是 有 限 的 ， 也 可 以 是 无 限 
的 ， 可 以 是 闭 的 ， 电 可 以 是 生 开 的 歌 开 的 。 我 们 现在 要 建立 一 种 
简单 的 物 定 法 ， 使 我 们 能 迅速 地 发 现 这 一 类 型 的 曾 数 在 整个 区 问 
多 内 的 连续 性 。 

定理 ”车 类 = 在 区 问 儿 内 变动 时 单 涯 上 升 ( 下 降 ) 丽 数 fz) 所 
取 的 数值 集合 包含 在 某 一 区 加 2x 内 直 且 把 @y 公 部 卉 满 ， 则 画 数 


DB 假定 这 一 自荐 有 限 的 数 。 
加 为 了 图 确 起 见 我 信 假 定 画 数 是 在 多 六 了 音 亚 上 天 的 ( 昌 辑 对 于 在 广 尽 下 的 昔 
晤 阴 数 定理 也 是 正 病 齐 )。 
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jz) 在 区 间 空 内 是 连续 的 ” 。 

选取 给 内 的 任 一 点 xo 并 发 它 不 是 这 区 间 的 右 奖 , 我 们 来 十 阴 
函数 jz) 在 点 zo 处 是 右 连 粮 的 ; 如 果 zo 不 是 所 考虑 的 区 间 的 左 
媚 , 则 夯 数 在 点 zo 处 的 左 连 鲁 性 世 同 样 地 可 坟 证 明 ， 于 是 综合 起 
来 就 得 到 定 惠 中 的 畦 论 。 

点 如 一 了 (zo) 属于 区 加 终 , 不 是 它 的 右 端 [因为 在 入 内 数 从 
> 时 在 乡 内 的 对 应 数值 y 一 了 (zx) 宝 go]。 访 8 是 性 意 小 的 正 数 ; 
着 且 假 定 它 小 到 这 种 程度 , 使 得 数值 yj 一 %+8 也 属于 区 间 。 因 
为 由 人 恨 攻 2 = {f(x))》, 所 以 在 这 内 可 求 得 一 数值 x 使 有 

flr) = 
并 且 显然 有 xiao( 因 为 当 x<zo 时 就 有 天 oz 所 y0)。 合 8 二 x1 一 %o， 
于 是 =xo 十 38。 如 果 现 在 
0<<z 一 x0 二 匀 环 即 和 二 za 
用 
yo 有 (+) 一 负 一 各 十 6 或 者 0<f(x) 一 oo) 一 a 


@ 以 所 第 70 必 中 ] 我 们 要 证 明 认 轩 所 般 述 的 单 钢 国 数 的 加 种 性 的 充分 条 件 也 
是 儿 理 的 铸件 。 
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”这 就 是 机 
lim f(z) =f (x0), 


也 喜 是 语 , 画 数 f(x) 确实 在 点 wo 外 是 训 连续 的 , 这 就 是 所 要 链 明 
的 。 27 可 作为 所 引进 的 论证 的 解释 , 
62. 连 秆 函数 的 算术 运算 “在 讲述 连 炉 丙 数 的 例子 以 前 , 我 们 
先 建 并 下 价 的 篇 单 命题 ， 它 能 很 窑 曙 地 扩大 连 业 罚 数 的 数 且 。 
定理 ” 堵 两 商 数 f(x) 与 g(xw) 都 定义 在 同一 区 间 多 内 着 且 都 


Tr rr 


在 点 和 处 是 过 简 的 ， 则 在 这 点 处 下 列 各 醒 数 也 是 速 转 的 : 


fe) 
Fr) 寺 g(r), f(r) gly), gy 


(最 后 这 个 画 数 应 具备 8(m) 二 0 的 条 件 )。 
这 个 定理 可 从 各 有 极 报 的 两 醉 数 的 和 、 萃 、 积 与 贾 的 极限 定理 
[第 名 和 眉 ] 直 搂 推 出 来 。 
我 们 只 遍 运 丁 机 数 之 商 的 情形 作为 例子 。 丁 泵 数 成 与 glx 7) 
在 点 xo 处 连 粮 的 假设 与 具备 等 式 
Him fa) =f(z0), lim g(x) 一 gf(2o) 


是 等 价 的 。 于 蚌 根 据 关 于 商 的 极限 定理 ( 因 北 分 慰 的 极限 不 为 才 ) 
有 : 


mf 一 f(x0) 


we og (x) g(r) 


而 这 一 等 式 乃 表示 丽 数 了 2 在 点 x% 处 是 束 纺 的 。 
63. 初等 还 数 的 过 各 性 1”. 有 理 整 出 数 与 有 理 分 式 蜀 数 。 当 


2 的 画 数 是 常数 或 是 + 自身 时 , 它 的 连续 性 是 很 有 明显 的 。 于 是 根 
捐 前 段 的 定理 就 扒 得 作为 回炉 责 数 之 积 的 任何 一 个 单项 式 


CU 
的 这 入 性 , 然后 文 推 得 作为 可 入 画 数 之 种 的 多 六 式 ( 丈 有 理 画 数 ) 
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tor 十 qr 十-… 十 a_i 人 十 人 
的 连连 性 ， 在 让 迟 各 情形 下 画 部 的 连续 性 在 整个 区 间 ( 一 ,co- 00) 
内 都 成 立 。 
最 后 ， 酒 多 项 式 之 商 ( 有 理 分 式 责 数 ) 

or Far le 

Dor™ or 1 二 bm 
显然 也 对 于 的 矢 个 数值 是 连 粮 的， 但 要 除 掉 使 分 全 为 寺 的 那些 
数值 。 

根据 第 人 1 段 的 定理 我 们 可 建站 其 余 各 初等 画 数 的 连 粮 性 。 

2 . 指数 两 数 y 一 0 (a>1)。 当 在 区 竟 绕 一 (一 00, 十 ce) 内 
变动 时 是 单 才 上升 的 。 宅 的 数值 是 正 的 村 且 卉 满 着 整个 侈 间 
多 一 (To0); 这 可 从 对 数 z=logay 对 于 任何 的 y>0 的 存在 性 
[第 也 段 ] 看 出 来 。 因 此 , 指数 范 数 对 于 %* 的 任何 数值 是 连 灶 的 。 

3", 对 数 男 数 Yy 一 logetfa0 sl)。 在 gl 的 限制 下 ,我 们 
看 出 , 当 z 在 区 间 光 = (0, 十 ce) 内 变动 时 这 个 范 数 是 上 升 的 。 并 
县 ， 宪 显然 取 到 区 半 乡 =( 一 2%, 二 co) 内 的 任何 数值 % 也 就 是 满 
是 x=w 的 9 的 外部 数值 。 由 此 推 得 它 的 加 炉 性 。 

4 . 敬 夯 数 %g 一 2 (HK 全 0)。 当 < 由 0 上 升 到 + co 时 ,车 上 >0, 则 
写 上 升 ,者 上 <0, 草 它 下 降 ， 这 时 它 具 有 任何 正 的 数值 y( 当 = 六 
时 ), 因 此 它 也 是 束 炉 的 他。 

5 三 角 击 


y= inv, y=008r, y=ter, y=0tgw, 


#8BC%, Y= C00 


全 若 4> 则 要 招 老 秆 加 大 乔 才 的 变动 区 出 内 与 9 的 变动 区 则 内 ; 当 4<0 由 ， 


由 车 信 不 能 加 入 。 ” 共 浆 ， 若 上 是 吾 攻 土 n 或 者 是 分 去 为 奇数 的 分 获 二 三， 则 池 x<0 


时 也 可 尽 时 茜 逢 因数 5 客 对 于 这 些 数 亿 的 违 模 性 同样 地 河 建 立 起 来 。 


一 也 3 一 


我 们 首先 讨 述 而 数 y= sinz。 忌 如 朋 , 当 x 在 区 间 多 = | 一 全 ,人 | 
上 变动 时 它 的 连 纺 性 可 从 它 在 这 区 位. 上 的 单 油 性 以 及 它 可 取 到 
一 1 与 1 之 间 的 每 个 数值 的 事实 ( 儿 何 上 确立 的 事实 ) 推出 来 。 衣 
性 意 的 形 如 


[ea 一 祁 ， kxr+ 工 | 《并 一 吕 , 凸 1, 士 2 


的 区 间 土 , 也 有 同 祥 的 千 果 。 最 后 我 们 看 iH， 面 数 y=sin% 对 于 4 
的 一 切 数 值 是 违 楼 的 。 同 样 也 可 建立 画 数 y= cosz 对 于 zx 的 任何 
数值 的 连结 性 。. 

于 是 根据 前 假 的 定理 就 推 得 两 数 
sing gecxr=—L , ctgz = 2, OBCT I 
OT COaT ein ins 


tex = 


的 连 模 性 。 对 于 前 两 个 丽 数 冶 , 使 cosz 为 中 的 闭 种 数值 (26 十 1) 区 


需要 除开 , 而 对 于 后 两 个 责 数 首 , 使 smz 为 霖 的 那 种 数值 上 57 句 要 
除开 。 

最 后 我 们 要 提 冯 

0" 友 三 角 丁 数 : 

# = TC ing, y= Aro cont, y= arctpew, oy = arcoter, 

前 两 个 窗 数 在 区 间 [一 1,1] 二 是 连 糖 的 ， 而 后 两 个 画 数 在 区 间 
{一 00, 十 co) 内 是 过 赞 的。 其 让 明证 著者 去 完成 。 

于 是 可 及 几 括 起 来 准 ， 基 本 初等 酚 数 在 它们 具有 意义 的 所 有 
一 切 点 处 , 朗 在 它 全 的 自然 定义 域内 , 都 是 连续 的 。 

64. 连 环 册 数 的 选 寺 ”把 已 知 的 过 编 画 数 和 沈 鱼 起 来 可 坟 构 造 
出 许多 种 类 的 速生 画 数 。 这 是 以 下 面 的 定理 作 其 基础 的 。 

定理 ” 设 责 数 yy) 是 在 区 辣 罗 内 定义 的 ， 而 醒 数 f(s) 是 在 区 
网 全 内定 义 的 ， 大 且 当 多 在 % 内 变动 时 后 一 而 数 的 数值 不 超出 2 


NN NN 


一 二 2 于 一 - 
的 范围。 如 果 jz 在 多 有 的 尽 zo 处 是 连 术 的 , 而 区 人 在 乡 内 的 对 
的 。 
证 明 答 定 任 一 数 a 一 0。 因 为 %( 人 在 y 一 加 处 是 违 镀 的 ， 所 
以 对 于 s 可 求 得 这 样 的 o>0, 使 得 
由 jy 一 |<e 推 得 |p(y) 一 p(go) | 一 s 
另 一 方面 , 禄 据 f(x) 在 x 一 xo 处 的 束 业 性 ,对 于 可 求 得 这 、 
样 的 8 二 ,使 得 . 
由 | 了 一 ze | 一 推 得 [Fo 一 下 xzo)| = FT(%) 一 加 | 到 
依照 所 选取 的 数 e, 由 此 又 推 得 
IC = gly) | = pf) —9( iro) le 
于 是 画 数 9(f() 在 点 mo 处 的 连 纺 性 已 用 "as-8 语言 "证明 。 
例如 , 若 把 蛙 画 数 x*(z> 们 表 成 如 下 形 的 画 数 
X= B nz ， 
它 是 由 对 数 历 数 与 指数 数 的 达 庄 得 来 的 ， 盈 由 后 两 画 数 的 违 罚 
性 就 已 推 湖 唾 画 数 的 连 织 性 。 
65. 几 个 极限 的 计算 画 数 的 过 楼 性 在 计算 极 限时 可 以 多 方 
面 来 利用 全。 在 这 里 我 们 根据 韧 笑 画 数 的 回炉 性 来 建立 几 个 在 下 
一 章 所 需要 的 重要 的 极限 : 


1) Lim logatIT 十 olog es ($5) 
焉 亲人 如 0 
2) lm .=Ine (0) 
让 二 说 
wl, (0) 
3) lim 下 人 


下 - 虽 心 


加 事实 上 ,我 们 忆 前 有 时 记 这 术 艇 过 ; 处 在 御驾 居 例 的 中 我 们 毅 贰 建立 了 曾 
数 w zt 在 t=1 处 的 媚 炉 性 并 已 利用 了 它 , 而 在 鲁 站 (67 中 同样 地 利用 了 woar 在 r= 
外 的 连 神 性. 
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我 们 有 


1 
getto lg (to)®; 


因为 右 端 在 对 数 夸 下 的 式 子 当 o 一 0 时 下 向 于 e [第 名 段 , (4)]， 
所 以 (由 对 数 页 数 的 连续 性 ) 它 的 对 数 趋向 于 logve， 这 就 是 所 要 

我 们 要 注音 已 证 明 的 公式 的 特例 ， 朗 当 所 指 的 是 自然 对 数 时 
(gq= €): 


, Ut 
Li 一 一 一 一 一 


好 上 赴 必 


自然 对 数 制 所 表现 出 来 的 优点 实际 上 根源 于 这 一 结果 的 简便 。 
回 到 公式 2)， 我们 他 ar 一 1= B; 于 是 当 o-*0 时 〔 由 指数 夯 数 


的 连续 性 ) 也 有 8 一 0。 其 次 , 我 们 有 a 一 log o{t1l++ 8)， 因此， 如果 
利用 已 经 永明 的 辕 果 就 得 


lim 竺 一 ~ 一- 1i 


8 _ 1, 
人 on loga(11+8) logae es 


-| 
这 就 是 所 要 证 明 的 。 
特别 ， 若 取 a= 凸 (R= 1 2 3 出 得 到 有 趣 的 公式 : 


lim nV El =Ina (oo:0). 


最 后 , 要 证 朋 公 式 3), 我 们 介 (1+0)* 一 1= 8; 当 a0 时 (由 
十 而 数 的 这 纺 性 ) 也 有 8 一 0。 在 等 式 (1+o)*=1 一 8 两 端 取 对 数 ， 
得 到 
Mlntl+oa)=ln(lt#). 
利用 这 一 关 了 系 式 ， 我 们 可 把 所 共 的 涯 达 式 变 形 为 : 
Eo ol 8 8 ntl+to) 


0 a ntlt3) ' o 
根据 已 证 辕 果 , 两 个 比值 


一 126 一 
8 (+ 中 
In‘1++8) a 

都 趋向 于 1, 因而 整个 乘积 以 A 为 其 极限 , 这 就 是 所 要 证 阴 的 。 

于 是 在 第 人 8 段 , 6) 中 所 已 考 害 过 的 极限 可 作为 k= 之 时 的 特 
例 而 得 到 。 

66. 需 - 指 数 表 达 式 我们 现在 来 淹 察 才 - 指 数 表 达 式 tr, 其 
中 v 与 ?是 同一 个 变量 z 的 画 数 , x 的 变 域 多 具有 聚 点 zx 特别 
它们 可 凡是 两 个 以 自然 数 汶 变 元 的 画 类 5 vw, 

发 存在 着 有 限 的 极限 : 


Iim 到 二 站 5 lim =», 


并 县 wx>0。 坛 求 表达 式 吧 的 极限 。 
把 这 表达 式 写 成 下 形 : 
WW = rn , 
计数 与 Inw 具有 极限 


lim =6, lim ln w=lng 
测 冲 于 


本 位 五 5 


(在 这 里 利用 了 对 数 画 数 的 连 粮 性 ), 因而 


lim 2:* ln d= "In a. 


工 字 工 昌 


由 此 一 一 根据 指数 画 数 的 过 线性 一 一 最 后 得 到 


中 间 


无 穷 的 ) 的 其 他 各 情形 下 确立 起 来 。 当 6 为 有 限 秆 时 所 阔 的 稻 限 
显然 是 8*; 如 果 5 三 一 或 十 co， 剧 这 极限 分 别 为 0 坡 +co [第 
34 段 , 2]。 

只 由 和 葵 定 的 极限 & 与 五 来 确定 极限 一 lim tln w} 的 本 身 ， 
这 总 是 可 能 的 , 但 要 除开 这 个 王 积 当 x 一 xz, 时 成 为 0.co 型 的 来 定 
式 的 那些 情形 。 不 难 了 解 ， 例 外 的 儿 种 情形 对 应 于 数值 与 8 的 
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如 下 的 儿 种 竺 合 ;: 
区 一 并 二 十 230， 
d= 人 0, p= 人 0, 
ir 二 十 co, b=0. 

在 这 些 情形 下 (按照 出 现 情形 ) 称 南 达 式 中 表 示 1”, 0, co? 型 
的 术 定 式 D。 这 时 要 想 解 决 表 达 式 wr 的 极限 问题 ， 只 知道 图 数 % 
与 + 的 极限 是 不 够 的 ， 而 必 有 希 直 接 研究 它们 趋向 于 其 自身 的 极限 
时 的 规律 。 


如 - 二 
表达 式 (1 二 十) 于 weo 时 ， 熙 者 更 一 角 的 表达 式 (1+a)” 


于 o 一 0 时 , 具有 和 极限 e, 旋 答 出 一 个 1” 型 的 未 定式 的 例子 。 
我 们 全 多 指出 ， 确 定 各 个 类 型 未 定式 的 数值 的 一 般 广 法 将 于 


第 七 章 $3 中 去 讨 。 z 

87. 间断 点 的 分 类 . 例子 ”我们 要 妖 直 群 述 醒 数 在 点 mm 处 的 存 连 千 性 
与 布 疼 断 的 图 题 。 假 定 本 数 Fe) 在 这 点 的 右 过 其 一 区 间 [zo ze 十 站 (0D) 
办 是 确定 的 , 我 们 知道 , 要 画 数 具备 连 灶 性 必须 且 只 倘 : 第 一 , 当 ”从 右边 趋 
向 于 zo 村 姜 数 Lx) 的 有 限 的 极 蜡 了 (wo 二 0) 要 存在 ; 第 二 , 这 个 极限 要 等于 
匡 数 在 点 zo 处 的 值 (x0)。 

办 Ht; 不 准 回 管 这 样 一 个 阅 题 : 在 何 种 情况 下 在 点 处 出 吉 且 数 放 (2) 
的 右 间断 点 。 ”可 以 过 到 这 种 情形 , 虽然 有 限 的 极限 了 (zo 十 站 存在 , 但 它 并 
不 等 于 煞 估 /mi 这 种 畸 断 点 呀 佑 寻常 的 或 考 第 一 类 的 间断 点 四 。 但 也 
可 能 过 到 极限 (zg 十 人 0 是 光 绽 大 或 者 根本 不 存在 的 情形 ;这 时 我 们 称 这 间 
断 点 是 第 一 类 的 间断 点 。 

若 画 数 f(z) 只 在 区 卫 (zo, mm 十 扩 内 是 有 定义 的 ， 但 存在 着 有 限 的 极 限 


frrot0)=lim 大 (32)， 
出 必 油 5 十 心 


全 ”关于 这 些 灵 导 可 点 重 旭 一 涛 41 末了 的 区 法 。 
昭 ” 在 这 情形 下 我 们 也 说 ， 本 数 天 了 在 嵌 2 的 石 通 有 一 跃 虚 ， 共 数 其 世 于 
fratd) 一 让 aa 


一 “12 和 一 
则 只 了 例 f(zo) 等 于 这 个 报 限 作为 责 数 在 点 ze 处 的 梓 序 定 多 ， 男 数 就 在 点 
mw 处 是 古 连 粮 的 。 今 后 过 到 这 种 情形 我 们 所 指 的 常常 是 这 种 意义 。 可 是 , 如 
果 羡 数 在 mm 的 在 边 一 -一 在 区 也 [xo 一 如 和 ] 肉 也 是 有 内 六 的， 并 且 闪 在 落 有 
孔 的 极限 

fro 一 0 =lim fl). 
则 只 在 弃 右 酚 极 限 相同 的 条 件 下 二 能 恢复 画 阔 在 点 和 处 的 速 炉 性 。 

最 后 ， 考 在 区 阳 (a， 四 十 妇 肉 所 定义 的 因数 头 四 在 点 加 处 的 右 极限 不 
存在 , 区 在 点 和 处 酚 数 虽然 是 完全 未 确 完 的 ， 我 们 称 它 在 达 点 处 有 第 二 类 的 
右 闻 断 点 : 在 这 情 还 下 ， 无 阶 您 样 补充 画 数 在 点 四 处 的 定义 ， 它 不 可 各 和 腕 地 
在 这 点 处 有 一 湖 断 | 

例 1) 考察 贾 数 wy= 了 (z) (其 图 炎 在 图 5 中 已 颠 册 )。 车 x, 不 是 整数 
着 是 无 (0)=m; 即 澡 过 zo 过 mw 十 1 则 对 于 在 区 间 (9%, 泊 十 1} 册 的 的 一 切 葡 
值 有 (2) = 一 mm 因而 豆 数 在 点 x 娃 的 巡 迷 性 是 很 量 明 的 。 

另 一 种 傅 户 蚌 , 若 zo 等 于 整数 m， 央 病 数 在 这 点 处 是 右 连 粮 的 ， 央 为 在 
i 三 咒 和 的 有 这 [也 就 是 财 于 《mm，m 十 1) 内 的 + 值 ] 有 识 #)=m， 于 是 也有 
E(m+0) 二 w= 可 (9)。 反之 ,在 =m 的 碟 边 [也 就 是 潭 半 (mm 一 1，m%) 闪 芍 
TT 慎 ] 显 然 有 (wy) =m 一 1; 由 是 又 有 Elm 一 由 =; 一 二 写 个 过 于 数值 号 (mh 
而 在 点 加 =m 的 左边 求 数 有 半 常 的 症 断 或 贱 访 | 

2) 就 西数 


fr) =- 半 【 当 字 尖 个) 
育 ， 点 xz 一 0 是 第 二 类 的 左右 两 边 的 间断 点 ; 就 是 说 , 在 这 点 处 国 涩 从 左 进 与 
区 右 边 都 趋向 于 元 穷 大 ， 
f+0)= 1 二 = 十 o， 成一 中 = 起 = 一 c， 
3) 在 第 让 自 , 6) 中 已 考察 过 芍 责 数 
fix) = sinL(w40), 
在 点 w=0 处 有 第 二 类 的 两 过 间 断 点 ， 轨 为 这 图 数 在 所 识 的 点 处 左右 模 限 禄 
本 都 不 存在 。 
4) 反之 ,车皮 画 攻 [第 34 段 ,7)] 


f(s)=r-sinT (40), 
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它 的 极限 我 们 已 知道 在 在 : 
lim fr)=0, 
则 售 了 (0) =0 时 我 们 就 又 恢复 了 图 数 于 z= 0 时 的 束 填 性 。 
5) 最 后 , 莪 们 用 两 敌 式 
1 z 
六 (一 名 四 tal1), fotx)= arctg 
《其 中 x 六 0) 来 定义 两 个 加 数 拉 附加 条 件 
fi (0) = 2 (0) =0, 
和 象 在 第 85 自 中 一 样 , 我 全 已 者 到 
六 (十 太一 十 oo， fi(—0)=0, 


TT 


fot+0) = fa(—0)=—5- 


由 此 可 见 , 在 点 “=0 处 第 一 个 办 数 有 第 二 类 的 右 间 斯 点 ， 然 而 是 左 连 六 的 ; 
第 二 个 画 数 在 + 一 0 处 左右 商 演 都 有 跃 庆 [ 参 随 图 22 与 23]。 

我 们 最 后 器 到 时 常 要 洪 让 的 重要 的 一 类 本 数 一 单 油 的 让 者 分 段 单 翻 
的 @ 一 竺 莲 明 对 于 这 类 的 本 数 只 可 能 有 寻常 的 曾 断 点 出 现 。 这 可 从 这 种 
画 烙 7(z) 在 共 定义 区 间 毕 内 的 每 一 点 m 处 总 有 有 限 的 极限 /mo 十 0) 与 
Fa 一 及 (如 果 zo 是 区 逆光 的 一 个 章 点 , 则 只 有 此 两 极 陋 中 的 一 个 ) 这 一 事 
内 推出 来 。 例如， 发 夯 数 f(z) 单 凋 上 升 ， 若 且 zw 不 是 区 间 %% 的 左 端 ; 于 
是 当 fz 时 夯 数 jz) 的 数值 以 数 了 (zo) 为 上 界 , 而 由 第 47 段 的 定理 有 限 
的 极限 

fo-D= lim, Fa 

确实 地 存在 。 


$2. 达 精 函数 的 性 质 


68. 关于 函数 也 去 值 的 定理 ”我 们 现在 要 研究 在 某 一 区 间 内 
连 午 本 数 的 基本 性 质 。 这 些 性 质 本 身 是 有 趣 的 ， 且 在 以 后 的 叙述 
中 时 常 要 引用 它们 作为 各 种 询 断 的 根据 。 


中 ”如 果 画 数 的 定义 区 并 可 以 分 成 有 限 凶 个 部 分 区 阐 , 使 在 每 一 部 分 区 间 内 血 数 
和 分别 星 音调 的 , 则 称 玖 数 基 分 妨 革 天 的 。 
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波 尔 宪 诺 (1817) 最 先 开 腾 了 这 些 性 置 的 严格 论证 的 道路 ， 夫 
之 者 卓 是 哥 西 (1821)。 下 面 引 用 的 重要 定理 就 是 他 们 的 。 

波 尔 察 诺 - 哥 西 第 一 定理 ”家园 数 (x) 是 在 半 区 病 [w 56] 上 定 
头 的 灶具 是 连 粮 的 , 区 在 这 区 加 的 两 调处 取 异 导 的 数 储 , 则 在 & 与 
5 之 并 几 可 求 得 一 点 ", 使 在 这 点 处 亩 数 成 为 雾 

Te) (oeeib). 

这 个 定理 有 着 从 户 单 的 几何 意义 : 考 迷 综 册 线 从 轴 的 一 倒 
转移 到 另 一 - 仙 , 帅 它 与 这 出 必 相 交 ( 图 28)。 

我 们 用 奸 分 区 需 的 万 法 来 进行 鞍 明 [第 51 段 ]。 为 确定 起 见 ， 


我 们 假定 了 (4) 一 0 而 1(5)>0。 用 点 3 把 区 间 [a, 5] 分 成 于 
守 。 可 能 遇 到 南 数 f(x) 在 玖 点 处 等 于 堆 , 于 是 可 以 全 -12 而 


定理 就 已 话 阴 。 琉 ( 2 0; 于 是 责 数 必 在 区 间 [o, 由 


| -3,5 的 洞 端 妈 取 异 坊 的 数值 ( 厦 且 负 值 在 左 端 而 正 值 在 右 


端 )。 用 [ea 5 来 表示 这 个 区 间 , 我 们 有 : 
Tay<0, F650,)>0. 
再 把 区 间 fas, 61] 斑 分 成 两 牛 幸 除 开 了 (2) 在 这 区 则 的 分 点 


伪 28. 


TT 
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生 寺 2 处 为 雾 的 情形 ， 因 为 在 这 情形 下 定理 已 告 亦 朋 。 用 [ao 62] 


表示 使 
flas) <0, f(b2)>) 

的 陡 军 个 区 间 。 

继续 进行 这 种 构造 区 问 的 步骤 。 这 时 ， 或 者 在 有 限 多 个 步 屋 
以 后 我 们 会 遇 到 在 作为 分 点 的 一 点 上 艾 数 等 于 路 一 一 而 定理 的 证 
时 就 告 完成 ， 一 一 或 者 我 们 得 到 一 个 套 在 另 一 个 内 的 区 间 的 无 益 
序列 。 我 们 来 计 论 后 一 情形 。 这 时 对 于 第 w* 个 区 则 [gopnj 
(n=1,2,3,…) 我 们 有 


fn) <0, fib {1) 
莽 旦 它们 的 长 度 显 然 等 于 
ba — dn = a (2) 


所 作出 的 区 御 序 刘 满 足 区 阅 夺 的 保 备 定理 [第 答 段 ], 因为 根 

据 (2) 有 limt(5b;, 一 aw) 一 0; 所 以 两 变量 en 与 px 范 向 于 共同 的 极 
lim on 一 1irn Br = £, 

而 。 旦 骨 地 属于 fa; 5 [第 36 段 ，3)]。 我 们 来 证 髓 这 个 点 6 满足 
定理 的 要 求 。 

在 不 等 式 (]) 中 取 极 限 并 利用 这 时 如 数 的 连 各 性 (特别 是 在 点 
c 处 的 连续 性 ), 我 们 同时 得 到 

Tile)=limf ar 0 与 fo)=1imf(b,) 0, 

所 点 实际 上 是 fi =0。， 定 理 已 鹤 施 朋 。 

我 们 要 注意 , 丽 数 在 阅 区 了 间 La, 5] 上 的 连 可 性 的 要 求 是 极 重要 
的 : 朗 居 是 其 有 一 个 并 上 断 点 的 贺 数 也 能 通 由 仙 值 变 漳 正 值 而 不 变 
为 败 。 例 如 ，j(z) = 吾 (z) 到 就 是 这 样 的 一 个 醒 数 ， 虽然 了 (0) 一 
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= -去 而 7CD 一 二 (在 zx 一 1 处 有 路 度 ), 可 是 它 到 处 都 不 等 于 党 。 


69. 应 用 于 解 方程 ”前 面 已 与 明 的 定理 在 解 方 吾 上 有 其 应 用 。 
例如 , 考 嵌 实 采 数 的 青 次 代数 方程 
Fr) = tit 二 n= 0 
对 于 炉 对 值 赤 分 大 的 于 种 z 的 数值 ， 多 项 式 的 符号 与 其 最 高 次 项 和 的 符号 相 
间 , 也 就 是 襄 ; 当 衬 为 正 时 它 - 上 与 m 间 号 , 汲 当 2 为 外 时 它 怕 ao 旱 号 。 闪 为 多 
顺 式 是 连 粮 圆 数 , 所 以 它 诫 然 变 号 就 必定 在 区 间 内 其 一 点 处 等 于 索 。 因 赎 : 任 
何 实 系 数 的 末次 代数 方 税 至 少 有 一 个 突入 。 

波 尔 守 哮 - 耕 西 定理 不 仪 可 以 用 来 祖 定 模 交 在 在 性 ,而且 日 二 以 用 来 计算 
根 反 和 近 位 秆 (这 也 是 可 证 在 证 明 他 登载 在 “ 论 态 述 的 数 秆 解 ”一 交 中 的 定理 
时 的 出 发 点 }。 我 们 用 例子 来 设 角 这 种 应 用 。 训 (x) = 六 一 gq 一 1， 因为 
(1) 二 一 1. 了 (2)=13. 所 以 多 项 式 在 1 与 2 之 间 有 模 。 用 点 1. 1. 1 3; 
把 这 区 于 [1 3] 分 成 10 等 分 着 肖 次 地 来 计算 : 

f=—0.68; f(1.2)= -0.12.; f(1.3)= .+0. 655, 
我 们 看 出 , 在 1.2 与 1.3 之 间 包 含有 根 。 ”再 把 这 个 区 天 分 成 10 等 分 | 我 全 
求 担 ; 

fF.21)=—0.06; fl1,22)= —0.04..; Fl. 23)= +0. 058;'* 

现在 很 明显 , 这 根 落 在 1. 22 与 1.23 之 阅 ; 于 是 已 丢 知 道 根 的 数值 的 准 
确 诽 达 到 0. 刀 , 余 优 比 D 。 

10. 甘于 中 间 什 的 定理 ”在 第 份 段 中 已 证 朋 的 定理 可 以 理 接 
推广 如 下 : 

疲 尔 察 诺 - 哥 西 第 二 定理 ” 屋 在 明 区 间 [w, 5] 上 柄 数 f(x) 是 
-有 和 定 习 的 并 用 是 连 策 的 ， 又 在 这 区 间 的 两 端点 处 醒 数 取 不 同 的 数 
值 

fra)=A4 与 70) 一 吾 . 

于 是 ,不 给 0 是 4 与 马 之 更 的 怎样 一 个 数 , 总 可 求 得 "与 5 之 

则 的 一 个 点 c, 局 得 


人 D 可 县 ,下 种 方法 由 于 需要 杰 多 的 财 算 实际 上 是 不 方便 的 ， 能 更 锯 邮 达 沸 旭 的 
的 二 法 是 存在 的 (在 项 分 学 中 再 去 饼 述 )。 


1 
下) 一 人 用， 
证 表 ”为 确定 起见 , 我 们 算 作 
二 二 ,因而 4 GB. 
考虑 在 区 关 [a,8] 上 的 一 个 辅助 画 数 g(x) = 了 (x) 一 0。 这 画 数 在 
这 区 阳 上 是 连 粮 的 并 且 在 它 的 两 端点 娠 取 不 同 的 符号 : 
p= fa C=A— OD p= 0 =P- 人 0~0. 
于 是 由 第 一 定理 , 在 4 与 5 之 更 可 求 得 一 点 , o 使 得 ple) =0, 仓 
fle)-0=0 或 f(c)=0, 
这 就 是 所 要 臣 明 的 。 、 
由 是 我 站 已 古 立 了 在 区 间 内 过 标的 机 数 /的 重要 性 质 : 当 
丽 数 从 一 个 数值 变 到 另 一 个 数值 时 ， 它 至 少 要 纸 过 每 一 个 中 间 什 
一 次 。 
这 个 性 质 , 啼 然 看 来 , 好 象 揭露 了 画 数 的 速 转 性 的 实质 。 可 是 
不 难 作出 一 些 岂 具有 这 种 性 盾 但 显然 是 不 连 缠 的 丽 数 。 例 如 ， 梦 
数 [第 67 段 , 3)] 


f(z) = sin T(z#0), 1(0) =0 


在 任何 含有 间 汤 点 2 二 0 的 区 间 肉 总 可 取得 由 -1 到 +1 所 有 一 
切 可 能 的 值 @。 

从 已 证 明 的 束 炉 画 数 的 性 质 竺 出 ( 奖 际 上 与 它 等 价 的 ) 这 样 的 
一 个 : 

推 苔 车 面 数 jx) 在 尾 何 区 间 多 (于 的 或 非 闭 的 ， 有 限 的 或 
无 穷 的 ) 是 有 定义 的 井 且 是 速 续 的 , 则 它 所 取得 的 数值 也 完 双 到 


中 显然 , 旋 尔 罕 请 -下 西 久 一 定型 是 这 定 相 的 特例 ; 潜 4 与 如 异 号 , 则 可 以 了 办 
” 植 作为 0 

久 “无 民 平 该 尔 察 诺 还 东 重 指出 子 ， 所 强 的 这 个 性 质 是 违 横 性 的 一 个 精 果 , 但 决 
不 部 拒 写 当 作 吉 镇 性 定义 的 基础 。 


—_f94—. 
满 着 革 一 区 间 。 

用 多 表示 夯 数值 的 集 {f(z)}。 攻 

说 一 让 [多 ， =gupD 
苦 日 上 是 如 与 开 之 则 的 任 一 数 : 
< 
于 是 一 定 可 求 竺 两 数值 fr 与 zo) zl 与 wy 取 自 区 闪 多 内 ) 使 
得 . 
mf (xr) lf (vo) EAM; 

这 可 由 数 策 的 确 鹤 定义 推出 来 。 但 由 已 证 阴 的 定理 在 各 与 如 这 
间 存 在 和 这 样 的 数值 X=xol 它 显然 出 属于 红 )， 使 得 (x0) 恰 好 每 
于 所 因此 ,这 个 数 香 在 保安 内 。 

由 此 可 见 , 绕 本 身 是 一 个 以 加 上 5 为 喘 点 的 区 癌 ( 两 端点 本 身 
人 可否 属于 区 间 要 敌情 形 来 决定 ; 套 考 第 73 段 )。 

在 第 61 段 兴 我 们 已 看 出 ， 在 单 况 画 数 的 情形 下 网 才 所 可 的 而 
” 煞 的 性 质 引 出 了 和 它 的 连 炉 性 扶 。 但 不 是 一 般 情形 下 都 如 此 ， 上 而 
所 举 的 例子 就 谤 明了 这 一 后 。 

附 人 六 ”就 所 考虑 的 画 数 是 整 多 项 式 的 特殊 情形 来 就 ,上面 两 个 定理 早 在 
未 得 其 一 般 形 式 的 严格 蓝 明 以 及 就 发 表 了 。 例 如 ， 在 欧 拉 的 “分 析 引 答 ” 中 我 
们 可 找到 ( 计 冰 多 项 式 说 ) 本 段 中 所 迹 定 理 的 完全 陈述 , 伍 波 有 可 兰 的 痊 永 ; 
这 一 定理 后 来 锐 庚 用 到 解 决 代 琶 方程 的 实 根 存在 思 题 [ 关 乌 第 人 9 段 ] 名 。 侯 
拉 和 其 他 作者 一 样 有 时 也 利用 了 几何 的 见 铬 。 有 最 后 ， 我 仙 还 要 所 到 ， 拉 格 朗 
日 血便 直接 从 第 563 颖 中 慌 国 式 分 解 为 起 础 的 定理 (就 多 项 式 而 车 ' ) 的 解 折 
证 明 出 发 , 创 应 了 “关于 各 逢 次 数 的 数字 方 址 的 解法 的 惠 渝 ”。 

71, 反 函 数 的 存在 性 ”应 用 家 段 中 已 畏 究 过 的 束 络 醒 数 性 夺 


名 提醒 高 者 ， 如 水 集 B 不 是 有 .上 (下) 界 的 ， 基 我们 已 在 第 6 虑 中 摘 汪 令 
upY=+otinfdy= ~) 

多 便 妆 县 第 村 一 相 页 (参半 第 21 成 中 的 底 注 )。 

名 控 枯 BB C736 一 181) 是 宗 国 的 大 数学 家 争 力 学 未 。 
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我 们 来 确定 在 莱 些 假 裔 下 单 值 反而 数 的 存在 性 与 速 楼 性 [参阅 第 
24 段 ]。 

定理 ” 刷 在 某 一 区 间 多 内 画 数 y= jx) 是 确定 的 ， 单 调 上 升 
(下 降 )® 并 且 是 过 标的 。 于 是 在 这 画 数 的 数值 的 对 应 区 间 多 内 存 
在 有 单 值 反 画 数 ”= 9 (y)， 它 也 是 单调 上 升 (下降 ) 的 并 且 是 连 凿 
的 。 | . 
起 明 “我们 只 航 上 升 画 数 的 情形 来 讨 花 。 在 前 面 我 们 已 看 出 
[和 参 责 前 面 的 推荐 ], 连结 画 数 的 数值 jz) 施 满 着 某 一 个 区 间 多 , 因 
而 对 于 这 个 区 间 的 每 个 数值 加 奉 少 可 求 到 ( 终 中 ) 一 个 这 样 的 数值 
Yo 使 得 

fao) = Yo. 

但 由 这 而 于 的 划 训 性 这 样 的 数值 只 能 有 有 一个， 如果 大 于 下 小于 
wo 刚 fw) 也 对 应 地 大 于 或 小 村 fo)。 z 

把 这 个 数值 x 与 在 9 中 任意 取 的 yh 相对 应 ， 我 们 得 到 单 什 
夯 数 

多 二 全 人 
它 是 两 数 y 二 f(x) 的 反 酚 数 。 
不 难 指 出 , 这 个 苹 数 g (力也 象 f(z) 一 样 单调 上 天 。 诅 
yy r=gy), x =yy); 
于 是 虫 晤 数 纪 幼 的 定 交 隔 时 有 
yy =f) 5 y= f(r"). 

狠 车 x">z"， 剧 根据 画 数 了 (x) 的 上 贡 性 也 会 及 记 y" 但 这 与 条 
件 相 了 矛 盾 。 世 不 能 有 xw'=zx"'， 因 为 如 果 这 样 ， 钉 就 也 会 有 w= 六， 
这 也 与 条 件 相 耶 盾 。 由 此 可 见 , 只 能 有 不 等 式 w<w"'， 所 以 g(9) 
确实 是 上 升 的 曾 数 。 


员 这 里 是 指 独 交 的 蔚 庆 上 和 形 \ 下降 并 在 这 里 这 是 很 重要 的 )。 


一 136 一 
后 ,要 冰 娩 醒 数 一 外 幼 的 过 蓉 性 ， 只 要 大 让 第 但 了 中 的 

ep 这 定理 中 的 条 件 现在 是 满足 的 : 所 说 的 画 数 是 单 吝 的 并 且 它 
的 数值 蝶 然 充 应 着 区 六 移 下 。 

利用 已 证 阴 的 定理 可 以 重新 建 亲 许多 我 们 已 知 漆 的 竺 果 。 

例如 ， 如 果 托 这 定理 应 用 于 定义 在 区 间 多 一 [0, 十 00) 的 画 数 

2Z {nn 是 自然 数 )}, 则 得 到 
=/y (在 =[0, 十 co)) 

的 算术 根 的 在 在 性 与 过 楼 性 。 

2. 关于 逊 数 的 有 界 性 的 定理 ”车 泵 数 了 x) 对 于 某 一 有 限 的 
区 阅 内 所 有 的 数值 是 确定 的 (因此 ， 它 取 有 了 腿 的 数值 ), 我 们 还 不 
能 推 由 两 数 必 须 是 有 界 的 ， 印 不 能 推出 西数 所 取 的 数值 的 集合 
(f(x)} 是 有 界 的 。 例 如 , 设 f(x) 是 这 样 定义 的 : 


f(z) = 广 当 0<wsl, 并 且 了 (0) =0; 


这 西数 只 取 有 限 的 数值 , 但 它 是 无 界 的 , 因为 当 % 副 开 于 腊 时 它 可 
取 符 任意 天 的 数值 。 江 恒 指出 , 在 牢 开 区 间 00, 11 内 它 悬 连 简 的 ， 
但 在 2 一 0 处 有 一 阳 断 。 

对 于 在 闭 区 间 上 这 续 的 岁数 : 情形 却 有 所 不 网 。 


和 


和 及 的 人 各" 各 全 生 <<z<e 对 
mx) 
放 明 从 反面 来 进行 :假定 当 z 在 区 间 [o 5] 上 变化 时 夯 数 fz) 
是 无 界 的 , 营 刀 说 ， 无 上 务 。 
在 这 情形 下 对 于 每 一 个 自然 数 % 可 在 区 闻 [m 5] 上 求 得 这 样 


名 不 洽 失 训 内 项 怎样 的 < 只 要 命 y= 玫 2) 便 可 使 竺 国 数 9( 拉 对 于 这 个 4 的 数 
慎 惨 好 是 抽取 航 、 


一 个 数值 = ro 使 得 

aa) nh (3) 
根据 波 尔 察 诺 - 检 尔 斯 德 拉 斯 预备 定理 [第 红 段 ]， 从 序列 {wx;} 中 
可 分 出 部 分 序列 {zn,), 收 钱 于 有 限 的 极限 : 


Tn To 【站 Ek- 十 Co 


着 且 显 然 4 所 zo 所 5 由 于 图 数 在 点 xo 处 的 连续 性 , 于 是 也 应 有 
fn ) Ff (80), 
但 这 是 不 可 能 的 , 因为 从 (3) 式 推 符 
所 得 的 予 盾 就 诈 上 明了 本 定理 。 
?3. 函数 的 最 大 休 与 最 小 值 ”我 们 知道 , 一 个 无 姑 的 数 集 ， 即 


使 是 有 界 的 , 也 可 以 没有 最 大 的 (最 小 的 ) 元 素 。 如 果 画 数 f(x) 在 
z 的 某 一 变化 区 间 内 是 确定 的 并 且 其 至 是 有 界 的 ， 那 来 在 宪 的 数 


值 所 棚 成 的 和 集 {7(z)} 中 也 可 以 洲 有 最 大 的 (最 小 的 ) 数 值 出 现 。 在 


这 情况 下 函数 f(z) 的 数值 在 这 区 疗 内 不 能 达到 上 (下 ) 确 界 。 例 如 ， 
柄 孝 
一 一 到 (人 

就 是 这 个 样子 (在 图 29 中 画 出 了 它 的 图 形 )。 当 z 在 任何 区 图 
[0,5](521) 上 变化 时 画 数值 的 上 确 界 是 1, 但 1 是 不 能 达到 的 数 
值 , 所 以 画 数 没有 最 大 的 值 。 

北 者 想必 已 明白 ， 这 情况 是 因 所 考察 的 甸 数 当 x 取 自然 数值 
时 有 具有 间断 点 而 引起 的。 实际 4 
上 ， 对 于 在 半 区 间 上 连 秆 的 画 


和 


数 有 : 
蕉 尔 斯 德 拉 斯 第 二 定理 
者 在 阐 底 山 [e， 5 上 图 数 了 (xw) 
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是 确 害 的 大 且 是 汉 镜 的 ， 则 在 效 区 疝 上 它 必 达到 其 上 确 办 与 下 克 
所。 

换 何 着 改 ， 在 区 问 [o, 81] ] 上 可 求 得 这 样 的 两 上 zo 与 zt， 使 得 
zo) 与 下 sc 两 数值 分 因为 画 数 f(x) 的 全 部 数值 让 的 最 大 者 与 最 
小 者 

征明 分 

M=eup{lf (2)}; 
依 前 面 的 定 幅 ,这 是 有 限 的 数值 。 慑 定 〈 与 需要 狂 明 的 事实 相 记 ) 
总 有 了 (zx) 二 H, 就 是 ,f(x) 不 能 达到 上 上 界 型 。 在 这 情形 十 可 以 
考 竺 辅助 | 前 数 


yx) 一 一 ey 
因为 由 假 识 这 里 的 委 母 不 为 采 , 所 以 这 闪 数 是 束 转 的 ， 因 而 《由 前 
一 定理 ) 是 有 界 的 : f(x) <(4 之 0)。 但 由 此 不 难得 到 


flw) < 
. 此 


就 是 广 , 小 于 站 的 数 于 一 二 是 画 数 jz) 的 数值 的 上 界 ， 然 面 这 是 


不 可 能 的 , 因为 下 是 这 些 数 值 的 上 确 界 。 所 得 的 矛盾 证 明了 定理 : 
在 区 得 La, 5 上 可 求 得 这 样 的 数值 xo, 使得 f(w) = 形 是 f(z) 的 全 
部 数值 中 的 最 大 者 。 

同样 可 以 证 月 关于 最 小 值 的 断 车 。 

我 们 要 注意, 上 面 所 引进 的 证 骨 是 纯粹 的 “存在 性 的 迹 明 ”但 
没有 娘 出 性 何 计算 数值 == zo 的 方法 。 以 后 [在 第 七 章 电 内 ] 在 
对 画 数 作 更 多 的 假 哉 下 ， 我 们 会 学 世 实 际 求 否 数 达到 最 大 臣 最 小 
值 的 自 变 其 的 数值 。 

车 加 数 了 2w) 当 zx 在 任何 一 区 间 络 内 变化 时 是 有 界 的 ， 则 宇 在 
这 区 闻 内 的 上 确 灌 与 下 确 蜡 之 差 
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w= -mn 
叶 做 它 在 这 区 间 内 的 振 旺 。 也 可 以 这 样 来 定义 ， 振 幅 吕 为 莽 
f(z 站 一 J(z') 的 稳 对 值 的 上 确 界 ,其 中 x 和 x” 取 区 阳光 中 彼此 台 
站 的 任 音 值 : : 
w= sup te 一 zl 
当 我 们 所 谈 的 是 在 有 限 的 队 区 加 =[a,5 ;上 的 加 纺 责 数 jw) 
时 , 划 由 已 证 明 的 定理 扒 知 , 两 数 的 振幅 就 是 它 在 这 区 间 上 的 最 大 
值 与 最 小 值 之 浴 。 
在 这 情形 下 硬 数 值 的 区 间 纪 是 于 区 隔 [ 和, 3], 而 振幅 就 是 它 
的 长 度 。 
74. 一 致 速 扩 性 的 构 念 ”元 丙 数 了 (x) 在 某 一 区 问 红 ( 阴 的 或 
非 戎 的， 有限 的 或 无 券 的 ) 内 是 确定 的 并 有 在 这 区 癌 的 点 zo 处 是 


连 针 的 , 则 
lim fe) = fro) 


3>>0, 使 得 | 
由 lz 一 wol<8 推出 |f(z) 一 f(z0) 1 <a 

现在 假定 画 数 fx) 在 全 区 癌 允 内 是 加糖 的 ,就 是 襄 ,， 在 这 区 
轩 的 每 一 点 xo 处 是 巡 粮 的 。 于 是 对 于 给 内 的 每 一 点 zo 依照 粹 定 
的 & 可 个 别 地 求 得 在 上 述 意 义 下 与 它 相 对 应 的 8。 当 知 在 光 的 范 
图 内 改变 时 , 印 便 s 不 变 , 一 般 避 来 数 3 是 要 改变 的 。 只 要 一 看 图 
30 就 会 相信 : 在 画 数 变化 得 慢 的 地 方 《图 线 表 现 为 平生 的 曲 态 时 ) 
所 适用 的 数 3 比 在 画 数 变化 得 快 的 地 方 ( 在 那里 图 碟 陆 升 或 陡 降 ) 
所 适用 的 8 要 大 得 多 。 换 甸 语 说 , 数 3 一般 说 来 不 仅 依赖 于 s, 而 
且 世 令 辑 -于 zx。 

如 果 只 论 及 zo 的 有 限 多 个 数值 ( 当 s 不 变 时 ), 则 由 有 限 多 个 
对 应 的 8 的 数值 中 自然 可 以 选 得 熙 小 的 一 个 ， 而 这 一 个 数 秆 3 显 


y z 然 辐 时 适用 于 所 考虑 的 
有 至 部 点 Tn 
可 是 ， 对 于 包含 在 
区 和 崩 多 内 的 无 敌 多 个 数 
值 ee 来 襄 , 却 不 能 这 样 
去 推断 : 《 当 不 变 时 ) 
与 这 无 穷 多 个 如 的 数值 
相对 应 的 ， 是 苑 穷 多 个 
0 md 2 的 数值 ， 在 这 些 数值 
图 30. 中 可 能 有 要 多 小 就 多 小 
的 数值 。 因 此 ， 对 于 在 区 问 多 内 圳 糖 的 西数 了 (x) 来 庆 ， 就 发 卜 了 
一 个 问题 : 当 答 定 s 时 ， 是 否 存在 有 这 样 一 个 5, 尼 活 用 于 这 区 间 
门 所 有 -一切 的 点 wo? 
如 果 对 于 任 一 个 数 s>0, 可 求 得 这 样 一 个 数 3 一 0, 使 得 
由 :xz 一 ml<8 可 推出 Lo) 一 /oo)|<s， 
而 不 座 点 > 与 ze 落 在 所 考虑 的 区 间 多 什么 地 方 , 我 们 就 说 , 画 数 
ff(z) 在 区 间 和 内 是 一 至 过 楼 的 。 
在 这 情况 下 数 5 只 依 甘 于 s， 并 有 在 选 定点 xo 以 前 就 可 把 它 
提出 : 8 同时 适用 于 所 有 的 wo。 
一 救 束 纺 性 的 意思 是 ， 在 区 间 的 各 个 部 分 只 要 次 元 的 两 个 数 
信 接 近 到 同样 一 种 程度 ， 就 可 以 使 对 应 的 医 数 值 迷 到 所 需 的 楼 近 
程度 。 
可 以 举例 退 明 ， 责 数 在 一 区 间 的 所 有 点 处 的 速 棱 性 不 一定 能 
证 它 在 这 区 各 的 一 竹 过 编 性。 例如 ， 诅 当 0<z< 三 时 了 (2z) = 


中 重 时 有 于 


= sin 地 ,x 一 0 这 个 秆 是 除外 的 。 在 这 情形 下 z 的 变 域 是 非 阳 的 
区 次 (0 二 |， 而 在 它 的 每 一 点 处 醉 数 是 连续 的 。 现 在 人 so 一 


一 六 1 一 
-2 其 中 多 是 性 -一 自然 数 ; 于 是 
f(z0) 一 sin(2m 十 巧 本 一 士 1， f(x) = sinnm =0, 


由 此 可 虹 , 曼 然 [+ 一 sol| = rT 地 中 以 随 着 % 的 增 大 而 变 得 任 
意 小 , 但 总 有 

fw) — fg0) | =1. 
在 这 里 虽然 自 于 画 数 的 带 纺 性 对 于 (0, 了 | 中 每 一 个 个 别 的 数值 x 


痢 丰 在 着 相应 的 8， 可 是 当 a~1 时 决 不 能 求 得 一 个 3 使 对 于 
(0, 主 ] 中 所 有 的 点 mm 同时 都 能 适用 ! 


75. 关于 一 臻 速 冲 性 的 定理 。 极 可 社 意 的 是 ， 在 闭 区 向 [a, 5] 
上 却 不 再 有 类 似 于 上 面 的 情况 , 下 面 的 定理 脱 明 了 这 件 事 。 

康 腕 定理 @ ” 若 在 六 区 加 [wm 5] 上 夯 数 f(x) 是 确定 的 并 县 是 
速 粳 的 , 则 在 这 区 间 上 它 也 是 一 致 速 糖 的 。 

证 朋 从 反面 来 进行 。 假 定 对 于 蘑 一 确定 的 数 >0 不 存在 有 
一 我 巡 粳 的 定义 中 所 认 的 数 3>0。 在 这 情形 下 , 不论 取 怎样 的 数 
8 一 0, 总 可 在 区 癌 [a, 5] 上 求 得 这 样 的 两 个 数值 z 与 zw， 

虽然 | z 一 z |<8 但 是 | 亡国 一 大 2 | 这 6. 

现在 取 正 数 序列 {as} 使 3* 一 0。 根 据 所 述 ， 对 于 每 一 个 84 可 

在 [a,5] 中 求 得 数值 x 与 x (它们 起 着 zx 与 x' 的 作用 XR 一 1,2,…》， 
虽然 | zn 一 wn | 二 8 但 是 jf (vr) 一 fx) | 之. 

由 波 尔 察 蒂 - 科 尔 斯 德 村 斯 筷 备 定理 [第 开 眉 ]， 从 有 界 序列 
{z4} 内 可 以 取出 收 钙 了 区间 [a, 6] 中 某 一 点 zo 的 部 分 序列 。 为 了 
不 使 记号 繁 于 , 我 们 就 计 为 序列 {xn} 本 身 已 收 敏 于 zo。 

因为 xs 一 Xn 一 上 0 (这 可 由 | wn 一 nl 一 av 与 34 一 0 推 来 )， 所 


中 康 腊 {G. OantorI845 一 191 汐 是 德国 的 著名 数学 家 ,是 现代 点 集 论 钓 创始 人 。 
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及 序列 {2} 同 时 也 收 黎 于 xo。 于 是 由 画 数 在 点 ro 处 的 过 夸 性 ,应 
该 有 
fxn) f(r0) 与 了 2 一 Fozo)， 
因此 
Firs) — fw) 0, 
框 这 与 对 于 一 - 切 的 数值 有 
[fra) —f {rn)|>e 

的 事实 相 巴 慎 。 定 理 忆 寝 诈 阴 。 

从 已 证 明 的 这 个 定理 站 搂 得 出 对 我 们 以 后 有 用 的 一 个 推 项 。 

推 户 ” 设 面 数 /(z) 在 阴 区 嘲 [a, 5b] 上 是 确定 的 并 且 是 过 种 
的 。 千 是 对 于 答 定 的 620 可 求 得 这 样 的 3 二 0， 只 要 把 区 间 任 意 
地 分 成 其 长 度 邦 小 于 5 的 部 分 区 间 ， 则 在 每 一 个 部 分 区 疗 中 四 数 
的 振幅 都 会 小 于 8 

事实 上 , 如 果 人 恢 答 定 的 s>0 选取 在 一 臻 违 继 的 定义 中 所 裔 的 
那个 数 作 为 8, 旭 在 医 刻 小 于 的 部 分 区 间 中 男 煞 的 任意 阿 个 数值 
之 美 技 相对 值 者 小 于 s。 特 别 ， 在 所 座 的 部 分 长 疝 中 如 芭 泵 数 的 
”最 太 值 与 最 小 值 , 旭 沁 们 的 善 ( 即 男 数 在 这 部 分 区 间 中 的 所 相 ， 昆 
第 73 段 ) 也 要 小 于 #。 

在 五 千年 的 期 闻 册 ,各 社 画 数 的 一 些 基 入 性 持 ， 共 比 坊 “明显 的 "性质 起 
到 上 定理 所 建立 的 一 致 带 舌 的 精 和 性 在 止 ， 一 个 个 地 被 证 明了 。 我 们 再 一 
次 蒂 重 指 力 ， 这 上 蔚 媳 明 上 只 在 于 九 由 纪 后 咎 期 发 展 了 的 宪 浆 的 算术 理 询 菇 础 
上 地 得 忽 了 成 有 的 严 属性 。 


第 五 章 “” 单 变量 函数 的 微分 法 


$ 1. 导数 及 其 计算 

76. 动 点 速度 的 计算 问题 ”在 叙述 微 积分 学 的 基础 时 , 我 们 要 
请 读者 注音 : 微 积分 学 的 思想 早 在 十 七 世纪 ( 电 就 是 谣 ， 远 在 我 们 
前 几 痊 学 过 的 精确 的 理论 出 现 以 前 ) 就 已 萌芽 了 。 一 圭 要 浙 这 一 
管 最 后 一 章 我 们 才 有 可 能 再 来 叙 浊 数 学 分 析 前 史 中 的 重要 关键 ， 
拓 且 介 有 部 牛 融 和 莱 布 尼 副 两 个 条 大 数学 案 的 功 丁 ， 介 位 创造 了 确 
乎 新 颖 的 计算 方法 ， 而 完成 了 先 玫 的 工作 。 以 下 我 们 将 技 照 现代 
所 要 求 的 严格 性 来 叙述 , 而 不 是 塘 照 赐 题 的 历史 程序 。 | 

然而 为 了 介 帮 微分 学 , 我 们 先 在 本 段 中 考虑 速度 四 题 , 而 在 下 
段 中 考虑 切线 习题 ; 这 耳 个 问题 在 历史 上 都 是 与 徽 分 学 的 基本 构 
念 一 一 后 来 双 做 导数 的 一 一 的 形 焉 有 关 的 。 

我 们 先 从 一 个 蛙 例 入 手 ， 就 是 考虑 共有 重量 的 质点 的 自由 降 
落 ( 光 了 可 以 不 计算 宏 气 的 阻力 ,假定 它 在 贰 空中 降落 )。 

车 时 间 { ( 秒 ) 是 从 开始 洋 落 的 时 肇 算 起 的， 央 在 这 一 段 时 阅 
内 盾 虚 所 砍 过 的 路 程 5 ( 米 ), 依照 已 知 的 公式 , 可 以 d 
责 示 为 


ot 
3 01) 


式 中 9 一 9.81。 由 此 出 发 , 要 来 确定 就 点 在 基 一 时 刻 。 矶 py 
t, 即 当 动 点 在 位 证 下 时 〔〈 图 31) 的 运动 速度 v。 
和 组 变量 上 加 一 二 晤 所 并且 考虑 时 齐 直 十 各 纪 这 
时 动 点 在 位 置 章 ， 处 。 我 们 用 As 来 直 示 在 这 段 时 
则 At 内 路 程 的 十 量 李 籽 1。 . 图 3]. 


加 一 


-1] 和 4 一 


在 ( 节 中 用 十 At 代 狠 所 则 得 到 路 程 的 新 值 的 夫 达 式 
3 二 As 一 妆 (t+Ai) 
由 此 
As— (2t “At+AL), 


用 At 除 As,， 我 们 就 得 出 动 点 在 区 们 形 班 : 内 降落 的 平均 速度 : 


op 一 人 时 十 和- At. 


我 们 可 以 看 到 ， 这 个 速度 是 随 着 At 的 变化 而 变化 的 , 并 且 所 各 过 
的 At 这 段 时 间 越 短 , 它 就 越 能 更 好 地 卖 示 出 降落 的 点 在 这 一 时 剂 
# 的 状态 。 

当 At 趋向 计 堆 时 ,大 点 在 时 间 4t 内 的 平均 速度 wep 的 和 极限， 
称 为 质点 在 时 刻 i 的 速度 。 

在 我 们 的 情 党 下 , 蚂 然 

; =lim( gt 十 和 az ) 一 gf 

在 一 般 的 情形 ,比如 说 ,在 质点 的 址 粮 运动 中 ,速度 % 电 可 雇 类 
似 地 算出 。 盾 点 的 位 秆 是 由 宅 与 某 一 始点 已 的 距离 s 来 硝 定 的 ; 
这 个 距离 就 叶 做 该 点 所 通过 的 路 程 。 时 间 是 从 某 一 开始 的 时 齐 
算 起 , 而 且 在 开始 的 时 得 , 质点 并 不 一 定 要 在 0 处 。 当 已 村 知道 了 
运动 方 径 s 一 了 (#) 的 时 候 ， 运 动 就 作为 是 完全 舱 定 了 。 从 这 个 方 
程 可 以 确定 盾 点 在 任 一 时 剂 的 位 置 ;在 刚才 考 密 过 的 例子 中 ,方程 
(1) 就 起 了 这 种 作用 。 

要 确定 质点 在 所 答 的 时 贡 ， 的 速度 w 人 象 前 面 那样 必须 入 t 以 
一 增 量 At; 于 是 对 应 地 路 程 # 就 培 大 了 As, 比 侍 


As 
A 


志 示 出 在 时 间 At 内 的 平均 速 床 wm, 由 此 取 极 限 , 氏 得 到 在 时 唱 


一 ] 本 一 
的 瞬时 速 床 v: 
= Fim ap 一 1ime3 
二 AE 
志 下 我 俩 考 夸 另外 一 个 重要 的 关 题 , 我 们 会 看 到 , 它 也 将 引入 
同样 的 极限 运算 。 
?7. 作曲 多 的 切 炎 和 的 局 题 ” 毅 已 葵 曲 区 (E) (图 3 给) 及 其 上 一 


站 钱 ”"。 但 是 这 一 定义 具有 特例 的 性 质 , 没有 说 出 问题 的 本 慎 。 例 
如 ， 若 想 将 这 一 定义 应 用 于 
抛物 六 y=ar? {图 33 4) 上， 
那 末 在 原点 0 蝶 两 个 坐标 畏 
就 都 会 符合 于 这 个 定义 ; 但 
是 一 大 沟 蕊 省 也 能 立刻 明 
和 白 一 一 事实 上 只 有 4 韩 蚌 扫 
物 芒 在 点 口 处 的 切 楼 ! 

现在 我 们 来 输出 切线 的 一 般 定义 。 在 曲线 (并 ).E( 图 32) 除 去 
和 所 型 忆 外 再 取 一 点 型 ， 和 划 且 作 割 入 型 下 :。 当 点 对: 沿 着 曲 读 移 


y 
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动 时 , 这 靳 稳 将 释 荐 友基 而 旋转 。 

当 点 性! 沿 着 划 关 (到) 而 打 何 于 冲 时 , 葛 加 和 了 HI 的 极限 位 垃 
型 7 就 时 做 晤 线 { 下) 在 点 避 外 的 切线 ,这 个 定义 的 意思 吏 是 : 只 要 
弦 开 1 趋向 于 零 , 溯 邓 型 中 各 欧 向 于 需 。 

更 在， 我 们 应 用 这 个 定 久 才 求 在 抛物 六 y=ax* 上 尾 意 点 
型 1z, 四 妹 的 切 如 来 作为 一 个 例子 。 因 为 切 炎 通过 这 二 ,所 详 要 想 
确定 宕 的 位 置 ， 内 要 知道 它 的 斜率 语 行 站 。 我 们 于 是 就 提出 求 半 
太 处 切 科 和 作 率 tgo 这 一 问题 。 

- 葵 横 坐标 > 己 境 是 Ar, 就 由 曲 著 上 的 开局 转 到 于; 局, 写 的 棋 
坐标 是 zz 十 az, 极 坐 标 是 

#+ AY=0{Rm+ Ar) 
{图 33a)。 割 绒 蛙 形 ， 的 对 于 训 p 可 由 查 角 三 角形 开交 型 来 确定 。 
三 角形 的 值 朋 边 和 VN 等 于 权 坐 标的 增 量 Ax, 而 直角 边 六 好: 显然 
是 摇 坐 标的 邓 应 的 二 其 
Ay= RAL A ), 
因此 
tg9— SE ~ Qaw + A. 


”要 得 到 切 纺 的 幸 率 ， 容 易 理解 ， 需 要 去 求 汉 Az 一 0 时 上 式 的 
极限 ， 国 为 az 一 0 等 价 于 纺 型 一 0。 这 时 p-34a， 而 (由 于 西数 
雇 了 的 连续 性), tgyp 一 tga。 

这 样 , 我 们 求 得 结果 : 
tga = Lim Bar AAr) = oard. 


由 我 们 顺 剧 描 出 ， 从 这 星 可 以 掉 得 实际 走 作 失物 粮 的 茹 各 的 简 法 。 就 是， 和 
站 于 PTE 图 了 3 加 中 纺 仆 


因此 是 糖 联 UP 的 中 点 。 囊 是， 要 想 作出 抛物 宰 上 在 点 匠 处 的 娘 术 ， 就 只 要 平分 辆 
我 QP， 彰 将 它 的 中 点 和 并 违 接 超 来 就 是 了 。 


-< 一直 了 一 
在 性 意 曲 如 的 情形 , 屋 曲 线 的 方程 是 

y=f(r), 
我 傈 也 可 以 用 相似 的 万 法 来 确定 切线 的 玫 率 。 设 与 横 坐 标的 境 量 
Az 相对 应 的 级 坐标 的 表 量 是 Ay, 草 比 值 

2 

生计 

” 志 示 制 线 的 斜率 妈 9。 求 这 比值 当 Az 一 0 时 的 极限 ， 我 们 就 得 到 
切 萎 的 糙 滨 : 

Ag 


teg& 一 Lirmtg 中 一 1im 一 盖 。 
多 lim EF 吉日 访 党 


78. 导数 的 定 光 ”上 线 较 一 下 我 们 在 解决 上 上 面 所 考 谋 的 两 个 基 
本 问题 时 所 做 的 运算 , 就 容易 看 出 , 在 这 西 种 情形 下 一 一 若 撤 开 变 
基 的 其 体 音 六 上 的 差别 一 一 本 质 和 是 做 了 同样 一 件 事 : 即将 画 激 
的 增 量 际 坊 自 变 其 的 卉 草 ， 再 计算 比值 的 极限 。 用 这 种 方法 我 们 
就 得 到 微分 学 的 基本 概念 -一 导数 的 概念 。 

设 图 数 y=fw) 定 E 义 在 区 问 必 内。 从 自 变量 的 某 一 数值 z= m 
出 发 ， 加 一 增 是 Ax 之 0， 而 使 自 变 量 不 超出 区 测度 ， 因 而 新 和 仁 
?十 AX 出 属于 这 个 区 并。 于 是 痪 数值 y= 了 wo) 就 变 成 新 值 y 二 Ay 一 
一 几 x6 二 ax) 邹 香 到 了 弄 量 

Ay=Af ro) = fo Ar) 一 于 oh， . 

若 画 数 的 增 基 Ay 与 引起 这 个 境 世 的 自 变 量 的 十 量 az 的 比值 


rear 一 rr 


的 极限 当 A 趋向 子 需 时 存在 , 


lim 所 gf 一 mdro tar)— fro) 
EE A 


给 定 的 上 j= Xo 让 了 和 变 服 的 导数 2 


虽 “导数 ?这个 名 隔 在 十 及 和 十 九 两 个 世 乞 之 突 的 时 候 就 已 被 拉 格 乔 昌 采用 了 ， 
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这 样 , 当 粉 定 了 值 * 一 mm 时 , 导数 一 如果 存在 一 是 一 个 确 
定 的 数 了 ,又 若 导数 在 整个 区 更 红 内 存在 , 就 是 届 , 若 导数 对 于 这 个 
区 则 内 的 每 一 个 z 的 数值 都 存在 , 期 它 仍 是 * 的 丽 数 。 

应 用 出 地 引入 的 概念 , 则 在 ?6 眉 中 关于 动 点 的 速度 所 性 的 芳 
就 可 以 概括 地 襄 成 

开导 点 所 权 过 的 史 稳 。 对 于 时 辐 的 导数 

车 在 较 广 泛 的 意义 上 去 理解 “这 度 "这 个 名 油 ， 就 可 以 把 导数 
永远 地 解释 为 某 一 种 “速度 "“。 就 是 说 , 有 了 自 变量 x 的 西数 y 后 ， 
就 可 以 提出 变 是 Y 对 于 变量 2 ( 当 zx 的 值 已 输 定 时 ) 的 变化 速度 的 
问题 。 

车 加 于 zx 的 增 量 Az 引 起 了 3 的 增 量 Agy 则 与 76 段 类 似 , 比值 
人 就 可 以 作为 ， 当 z 变动 一 个 数量 Az 时 , y 对 于 XY 的 变化 的 平均 


速度 


当 Az 趋向 于 彭 时 , 这 个 比值 的 极限 自然 就 叫做? 在 熔 定 的 
值 时 的 变化 的 术 度 : 


re 一 几 mrtri re rr 一 -arr 


op 一 
就 是 , 则 好 是 y 对 于 z 的 导数 。 

在 7 毁 中 我 们 全 经 考 谋 过 由 方程 y= 了 (2) 所 答 定 的 曲线 , 而 
甩 解 决 了 在 曲 胡 上 一 定点 引 一 切线 的 奖 题 。 现 在 我 们 可 以 把 所 得 
的 乱 果 叙述 如 下 . 

切 纺 的 对 率 好 o 是 稚 坐 标 ， 对 于 慌 坐 标 = 的 导数 。 

导数 的 这 一 几何 解释 时 党 很 有 用 处 。 


ere 


吕 上面 所 计 的 极限 督 时 限于 有 限 的 情形 [参看 果 7 段 ]。 
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除了 前 面 考 贿 过 的 例子 以 外 ， 我 们 还 再 举 几 个 能 说 朋 导 数 松 
念 的 作用 的 例子 。 

假定 运动 的 速度 % 不 是 常量 ， 而 它 本 身 也 是 随 着 时 间 t 而 变 

化 的 :0 一 了 (t), 吏 在 来 研究 “速度 变化 的 连 度 ”, 并 称 之 为 加 迷 度 。 

就 是 , 假定 对 应 于 时 间 的 十 量 At. 可 上 度 的 增 量 是 Aw 则 比值 


款 的 加 水 度 ， 
a=lim a, =]im 人 全 
-0 fF Ata0 Mt 


因此 , 加 过 度 是 沼 度 对 于 时 山 的 导数 。 

现在 我 们 来 考虑 速 绪 耶 沿 着 某 一 条 直线 段 持 量 【其实 是 洛 着 
一 条 报 机 ,不 过 我 们 忽略 掉 了 埋 的 实 族 和 厚度 /的 “ 税 性 ”分布 。 裔 
在 这 一 楼 自 上 点 的 位 置 是 由 柳 坐 标 > 来 决定 的 , 是 具 欧 段 的 端 
点 算 赵 {例如 , 拱 厘 米 计 算 )。 期 沿 着 区 半 [0,x] 所 分 布 的 盾 量 况 料 
依赖 于 工 :m= 了 (tz)。 区 则 共 点 的 机 坐标 z 的 增 最 Ax 将 会 引起 层 
量 的 增 量 Am: 换血 话说 , Am 是 紧 先 着 的 区 赔 [x, x 十 Az] 上 的 性 
最 。 于 是 在 所 指定 的 这 个 区 何 上 质量 分 布 的 平均 密度 可 以 用 比 全 

pw 和 

表示 出 来 。 当 区 辐 萎 成 一 点 时 , 郎 是 当 4x 一 0 时 ， 这 个 平 均 密 瞩 
的 极限 


上 二 
ii 一 im 一 一 
n a oD sD A 


就 叶 做 在 点 x 的 ( 簇 性) 密度 : 这 一 密度 是 质量 对 于 横 从 标的 导数 。 
入 在 来 有 拓 学 方面 ， 并 用 导数 全 立 物体 丰 所 答 理 度 时 的 人 
容量 的 概念 
我 们 用 下 面 的 记号 来 才 示 在 轿 题 中 所 绰 大 的 物理 二 :9 是 浊 度 
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(摄氏 温度 计 ), 不 是 使 物体 从 0* 加 热 到 6" 时 所 需要 的 热量 ( 卡 )。 
显然 , 机 是 9 的 画 数 : 环 = 沪 人 )。 答 9 以 革 一 十 量 Ag 于 是 太 也 得 
到 一 个 增 是 AW。 物 体 从 8* 加 热 到 (9 十 A9)* 时 的 平均 执 容 最 就 
是 


但 是 一 般 地 说 , 当 A9 变化 时 , 平均 热 容量 也 是 变化 的 , 所 以 我 们 就 
不 能 把 平均 热 容量 当 作 在 一 答 定 的 温度 9 时 的 热 容量 。 要 想 得 着 


后 者 , 必 回 要 把 上 式 取 极 也 : 
A 


起 三 lim tep = lim——. 
起 四 字 放 


A 
导数 的 一 切 应 用 (很 容易 再 多 举 一 些 ) 十 分 鲜 阴 地 显示 出 这 一 
事实 , 就 是 导数 与 各 个 知识 仿 域 中 的 基本 概念 有 本 大 的 联系 ,并且 
藉 助 了 这 些 概念 的 建立 ， 
导数 的 计算 、 它 的 性 质 的 研究 和 应 用 航 是 微分 学 的 主要 研究 
对 象 。 
导数 常用 以 下 各 种 符号 来 表示 : 
dy df ro)D . 
2 或。 对 go)”( 沫 布 尼 巷 ): 
y 或 六 (zo) 《( 控 格 裔 日 ); 


Dy 或 ”Df(zo) (如 西 )。 

此 后 我 们 主要 好 要 使 用 拉 格 庆 日 的 季 单 的 记号 。 如 果 用 的 是 
丽 数 记号 [参看 , 第 一 般 行 ], 那 示 在 括 台 内 的 字母 ro 正好 就 是 指 的 
在 计算 导数 时 的 那个 自 变量 的 数值。 最 后 , 我 们 要 指出 , 在 某 种 情 

@ 我 们 六 时 把 全 布 尼 玫 的 熙 号 看 作 是 整个 符号 ; 以 下 我 何 就 会 看 到 ，' 攻 也 可 以 


自作 是 一 个 分 数 ,我 们 不 采用 牛 幅 的 车 号 : 久 在 这 个 记号 里 ， 假 定 了 作为 自 变 且 的 就 
是 时 间 ( 关 于 这 点 , 销 参 看 224 段 )。 


-一 1 一 
刀 中 ， 可 能 会 发 生 ， 邓 于 那个 变量 而 取 导 数 ( 即 对 应 于 那个 变量 去 
求 ” 本数 变 化 的 速度 ) 这 一 问题 , 这 时 我 们 就 用 下 标的 形式 指出 这 
个 蛮 廿 : 

zz， flxo), Doy, Def wo), 
此 妹 下 和 标 与 自 变 量 的 那个 特殊 值 xo (在 wo 处 计算 导数 ) 是 无 关 
的 。 
《在 某 种 意义 上 , 可 以 说 , 整个 符 续 


2 7 或 7 DF 或 Dsf 


就 是 导 夯 数 的 丽 数 起 导 。) 
现在 , 利用 刚才 避 入 的 表示 导数 的 符号 , 就 可 以 把 前 面 得 到 的 
某 些 待 果 写 下 。 对 于 运动 的 速度 就 有 


_da ur 
?To 或 Ne 


对 于 加 速度 


et 
ST 或 二 He 


类 伺 地 , 曲线 4 一 秦 思 的 切线 的 斜率 就 可 写 


tga— 或 ta 一 弧 


以 及 其 他 等 等 。 

79. 计算 导数 的 例 ”我 们 来 计算 一 些 初等 丙 数 的 导数 作为 鲍 
子 。 

1” 首 沈 我 们 可 以 看 到 一 "个 明 显 的 敌 果 : 者 y= 一 常数 , 旭 丰 
诅 Az 如 何 , 恒 有 Ag 一 0， 所 以 二 0 妈 若 y=z， 别 Ay 一 Ax 而 
YO 

2° 交加 数 : # 一 2% (其 中 以 是 任意 实数 )。z 的 变 城 依赖 于 j; 
这 个 变 域 在 22 自 , 2” 中 已 经 指出 过 了 。 我 们 有 ( 当 20 时 ) 
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了 鼎 
!+ 千 ) _1 
Ce et 
Ar AX 2 


如 果 利 用 在 65 段 , 3) 中 已 算出 的 极限 , 不得 到 


y' =lim 人 Y= px! 中 


二 省 地 让 


特殊 情形 ; 


大 y= 轴 入 一 (一 1 一 一 


1 
2 


3” 指数 曾 数 :9 一 a2 am> 山 一 cggc 十 ooy。 这 里 
. A HTT 7 5 本 < 一 荆 


商 区 ay 办 出 
利用 在 665 让 ,2 中 已 算出 的 极限 , 便 得 : 


y = 1im AY 一 ca "lne. 
二 四 字 d 


特别 ， 
车 9 一 6 旭 y=e*, 


因此 ,指数 画 数 《 当 a 之 1 时) 的 卉 大 速度 是 与 医 数 值 成 正比 
的 : 当面 数值 增 到 越 大 时 , 省 在 这 一 时 测 也 就 上 升 得 越 快 。 这 就 舱 
指数 画 数 的 上 上升 狂 以 精确 的 描述 。 


4? 对 数 夯 数 : 1 一 logoz (Oa 0<x 忆 十 co)。 在 这 时 
利用 在 65 疏 ，1 中 已 算出 的 极限 : 


中 车 昨 p 汪 4 期 容 虹 直接 未 得 在 =0 时 , 导数 的 往 :; 2 = 履 
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yin, A 
特别 ,对 于 自然 对 数 就 得 出 非常 简单 的 结果 : 


Jr 


+ I 
当 w= 二 Inw 时 有 ?8 一 本 


这 也 就 是 硅 理 论 研 究 中 宁 磺 对 所 自然 对 数 的 一 种 根据 (虽然 这 在 
实质 上 诗 不 是 全 各 新 的 根据 》。 

对 数 孙 数 ( 当 &>1] 时 ) 的 增 大 速度 是 与 变 元 的 值 成 反比 的 ,并 
且 当 变 元 汇 限 增 大 时 , 增 大 速度 就 保持 着 正 值 而 趋向 于 等 , 这 些 情 
况 很 好 由 说 明了 半数 函 数 上 升 的 特性 。 

5” 三 角 国 数 : 根 定 y 一 sin zx, 了 于 是 


、 让 多 
Ay _ sin(w+AX) sinz_ 2 cos(z+ 竺 | 
Am AX Ax a 
. 可 


利用 cosw 的 连续 性 与 已 知 的 [34 段 , 5) ] 核 限 lim <=1 我 们 得 
到 
Agy _ 


如 = lim Ar 一 GOS YD 
区 位 地 我 们 得 到 ; 
若 y= 二 cos% 则 = 一 gin*， 
在 y=tgz 时 ,有 


ain {rt Ar) ainx 


ee Ee— ee— er 
一 一 | 


成 册 六 机 : 了 


@@ 注意 ,这 一 公式 的 稍 清 性 谱 当 归功 于 用 红 度 来 做 角 罕 的 单位 。 如 果 我 们 用 着 
数 来 油 单 位 , 则 让 弦 对 于 角 谋 的 比值 的 魏 限 就 不 会 是 1 ,而 很 容易 看 出 起， 于 明和 
们 就 会 让 | 


【Sir]7 = 
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_ sintwx+Am) Cos —Coos{tw+ aAr)eing 
AT: CO QOB 十 生生 ) 


加 Ag C009 和 CO 人 (和 十 生 和 ) 
出 紫 , 和 上 面 一 样 ， 


A 1 2 
" 走出 地 各 防守 心心 总 和 


”类 似 地 ， 


若 #4 二 ow， 则 y= 一 = — CSO X. 


gin zw 
380. 反 醒 数 的 导数 ”在 求 反 三 角 随 数 的 导数 之 前 , 我 们 先 来 证 
表 下 面 的 普遍 的 定理 。 
定理 慨 定 : 1T) 国 数 f(r) 满足 并 段 中 反 靖 数 的 存在 定理 中 
的 条 件 , 2) 孙 数 在 点 “= 二 xo 有 有 限 的 且 异 于 零 的 导数 PP(zo)。 那 末 


和 


人 T=y(y) 在 对 应 点 加 二 Jsol 导数 也 是 存在 的 ， 下 等 于 


Pre) . 

证 明 ”给 数值 y=ys 以 任 灾 的 增 量 Ag， 则 函数 » 二 g(y) 世 得 
到 对 应 的 增 量 Ax， 注 窟 , 当 ay 二 0 时， 由 于 隔 数 yy 三 J(w) 的 单 值 
性 , 也 有 &w 竹 0。 我 们 有 


王 在 大 是 4Ay 依 任 意 的 规律 趋向 于 零 , 则 一 一 由 于 函数 % 一 包 纺 的 
连续 性 一 一 增 量 Az 也 要 趋 向 于 零 。 但 那 时 上 面 等 式 右 边 的 分 母 
尝 起 由 于 投了 fitzo) 夺 0, 因此 ， 左 边 的 极限 存在 ， 且 竺 于 其 倒数 


py 它 就 是 导数 多 (go)， 
这 样 , 就 有 简单 的 公式 
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我 们 容易 去 说 明 它 的 几何 意义 。 我 们 知道 , 导数 yz 是 角 & 的 
正切 ,而 是 函数 yf(z) 的 图 形 上 的 切线 与 如 轴 间 所 夹 的 角 。 但 
是 反 铺 数 z 二 g(ty) 也 有 同 
一 个 图 形 ， 不 过 它 的 自 变 
量 却 放 兽 在 y 轴 上 了 ， 因 
此 导数 zy 等 二 同一 切线 
与 gy 轴 间 的 骨 8 的 正切 
(图 34)。 这 样 ， 上面 导出 
的 公式 就 转化 成 为 大 家 知 
道 的 和 为 喜 的 两 角 & 与 8 的 正切 之 关系 式 
1 
tg 
取 yg 二 0 为 例 。 它 的 反 靖 数 就 是 z=1logs y， 因 为 (参看 3) 
yz 一 eln ,所 以 按照 我 们 的 公式 


tg = 


与 4” 相符 合 。 
现在 我 们 来 计算 反 三 角 通 数 的 导数 , 为 了 方便 超 见 , 我 们 招 变 
县 ww 及 对 调 一 下 ,而 把 已 经 证 明了 的 公式 改写 成 为 


za 一 一 二-， 
Ky 


6 . 反 三 角落 数 : 基 虐 函数 y 一 aro sinz( 一 一 1 过 x 之 1)， 共 中 


-Ty 它 是 国 数 x 二 sin y 的 反 国 数 , 函数 x 二 gin gy 在 指定 


的 y 慎 处 有 正 值 的 导数 二 cos y。 在 这 种 情况 下 导数 ys 也 存在 ， 
而 且 依 照 我 们 的 公 S$ 式 , 有 


1 1 1 - 1 时 
Ya go coy Vv 1T-einay v1l—a 


一 1 全 一 
根 号 前 我 们 取 正 导 , 这 是 因为 cosg0k 

我 们 除去 了 数值 g= 士 1， 因 为 在 它 的 对 应 值 y== 土 
Ty = CO y= 人, 

沙 数 y 二 arc 刀 x( 一 <w 世 十 oo) 是 函数 r=t 刀 yy 的 反 荡 数 。 
依 我 们 的 公式 , 有 


也 处 导 煞 


-T_T _ 1 _ 1 
ys wy Seely 1+tp2y 1--w? 
类 们 地 可 以 得 到 : 
对 于 y=are coaw 
ys irel), 


对 于 y=arcectgw 


， 1 
YT (—o0<w 世 十 00)， 

81. 导数 公式 汇集 ”现在 把 我 们 求 出 的 一 切 公 式 汇集 如 下 : 
1 y=e 一 0 + . 
2, 二 Y' 一 
3. y=x: y= pw! 

_i :1 
ie .J 二 ws 
?一 wx y= 

2 六 
条， 3 一 上 2 y -= 全 ?da 站 
ye y=@” 
6. y=loga x y=logae 
EE 
i 

一 一 1 -一 

y=Inx y= 


一 节 7 一 


池 ， 和 一 COgs x y=~sinx 
rr 呈 _ 1 
8B. y=tgx y 一 Sec 汪 一 <OS5T 
一 “一 一 了 二 一 
9. y=cetgx 一 一 CSC x i 
10 _ 生 上 , 1 
. P=Arcsinx y I 
11. y=arccos | 一 一 
, Y=aIC Cos x y 一 
12. yarctgx I 
i183. y=arcctgx 3 一 -i 
工 十 骆 


后. 函数 增 量 的 公式 ”现在 我 仙 要 证 阴 以 后 要 用 到 的 两 个 简 
单 的 断 首 。 
识 轴 数 y= 二 了 (zx) 是 确定 在 区 间 和 两 。 从 这 个 区 关内 的 定 值 
rf 二 xo 出 发 ， 用 az 二 0 来 记 台 的 任意 增 量 ， 不 过 要 加 以 限 制 使 点 
xm 十 az 不 起 乌 统 范围 以 外 。 于 是 东 数 的 对 应 增 量 就 是 
Ay=Af(zro) =f (ro AL) — fro). 
有 两 数 的 增 基 可 以 表示 成 这 一 形式 
Aflro) = ro) AT+ a AL (2 
或 前 写 为 
由 划一 入 生生 十 全 < 信和 (2a) 
其 中 a 是 依赖 于 人 x 的 景 ,并且 随 着 Az 一 同 趋向 于 夫 。 
因为 , 按 导 数 的 定义 , 沼 Ax 一 0 时 


故 全 


一 了 58 一 


可 见 & 一 0， 由 此 解 出 Ay, 即 得 公式 (2a)- 
主 为 量 Q&Aw( 当 Ax 一 0 了 时) 是 一 个 比 Ax 高 级 的 无 穷 小 量 , 于 
是 利用 在 吨 段 由 引进 的 符号 , 我 们 的 公式 就 可 以 改写 成 为 
Afl(z)=f (ro) AvtolAr) (8) 
或 
Ag 一 grAz 十 ofAz). (Ba) 
附注 ”迄今 为 止 , 我 们 认为 Ax 宇 0; 而 量 a 在 Ax 一 0 时 是 不 确 
定 的 。 当 我 们 说 , 在 Az 一 0 时 ,w 一 0,， 我 们 预先 就 ( 象 通常 那样 ) 假 
定 了 Az 是 依 着 任意 的 规律 趋向 于 零 的 , 但 却 不 取 零 值 。 现 在 就 令 
在 Az=0 时 &=0; 于 是 公式 (2) 当 然 在 Ax=0 时 仍 是 成 立 。 除 此 
以 外 , 关系 式 
当 AXT 玫 0 时 省 一 性 
还 可 以 比 以 前 更 广泛 地 理解 , 就 是 说 , 在 Az-0 的 过 程 中 , Ax 也 可 
以 取 零 值 了 。 
由 已 经 证 明 的 公式 直接 推 得 : 
2” 如果 函 数 y= fx) 在 点 xzo 有 (有 限 的 ) 导 数 , 则 函数 在 这 点 
事实 上 , 由 (2a) 显 然 地 , 从 Ax 一 ?0 这 关系 就 引出 了 Ag 一 0。 
83, 计算 导 数 的 几 个 最 简单 法 则 在 前 岂 段 中 我 们 已 经 算出 
了 初等 图 数 的 导数 。 在 这 一 段 和 下 一 段 中 我 们 将 要 建立 一 和 蒜 列 的 
简章 靶 则 , 有 了 它们 就 能 去 计算 任意 的 (由 初等 函数 经 过 有 限 多 回 
的 算术 运算 和 迄 置 而 成 的 ) 函 数 [25 段 ] 的 导数 。 
I. 设 嚼 数 4 二 p(x) (在 定点 处) 有 导数 避 。 我 们 要 证 明 通 数 
# 二 cw(c 二 常数 )( 在 同一 点 处 ) 世 有 导数 , 而 且 要 计算 这 一 导数 ， 
敬 自 变 基 必得 一 增 贡 Ax, 则 隙 数 & 由 开始 的 数值 ww 变 到 数值 


”一 4159 一 
十 Au 盘 竺 -- 增 量 Axk。 而 画 数 乡 的 新 值 就 是 4 十 Ag= (wy 十 Aa)。 
由 此 az 一 Auw, 而 


lim SY = 60. iim AU oo 
包 芋 小 从 自省 3 六 
轩 此 ,导数 存在 而 且 等 于 


y= {cw =0rt, 


这 个 公式 表示 出 这 样 的 一 条 法 则 : 常数 因子 可 以 毛 到 导数 符 


| 


于 识 玫 数 P(x),4 一 tw) (在 定点 x 处 ) 有 导数 世人 小 。 我们 
要 竹 明 夯 数 y 一 w 士 b( 在 同一 点 ) 岂 有 导数 , 而 且 要 计算 这 一 导数 。 
答 x 以 增 量 Ax; 于 是 v 及 y 也 对 应 地 得 到 增 量 Aw，Ab 及 
Ay。 它 科 的 新 值 是 4 二 Amv 十 Av,y 十 Ay 而 有 关 采 式 : 
有 Yj 十 态 二 人 (二 A) 士 ( 十 A ). 
由 此 - 
: AY AAW LAP 


YT Mu AD, Ar Ax™ A 


并且 


_ 站 _ A . 内 有 
lim = lim < 二 lim -2 一 晤 十 训 ， 
二 贡 中 从 六 站 总 在 二 站 册 汪 + im 太守 


于 是 导数 存在 柑 且 等 于 
= 二 

这 个 圭 困 可 以 很 容易 中 推广 到 性 意 有 限 项 的 情形 {而 且 基 用 
间 样 的 方 潜 )。 

阳 , 在 基于 画 数 好 4 同样 的 假定 下 , 要 证 朋 聊 数 y= 也 有 和 导 
数 , 而 且 求 出 它 。 

同上 面 一 样 ， 对 应 于 增 量 Az 有 二 是 At Av 及 Ab; 这 时 3 十 
十 Agy= (十 At 二 At 因此 

总和 二 三 外" 菇 二 新 * 六 各 十 站 负 * 六 


8 Au ， + Fu ,Ap, 
成 生计 成 和 A 


因为 由 咒 眉 2°, 当 Ax 一 0 时 岂 有 Av-=*0, 汗 居 


Pt : 了 基 
lirm 人 AY ~ lim du Lim = 
Ee 起 二 十 放 


即 是 , 导数 竺 在 且 等 于 
他 二 《二 

荐 yg 二 woww, 若 且 .W241w' 存在; 出 

y= [up] = ut 二 = 有 十 如 刘 计 2 

容易 想到 ,对 于 % 个 因子 的 铺 交 我 从 也 类 催 地 有 : 

% ， 

[oj 一 woto ps 二 ao 二 wv 二 
这 可 雇用 数学 归 秋 法 去 证 阴 。 

儿 . 或 后 , 若 如 2? 诺 嘴 前面 的 假定 , 此 外 , ”又 异 于 雪 ， 则 我 们 
要 臣 朋 画 数 y= 二 也 有 导数 ， 而 且 求 岂 洗 。 

在 与 前 面 -一 样 的 记号 下 , 便 有 


人 十 站 本 
y Toy 十 Av 
于 是 
A a 
Ay 二 全 一 站 :上 和 Ay _ AAT 六 元 
UD AL) 六 wr PVT DY 


时 处 当 Ax 获 向 于 器 时 ( 剧 同 时 也 有 Av 一 0), 我 们 就 可 确 知 导数 的 
-存在 了 : 
1 YA Wa 
-a 
84. 复合 阔 儿 的 导数 ”更 在 我 从 可 以 建立 一 条 在 实际 求 导数 
时 非常 重要 的 法 区 ， 这 个 法 则 使 得 我 科 在 知道 了 各 个 条 成 醒 数 的 


一 上 号 忆 - 一 


一 地] 一 

导数 的 时 候 , 就 可 及 计算 出 复合 页 数 的 导数 。 
Y 衣 :1 图 数 二 Pt) 在 某 一 点 xo。 有 导数 ss 二 9 Cro) 2) 辆 
. 9 二 了 ww) 在 对 应 点 0 一 9p{ao) 由 有 导数 yy ,一 了 (ww)。 那 末 复 合 豆 


(fpr = fp 0)) pw)D 
或 , 简写 为 
2 一 se 
为 了 证 明 , 稿 zx 以 任 滞 的 增 量 和 Az; 家 Aw 是 画 数 w = 一 pfz) 的 对 
应 卉 量 , 最 后 证 Ay 是 由 增 量 Aw 引起 的 历数 y= 了 (ww) 的 十 晤 。 利用 
式 (2a)) 把 z 换 成 % ,而 (2a) 改 号 为 ; 
六 
(a 估 蒜 于 Aw 且 与 它 一 同 超 向 于 老 )。 用 Azy 除 各 项 , 得 到 
AY 一 扩 。 写 站 阅 包 


FE 
落 Az 笠 问 子 考 , 则 Au 也 要 趋向 于 嘉 [82, 3" ], 于 是 我 个 知道 , 依 地 
于 au 的 量 o 了 世 辣 样 要 超 癌 于 窜 。 欠 此 , 极限 存在 ; 


lim SY = " Lim Ug = 
自生 一身 直下 寺中 疝 党 本 
它 就 是 所 要 求 的 导数 yx。 


附注 82 段 中 有 关于 在 Az= 0 时 量 a 的 附注 , 它 的 效用 在 这 
里 就 寂 现 出 来 了 : 当 Az 是 自 变 量 的 卉 量 时 , 我 们 总 可 假定 它 是 异 
于 圭 的 ,但 是 当 Az 多 成 机 数 % 一 ?(z) 的 增 量 时 , 那 末 即 使 在 Axs0 
时 , 我们 也 没有 权利 设想 Aw 志 0。 


鲁 要 背 重 指出 ， 社 号 了 wtp tx)) 是 春 渤 画 数 Tu) 对 村 它 的 变 元 td 《不 是 对 于 
2 在 简 地 三 tre) 处 算出 肘 导 画 数 之 慎 。 
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85. 例 巴 ”< 先 举 几 个 应 用 涵 划 I 一 1 的 例 。 
1) 洪 左 甸 项 式 : | 
TE ee TE ibe ne i i 
先 用 潜 岁 再 用 法 荐 了 工 我 们 有 
如 一 (bz 十 【二 二 Caw)" 一 
= 00 0) 
利用 [8t 段 ] 公 式 1.3.3 瞄 后 得 到 
Y= HT 
2) yr 1 8， 
体 注 出 
y= {2r 5rT1i) eT (or Br 1)}- 《ez 
根据 前 例 与 [81 眉 1 公 式 4 求 得 
y= C47 一 后 er (on 1) = 一 一 生 ) a 


rainTzt 二 cos 
3) y= TADOIF 一 INT 
迁 轩 必须 先 利 用 法 册 了 17 其 次 在 用 法 出 了 和 以 及 81 自生 起 有 .7 了 7]: 
yf = {rsinz eost)' (soos — Bnw)}— (rsinr eoarT} (Teor — sinmy _， 
加 {Tenst — dnr): 


_ meogr (ronszt— 时 下 区) — (ssinz cosz)(— Xinw) 
本 {reogT — sir ey 


Tz: 


lreosx— sinz}- 

这 里 载 全 是 把 分 子 与 分 附 的 导 芍 一 次 就 算 店 来 了 ,而 并 有 把 计算 分 于 或 
俘 竹 导数 的 步 甩 一 一 写 出 。 通 过 习 央 必 乳 要 慨 到 一 般 地 能 并 到 号 出 导数 。 

计算 复合 画 激 的 导数 的 例 : 

4) 设 y=1n amm 摸 何 话 眶 ;y=1nw， 其 中 避 = sinz， 人 依法 央 F，vi = 


一 yu 导数 加 (nt -二 (公式 个 中 = sing 这 样 


站 eS 检 
Ye (Snr -rm tgr (RO), 
5) y=e”， 邵 是 y=e*， 其 由 = 好 
Y= (1; 4 和 31， 


中” 以 下 用 字母 zr tv 未 和 变量, 用 其 他 字母 于 常量 。 


一 二 3 一 
当然 , 去 把 被 芝 表 的 责 数 各 别 地 窟 出 来 , 事实 上 是 不 必要 的 。 


0) y= sinaz; y= GOSE 玉 (CET) = 0° coans CW 人 工区。 
_， 1 F i r 1 一 2 " 一 二 一 
了 》 y= arctg os; Yr = 二 (去 ) -TE 辫 )= 
i 二 三 
EE 
] ， 
一 CY; 12.37. 


我 们 再 举 几 个 应用 这 些 法 则 的 例子 : 

9) y= (st VT Wr Pt) = 
-I (Te) JE 

1 VP Tor Te 


证 
10Y 一 一 ， 4 一 一 
yn Ys (Vr? 十 6 


3 
{mr Te 


11) 作为 一 个 柯 题 我 们 再 来 研究 关于 车 - 指 式 8 = wztu0) 的 导数 的 问 
三 , 式 中 人 -局 2 是 双 的 珊 煞 | 在 答 定 的 点 有 异 狼 六 YY。 
把 等 式 y=w’ 家 对 数 , 得 到 
lny=b* ln (4) 


一 1 人 4 一 - 

这 样 ，Y 的 胡 达 式 叉 可 写成 % 一 6es， 从 这 个 式 子 喜 可 以 明白 嫩 数 六 是 大 
在 的 。 至 于 去 计算 它 , 最 阅 单 基 使 等 式 (4) 双 坟 对 x 的 导数 相等 。 这 村 我 们 要 
利用 法 央 7 了 与 ( 襄 往 WV 上 眉 9 是 X 的 图 数 }。 我 翁 就 丛 得 到 


1 Li 
可 ' yw ad 二 Tw 


四 此 
y= 入 +elmaj 
诚 代 天 3 的 表达 式 ， 
y' = wr 2 vn). (5) 
杰 有 公式 首 鞠 是 由 沫 布 尼 巷 .5 绊 坦 : 伯 经 利 硅 辽 的 。 
例如 ， 


基 y= 期 呈 一 85imz (Se +oeosz'lnz) 

86.， 单 侧 导 数 在 车 东 本 市 时 ， 我 们 来 松 述 一 些 关 于 导 刍 可 
能 更 的 特 狐 情 况 。 先 从 建立 单 侧 导数 的 概念 开始 。 若 所 考虑 的 
数值 就 是 画 数 y= 了 (2) 的 定义 区 阅 红 的 端点 之 一 , 划 在 计算 人 
的 极限 时 ,Ax 必须 限于 从 右 方 ( 当 所 让 的 = 是 区 间 的 左 端 点 时 ) 或 
从 去 方 (z 是 右 喘 点 ) 趋 子 0。 在 这 种 情形 , 车 极限 存在 就 时 做 有 音 
侧 导 数 或 左 单 便 导数 , 这 时 面 数 的 图 形 在 对 应 点 处 就 有 单 侧切 站 。 

可 能 拓 生 这 种 情形 , 在 内 点 字 处 比值 全 的 两 个 单 他 极限 昌都 


存在 ( 当 AxX 一 十 0 或 Ax 一 一 U0 

时 ), 但 却 又 第 此 不 等 ; 这 时 它 

全 也 是 下 做 单 倒 导 数 。 而 画 

数 的 图 形 在 对 应 点 处 就 会 有 ， 

两 条 形成 了 一 全角 的 单 侧切 

we ” 和 线 ; 这 个 点 总 是 一 个 角 点 (图 
图 3. 35), 


+ 
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作为 例子 我 们 将 嵌 面 数 y== f(z)= 112， 从 数值 z=0 开始 , 将 有 
Ay= 六 看 十 和 加 一 下) = AF) = Ar, 
车 4&zr> 山 旭 


一 42 一 1 
具 记 二 矶 出) sm Ks 


以 苦 Bw 之 D0， 拓 ] 
站 一 
各 让 王 一 丰 开 ， jn, r= 工 . 


于 个 病 数 的 图 形 是 由 第 一 中 第 二 象限 的 分 前 烤 所 粗 或 的 ， 中 点 就 万 为 角 点 。 
87. 无 穷 导数 若 二 基 的 比 多 在 Az-0 时 趋向 于 十 % 或 


一 co, 则 这 一 广义 的 数 也 时 做 导数 ,而 且 也 用 通常 的 符号 来 表示 它 。 
导数 作为 切 缕 的 斜率 这 一 几何 解释 也 可 推广 到 这 个 情形 ; 但 
是 在 这 电 切 线 就 与 ? 轴 平 行 了 (图 36a, 6)。 
类 拟 地 可 以 建立 单 侧 无 宠 导 数 的 概念 。 不 过 ， 在 这 次 即使 有 
了 符号 不 同 的 单 侧 无 禾 导 数 (图 366,2), 也 只 能 有 了 唯一 的 - -条 垂 让 
切 粮 .这 种 情况 的 特征 就 是 在 图 形 上 上 会 有 向 上 或 向 下 的 尖 点 出 现 。 


1 i 


图 36. 
1 
例如 , 设 fi(x) = 2 在 xz 二 0 时 由 81 外公 式 3 焙 卓 


Pe 
1 了 FE 
dr¥ 
得 这 个 翁 趟 在 x=0 时 是 不 能 应 用 的 . 这 时 我 全 可 以 查找 二 导数 的 宝 义 来 姑 
算 在 这 点 的 导数 ; 作 绩 比 式 l 


一 ] 野 一 


记 (0+ac) fi (az 六 1 
aT Ars 
可 锡 ， 当 4x 一 0 时 ， 比 式 的 极限 是 +e。 类似 地 可 诅 画 数 产 (2) -= 呈 在 
z=0 处 的 左 导数 等 于 一 o, 而 右 导数 笠 于 十 =。 

利 镍 导数 概念 的 推广 , 可 以 将 80 段 中 关于 反 画 数 的 导数 的 定 
理 加 以 补充 , 序 指 出 即使 在 六 (zo) 等 于 需 或 土 = 时 , 反 画 数 的 导数 
9 go) 仍 存在 而 且 分 别 等 于 士 co 或 雳 。 例 如 , 因 阔 而 数 ainr 在 2 一 
一 士 吉 有 导数 cos( 士 了 ) = 所 忆 反 本 数 arc siny 在 4 一 士 1 有 无 
禾 导 数 ! 就 是 +cc)。 

388， 特殊 情况 的 例子 1” 导数 不 存在 的 例 。 本 数 y= jz| 在 点 >= 0 处 
[参看 86 正 ] 已 纸 是 沪 有 通常 的 . 双 便 时 激 。 但 是 男 数 


je)=arsin 二 〈 当 z#0)，7(0) =0, 


是 个 更 有 有 朴 的 便 , 它 在 z=0 外 旦 然 也 是 速 炉 的 [67 段 , 4}j, 可 是 在 这 一 点 趣 
姻 单 侧 导 数 都 请 青 。 事 活 上 , 比值 
FFA) TO flan)  ， 工 
上 下 看 丘 星 点 中 
当 az 一 十 和 时, 不 热 向 二 任何 概 女 。 
从 这 个 询 数 的 图 形 ( 疼 六) 上 很 容 岛 署 出 ， 自 原 点 口 引 用 的 制 禄 OM 1 
当 时; 趋 宁 于 但 时 着 汇 极 限 位 置 , 因 于 曲线 在 原点 寻 流 有 切 煽 ( 严 单 出 的 世 
六 有 )。 
在 所 后 我 们 会 辕 到 一 个 很 奇妙 的 出 了 于， 莉 数 在 谈 元 的 一 名 秆 处 都 是 这 
粮 的 , 但 在 其 中 任何 人 入 处 却 都 汕 有 吾 数 。 
2” 旱 数 阐 断 的 例 。 如 果 答 定 的 酌 煞 y= (zx) 在 菜 一 区 靖 光 内 的 每 一 
所 都 有 有 了 朽 的 导数 多 = 产 (o0， 绪 未 这 个 导数 本 每 就 世 是 在 外 内 > 守 的 画 数 。 
在 馆 信 为止 我 何 所 通 色 的 大 茬 的 例 革 中, 玖 数 的 导数 都 盆 是 下 逢 的 。 组 是 有 
时 可 能 并 不 是 这 样 . 例如 , 考虑 酚 数 


flr) = ?sin “ 寺 区 革 )，0) = 二 0. 


车 4 和 0 则 可 用 通常 的 方法 尖 算 出 它 的 导数 : 


ee mr : 


J 
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1 


D . 1 
f(r) nT 下 


但 是 在 4=0 时 以 上 的 知 果 并 不 适用 。 这 时 蔡 交 接 用 时效 概念 的 定义 , 就 有 
(0+ < 一 fo) 


一 lim Ar: sin =0. 
艺 出 池 必 所 并 


F! (0)= ， iim 
同时 , 很 清楚 , 了"(*) 当 2 一 0 时 并 不 执 向 于 任何 极限 所 以 面 数 f'(z) 在 z=0 
处 基 闻 断 的 。 

在 这 个 例子 中 导数 的 间断 是 属于 第 二 类 的 。 这 提 非 帆 然 的 事 :下 面 [103 
段 ] 我 们 将 会 看 到 导数 是 不 能 有 落 一 类 的 间断 的 , 即 不 能 有 皮 许 。 


$2. 被 分 


89. 微分 的 定义 ” 设 画 数 y 二 了 (z) 定 六 在 革 一 区 山 绕 夫 ; 而 且 
在 所 考 氏 的 颇 处 是 连续 的 。 于 是 相 庶 于 变 元 的 雯 量 Az 有 
8 一 和 jzoj 一 下 oo 十 AZ 一 Fo)， 
它 随 着 Az 同 为 无 穷 小 量 。 下 面 的 问题 是 很 重要 的 : 对 于 Ay 是 否 
存 任 着 这 样 的 一 个 关于 Ax 为 线性 的 元 穷 小 量 4+Ax(44= 常 数 )， 
使 得 它 与 Ay 的 着 是 一 个 较 Ax 高 级 的 无 穹 小 量 : 
A = 网 -六 市 十 四 [和 和 让 {1) 

在 4550 时 ， 锋 式 (1) 的 成 立 指出 了 无 穷 小 量 .44x 是 等 价 于 
无 劣 小 别 Ay 的 , 也 就 是 藤 , 阁 取 Az 作 汉 基 本 无 穷 小 匡 , 由 4:Ax 就 
成 为 Ay 的 主 部 [56.57 段 ]。 

如 要 等 式 (1) 成 并 , 则 出 数 y = 了 %) 就 叶 做 (在 粹 定 值 x 一 xo 处 ) 
是 可 微 的 , 而 表达 式 4A Ax 就 叶 做 面 数 的 微分 , 用 符号 dy 或 df (xo) 
来 记 它 。 

在 后 一 种 符号 里 , 桥 怀 内 的 wo 正 是 指 的 z 的 开始 数值 加,] 

我 们 再 重复 一 带 ， 画 数 的 微分 具有 两 个 特性 : (a) 它 万 是 变 元 
的 增 量 az 的 线性 齐 灵 画 数 , 寿 日 (5) 它 与 画 数 的 增 量 相差 一 个 数 


外 这 里 ,0f 是 一 个 完整 的 辆 数 耻 号。 


— {OR 
村 ,而 这 一 数量 在 Ax 一 0 时 基 逻 Aw 高 家 的 无 穷 小 量 。 

我 们 考虑 用 个 例子 。 

1) 定律 为 ?的 图 面积 由 公 坟 昌 = rr2 所 给 出 。 兴 牛 笃 ” 增 大 A+， 如 
量 量 的 对 应 增 晶 如 就 是 包含 在 尝 笃 沪 7 及 了 十 ar 的 二 个 同心 山 史 | 的 图 珠 
面积 。 从 喜 达 式 

态 人 二 A 

我 个 可 以 立 测 露出 ，2rr-Ar 在 Ar 一 0 时 是 A 人 9 的 主 部 ， 它 也 是 @ 的 徐 分 
dQ, 在 几何 意义 上 , dQ@ 表示 一 个 诬 等 于 胃 有 周 的 长 2rr 而 高 为 Ar 的 矩 形 面 各 
好生 是 把 圆 环 “ 伸 直 ?而 得 出 的 算 形 )。 


2) 考虑 质点 随 规 人 带 := 一 2886 自 直 了 天。 从 时 剂 到 i 十 At 这 段 时 间 
和 内 , 动 点 妓 过 了 踏 特 


gitat): gt 
加 


当 At 一 和 时 ，As 的 主 部 是 ztate 我 们 回想 起 ， 在 时 剂 二 的 速度 是 一 8 
176 破 ]; 订 硝 出 了 , 路 笠 的 微分 ( 近 估 地 百代 闭路 程 的 增 量 ) 是 可 以 这 样 来 寺 
算 的 , 即 这 一 振 点 在 整 疏 时 间 At 的 过 程 中 都 以 同一 速 谈 * 来 运 荔 所 移 过 的 
路 程 。 
” ”90. 可 德 性 与 导数 存在 之 间 的 关系 ”现在 很 容易 确定 下 一 命 
题 的 正确 性 。 

要 使 六 数 区 一 下 *) 企 点 zo 外 是 本 绕 鬼 ， 其 必要 当 光 分 染 件 是 ， 


CT ar rr rr 


点 呈 一 一 At 十 可 ( 人 2 


等 式 (1) 宙 隐 人 敌 了/ 训 册 如 入 于 光 人 个 导 吉 于 是 
AY=# os AYOolAr). C18) 
必要 性 若 (1) 式 成 并 , 则 由 耳 
Ag _ + ctAz) ， 
A 总 并 


于 是 当 Ax 范 向 于 才 时 , 实际 上 就 得 至 


， 六 峡 ” 
A= lim 人 wy,. 
. 到 思 焉 Ys 


充分 性 ”所 间 可 从 钢 自 ,二 [参看 彼 处 的 (3a)] 中 推 得 。 
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因此 , 画 数 y= 二 了 (z) 的 微分 永远 是 等 于 
dy—y so- ArL, (2) 
迷 蛙 我 们 还 可 着 重地 指出 , 在 这 个 表达 式 内 的 Ax 是 惟 我 们 理 淫 为 
自 变 量 的 - ' 个 任意 增 基 , 就 是 一 个 任意 的 数 ( 它 时 党 为 方便 起见 惟 
当 作 并 不 依 灯 于 x 的 )。 在 这 时 完 允 不 必 去 假定 Ax 是 个 无 穷 小 
草 ; 但 兰 Az 一 0, 则 微分 dy 也 就 是 个 光 穷 小 量 ,就 是 (当天 0 时 ) 
醒 数 的 无 穷 小 增 量 Ag 的 主 部 。 这 上 也 就 使 得 我 们 有 根据 去 近似 地 
假定 
Ay 二 dy, (3) 
而 当 Az 越 小 时 , 划 准 侈 度 就 越 天 。 我 们 将 在 93 段 中 再 回头 来 考 
虑 近似 式 (3)。 
为 了 要 从 几何 方面 来 解 牺 微 分 g 以 及 必 与 丽 数 g 一 /(z) 的 增 
量 Ag 的 关系 ， 我 们 来 省 处 这 个 责 数 的 图 形 ( 图 37)。 变 元 镇 x 与 
而 数 和 值 9 确定 了 曲线 上 的 - -点 型 。 在 曲 各 上 的 这 一 点 引 著 粮 开 7; 
正和 象 我 全 在 剖 自 中 所 看 到 的 ， 必 的 斜率 tga 等 于 导数 yy:。 若 和 粹 
宽 坐 标 > 以 增 明 Ax, 旧 曲 各 的 秘 坐 标 y 就 得 着 境 基 Ay= 入 械 1。 
同时 . 邯 线 的 机 从 标 电 得 着 增 量 入 KK。 把 和 NK 看 作 是 直角 三 角形 
间 NK 的 一 个 站 前边 而 来 计 3 
算 ) 就 得 出 : 
ME=MHN:tea= 
ys"Ar= dy. 
因此 , 当 Ay 是 曲 厂 的 笋 
坐标 的 盖 鲁 时 ,dy 就 是 切线 .| < 
的 扔 坐标 的 对 应 者 量 。 《 国 39 


外 ” 敌 易 驴 让 ， 前 有 曼 所 考虑 过 的 例子 的 玖 分 正好 其 这 样 粗 厂 的 。 例 如 在 情形 13》， 
就 有 : 
总 三 可 季 , Wr= rr HO = Dr A 


wr 


一 1 一 

最 后 我 们 来 看 看 自 变 投 = 的 本 身 : 宪 的 增 量 Ax， 就 叫做 它 的 
微分 , 郎 提 定 

dr = AY, . 4) 
假若 把 自 变 量 z 的 微分 与 西数 y=x 的 微分 看 作 是 同样 的 (这 同样 
也 是 一 种 规定 ! ), 那 末 引用 (2) 式 就 可 以 征明 公式 (4): 
dr=w oA-Ar= Ar, 

套 照 规 定式 (4)， 更 在 可 以 把 芥 出 竹 分 定义 的 公式 (2) 重 写成 

这 一 形式 


dy =—y¥ vi (5) 
我 们 通常 就 是 这 样 写 的 。 四 
由 此 得 到 
+: dy 
yy + yp (8) 


于 是 这 一 表达 式 , 我 们 以 前 把 它 看 作 是 一 个 再 个 符号 , 现在 却 可 地 
解释 成 为 一 个 分 数 了 。 访 者 不 应 当 为 这 种 情况 而 困 感 ， 就 是 在 竺 
式 左边 是 完全 确定 了 的 数 ， 而 同时 在 右边 我 们 有 的 却 是 二 个 不 定 
的 数 9 及 dx( 因 z=Ax 是 任意 的 ) 的 比值 , 要 知道 dz 及 dy 本 来 
是 成 比例 地 变动 着 的 , 而 导数 久 :刚好 就 是 比例 系数 。 

痊 分 的 概 爹 与 "微分 "也 这 一 名 词 基 局 于 莱 布 尼 兹 的 ， 虽 然 介 自 己 并 浅 
有 栓 亏 这 个 概念 的 确 加 的 定义 。 营 天 必 效 在 活 错 徽 分 的 同时 也 全 考虑 过 向 
商 , 即 是 二 个 微分 的 商 , 它 就 相当 于 我 们 的 导数; 但 是 对 十 芋 布 尼 奈 求 说 , 微 
分 却 是 一 个 碟 好 购 构 鲍 。 自 从 哥 下 用 让 己 的 极限 理 答 为 整个 分 村 创立 了 基 
胡 , 于 是 绍 一 次 明确 地 定义 厨 数 为 茶 种 极限 以 后 ， 通 常 就 从 避 数 出 发 ， 而 被 
分 的 概 侈 也 就 娃 立 在 导数 的 基础 上 了 。 


91. 微分 的 基本 公式 及 法 居 ” 丽 数 微 分 的 计算 法 就 叶 做 微 和 
法 @。 因 为 微分 dy 与 导数 ys 只 相差 一 个 因子 dw, 所 以 很 容易 由 初 


DD 以 拉丁 交 4ifferentia 而 素 , 党 思 就 是 "着 
加 ”也是 这 一 个 名 恒通 常 也 用 求 称呼 导数 的 计算 , 在 人 簿 上 大 于 演 些 专 门 名 而 。 


1, Y=e 
2. y= 


,y=arc Simn 
10. vy—=arcecosx 
ll. y=arctg* 


12,. y=arcctgx 


微分 法 则 中 有 这 些 : 
1.ad{teu) 一 Co 


他 ”这 里 指 的 是 微分 的 计算 。 
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颖 男 数 的 导数 才 [81j 去 做 出 它们 的 微分 表 : 


dy=0 
dy = ux dx 
村 

dx 

Bx 

dy = ea ln clx 

dy— edx 

dy -Be | 

dy= > 


dy = COs xdx 


dy= — sinxdx 
dy = sec xdx 一 dx 
COS xX 
dy= ~ cst’* xdx Oo — dx 
Sin? x 
dx 
dy = J 
dx 
人“ 一 
ax 
dy = T+ 
_ dx 
dy 1 二 x 


一 二 一 
下 .本 (人 二 区) =dut dr, 
H. dw) = vaw 十 2 人， 
EV. dA )= va ~ ude 
bo vi 


宇 们 胡可 点 很 容易 地 从 导数 的 对 应 法 有 央 中 得 出 。 例 如 ， 我 介 
来 证 明 后 两 个 站 出 : 
dauv uv dr uy dx = 
=p(w dx) ute dz) =vdw i+ udo; 


(ei 
VM) ur) _vAdu udy 
o 02 

92. 微分 形式 的 不 变性 ”复合 甸 数 的 微分 法 划 使 得 我 们 能 能 
获得 微分 的 一 个 值得 注意 而 双重 要 的 性 盾 . 

假设 = 了 (zw) 及 x 二 p(t 是 这 样 的 两 个 闸 数 ， 由 和 们 可 丹 粗 成 

复合 加 数 :9 二 jp(2))。 又 敬 导 数 禄 。 及 ww'; 都 存在 ; 于 末 
照 E84 段 ] 若 划一 一 也 存在 着 导数 

yt ke -和 (7?) 

考 把 Y 当 和 作 自 变量 ， 划 微分 cg 可 由 仅 式 (5) 来 下凡 。 现 在 车 

上 甩 变量 不是 而 是 二 在 这 -一般 定之 下 ， 我 个 对 于 微分 就 有 另 

一 个 表达 式 : 


dy= 0 "dt. 
不 过 , 韦 特 导数 y 用 它 的 表达 式 (7) 来 替换 , 叉车 注意 到 x* 是 的 
图 数 , wt*dt 就 是 x 的 微分 ;最 后 就 可 得 到 
dy—y ov, dt —y's dy, 
部 是 ;又 回 天 了 微分 的 原来 形式 (5)1 
这 样 ， 我 蛋 看 天， 微分 的 形式 ， 在 将 原来 的 自 变 量 执 成 狐 的 自 
变量 纵 后 仍然 可 以 避 持 不 变 。 所 以 不 论 + 是 不 是 自 变 其 ， 我 们 永 
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远 有 根据 把 4 的 微分 写成 (5) 的 形式 , 仅 有 的 差别 只 是 在 于 ， 若 取 

; 作 自 变量 , 则 dx 表示 的 不 是 任意 增 量 Az, 而 是 作为 t 的 丽 数 ) 
的 微分 。 这 个 性 盾 就 时 做 微分 形式 的 不 变性 。 

因为 从 公式 (5) 可 以 直接 得 到 以 微分 dx 及 dy 来 表示 导数 光 。 

的 公式 (6), 所 及 不论 dx, dy 是 对 于 邢 一 个 自 变 量 而 求 由 的 (当然 , 


在 每 一 个 情况 下 , 都 是 对 于 同一 个 白 变 芋 而 求 的 广 会 式 46) 妇 和 攀 是 


有 效 的 。 
例如 设 y=~ 1 一 让 (-1<z<1)， 则 


Yo = 一 2 . 


现存 假定 s 一 sint( 一 于 <+ < 可 让 于 是 Yo MT sinte cogt, 就 有 d= 


cost"At) y= 一 9int"Qt. 很 曼 租 证 公式 1) 葵 册 的 不 过 是 上 面 求 出 的 蜡 数 
的 另 一 个 表达 式 黑 了 。 

附注 ”可 以 用 对 于 任意 变量 而 取 的 微分 来 志 示 导数 这 一 可 能 
性 , 在 特殊 情形 于 , 就 会 引出 下 面 的 精 果 ; 就 是 这 些 公式 


dy 1 dy dy du 
dz dr ’ dr dw dr 
dy 


这 些 有 公式 在 菜市 尼 苞 记号 下 是 表示 求 反 豆 数 以 及 复合 画 数 的 导数 
的 注 其 的。 现在 它们 就 都 成 为 简单 的 代数 恒等式 了 (因为 在 这 里 
一 切 币 分 都 可 以 对 于 同一 个 变量 而 下 )。 但 是 , 却 不 要 以 为 这 就 是 
这 些 公 式 新 的 推导 卫 : 首先 , 这 里 拉 没 有 证 朋 过 等 式 左 边 的 导数 的 
存在 , 而 且 主 要 的 还 在 于 我 们 实质 上 应 用 了 微分 形式 的 不 变性 , 而 

蕊 本 身 却 是 评 出 了 的 推论 。 
93. 丽 分 作为 近 僻 公式 的 来 源 ”我 们 已 猫 替 到 , 在 Az 一 0 和 半 ， 酌 数 y 的 
微分 dy( 只 相 如 天 0) 是 醒 数 的 无 短小 增 量 Ay 的 未 部 。。 这 样 ，Aym~~dy, 干 是 
四 yy 二 fy, (3) 

或 ; 较 玉 和 上 毕 

ftiro= fmt A — fro (mo) ar . (3a) 
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而 只 莽 一 个 过 Az 为 商 改 的 无 状 小 量 。 就 是 输 [56 段 1, 在 Ax 足够 小 的 时 候 ， 
效 个 等 式 的 相对 误 葵 可 以 任意 的 小 。 

这 种 情形 也 可 下 从 图 37 微分 的 世 何 解 穆 中 直接 看 山 。 从 图 彤 上 可 以 霜 
熙 : 肌 f -老将 动 线 的 似 坐 标的 增 量 摸 成 切线 的 认 坐 标的 准 其 庆 当 上 az 越 小 
的 时 候 ， 这 一 其 换 的 相对 准确 放 也 就 越 大 。 

用 大 来 状 换 Ay 的 好 处 是 在 于 (大权 芒 考 也 消 楚 ) dy 是 纺锤 地 依 顿 于 
az 而 Ay 到 常常 是 4x 的 较 复 杂 有 的 男 数 。 

坊 慨 定 Ar 一 2 一 fo 而 各 十 Az 一 鸭 则 等 式 (3a) 就 成 汶 

Fir)— fr)" (rx) 
或 . 

Fr)= fr fro) (eo— x0). 
信服 演 个 公式 , 对 于 接近 于 加 的 值 e, 本 数 fz) 就 可 以 用 一 炮 性 图 数 来 近 伞 
地 替换 。 在 儿 何 上 , 这 就 相当 于 把 曲 乒 4#= f(z) 上 接近 于 点 (zo Fro)) 的 一 
小 段 换 成 曲 悉 在 这 点 的 切 秋 : 
y= fr) + f(ro) ts — rx) D 
于 的 一 般 ( 委 看 团 37), 为 了 简单 起 见 , 肥 xo=D 而 且 把 x 限于 车 小 的 值 ， 于 
是 乌有 近 仙 公式 : ， 
fr) 0 + "0) x. 
由 此 , 用 各 种 和 等 国 数 来 代替 这 里 的 /x)， 就 容易 得 匡 一 柔 史 的 公式 : 
《1 十 2 二 Ta 转岗 VTIT5 二 1 可 
87 二 ] 十 zx， 1nti 十 二 z，inz 二 nm， tx 之 IT， 余 类 推 ， 

其 中 有 有 许多 是 我 们 早已 知道 了 的 ， 

94. 微分 在 估计 误差 中 前 应 用 ”应 用 微分 构 念 于 近似 计算 中 估计 训 北 是 
非常 厂 恒 而 且 卢 然 的 。 例 如 , 设 莉 > 我 们 可 以 直接 地 生 度 或 计算 ， 而 会 辆 于 
z 的 基 # 划 以 公式 y =z) 来 确定 ,在 量度 量 + 的 时 候 通 常会 有 个 视 其 A 
由 它 六 8 起 了 基 4# 的 汝 差 Ay。 太 于 这 些 误 闯 是 微小 的 最 , 所 以 可 以 假定 

AY= Ye AT, 
就 是 , 用 数 分 来 代替 增 量 , 设 ae 是 量 “= 的 最 大 契 对 妹 差 : [4x | 三 #7 (在 通 党 
外 ” 演 际 上 , 料 带 为 太 轰 过 点 (ro yg60) 的 再 若 移 方程 是 
中 二 多 十 天 4 — ro) 
在 切 起 的 情形 , 这 里 应 当 全 wx0) 天 一 产 Cro)。 


的 条 件 下 , 在 基 庶 中 类 似 的 误差 限度 是 已 知 的 )。 于 是 显然 可 以 到 
sy= |y'sl-8z (8) 

作为 中 的 最 大 焰 对 现 差 (误差 限度 )。 

1) 例如 , 假 车 要 去 确定 一 个 球 的 体积 , 首先 {用 游标 测 笃 器 ,公差 仪 , 野 
旋 测 径 器 , 等 竺 ?直接 地 测量 球 的 直径 了 再 依 公 式 

了 = 

去 计算 体积 Y。 

因为 下 各 = DD 所 以 在 这 一 情形 ， 根 据 (8) 


P= oD” aD. 
用 前 式 除 这 个 等 式 , 得 
237 _asD 
F ”也 
所 忆 算 出 来 的 体积 的 数值 的 {最 大 的 ) 相 对 襄 差 绪 量 出来 的 直径 病 产 什 的 (最 


大 的 ) 各 对 误 其 大 了 两 售 。 
2) 假 改 要 计算 数 z 的 以 十 为 底 的 对 数 y=1ogx， 车 于 得 到 z 时 有 革 些 
台 差 , 于 是 就 影响 到 对 数 y 使 它 也 有 有 了 误差。 


在 这 里 y's 一 芋 (二 0. 4343), 因此 , 依 公式 (8)， 
y=0. 434320. 


这 样 , z 的 对 数 的 (最 大 ) 移 对 强 莽 就 只 依 贺 干 数 2 本 身 的 (最 大 ) 相 对 味 关 
而 确定 。 反 过 来 也 是 一 样 。 

这 个 精 果 有 多 种 应 用 。 例 如 ， 借 此 可 以 获得 关于 常用 的 标记 为 25 硅 
米 = 259 毫米 的 对 数 尺 的 准确 府 的 概念 。 由 于 在 放 震 股 准 器 或 蔬 数 时 可 能 
发 生 馈 洽 , 例如 , 在 这 边 或 另 一 边锋 让 0. 1 毫米 , 于 是 在 对 数 上 就 对 应 有 误 盖 


y= =0.0004. 


出 几 , 恢 我 们 的 公式 


6 _ D0. 0004. 
as=0 001. 


计数 的 相对 准确 暴 在 算 尺 的 所 有 部 分 痢 是 ~ 样 的 : 
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$3. 高 阶 导数 及 高 阶 微分 


95. 高 阶 导 数 的 定义 ”车 机 数 y= 了 (x) 在 某 一 区 间 红 内 有 有 
限 和 的 导数 y' 一 了 x), 那 林 后 汀 本 身 就 代表 着 的 细 一 画 数 ， 于 是 
有 可 能 这 个 本数 在 终 内 的 某 点 ze 有 有 限 的 或 无 穷 的 导数 。 写 就 叫 
做 画 数 一 7(z) 在 诸 点 处 的 一 阶 导 数 开 用 下 列 符号 之 一 来 玫 示 : 
a y", Dy; Le (go), pr(go), Df (zo). 
例如 ,人 象 我 们 在 ?8 段 中 已 绝 见 到 的 ， 动 点 的 速度 " 等 于 它 所 


二 过 的 记名 + 对 时 交 f 的 导数 : "一 到, 而 加 速度 是 这 度 v 对 


于 时 间 的 导数 :4= 二 。 就 是 说 , 加 速度 是 路 程 对 于 时 二 前 二 阶 司 
ds 
数 : 4 一 1 

类 似 地 , 若 而 数 y==f(z) 在 整个 区 间 儿 内 ( 邵 是 , 在 这 个 区 加 
内 的 每 -- 点 处 ) 痢 有 有 限 的 二 阶 导数 , 则 这 个 二 阶 导数 企 儿 内 茶点 
处 有 有 限 的 或 光 劳 的 导数 苞 叫 做 醉 数 9 一 jz) 在 这 点 的 三 阶 导 
数 , 并 吉成 

Gg, y", Diy; SY, F(a), Drf (eo), 

用 相似 的 方法 可 从 三 阶 导数 推出 四 阶 导 数 ， 等 等 。 车 假定 
(一 号 阶 导数 的 概念 已 圾 定义 了 , 而 在 区 癌 多 内 (# 一 1) 阶 导数 存 
在 并 且 有 限 , 那 来 它 在 这 个 区 问 内 茶点 % 处 的 导数 就 叫做 原来 的 
册 数 y 一 了 (9) 的 阶 导数 ; 我 们 条 用 以 下 符号 来 读 它 : 


ht a 本 所 = 
DY, ym, Dy; SF, fa), Dr flo). 


有 时 一 “在 应 用 搞 格 朗 日 或 哥 西 的 刀 呈 时 -一 可 能 有 必要 去 
指出 对 于 著 个 变量 在 取 导 数 , 那 时 就 将 这 个 变量 写成 下 标的 形式 : 


一 1 一 
8j 9 了 so) (ro ) 余 洪 捧 ， 
渤 中 沙包 pr … 我 们 规定 是 ty wi … 的 简写 。 二 姑 ， 可 以 号 . 


t= gps. 

( 往 郑 明 昌 ,这 里 的 整个 符号 

pm 或 Fa，Drf 或 Dssf 

可 以 看 作 是 画 数 的 记号 )。 

这 样 , 我 个 依 着 阶 深 从 一 阶 导数 推移 到 以 后 各 阶 导数 . 而 归 畏 
地 定义 了 % 阶 导数 的 称 仿 。 从 而 确定 % 阶 导数 的 关 条 式 

WO [人 

就 中 收 递 推 式 (或 “循环 式 ”)， 由 于 它 合 我 们 从 1% 阶 导数 “回归 ”到 
《名 一 1) 阶 导数 。 

当 界定 了 时 , % 阶 导 笋 的 计算 , 可 以 按照 读者 已 知 的 法 则 与 
公式 去 进行 。 

例 遇 ; 诅 


4 _ 1 akvos 4 生 工 
y= BT tar 二 ae 2 ， 


则 
Db 十 4g 十 全 ， ya 下 
4 一 ]2z 一 ]， y'" =12, 
于 是 所 有 以 用 条 从 的 导数 部 全 等 于 需 。 或 设 
y= ln(wtv e+ 1); 
于 是 


Pr 一 2x2 一 填 


:1 wr 
"VET YY ti 9 一 (本 于 7 等 等 


注意 , 象 对 于 高 阶 导 数 那样 , 也 也 可 以 归档 地 建立 部 阶 单 侧 导 数 
的 概念 [参看 86 段 ]。 若 图 数 y= 了 () 只 确定 在 某 一 区 间 六 内 ， 那 
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未 当 我 们 痰 到 在 这 区 间 端 点 的 任何 阶 导数 的 时 候 ， 总 是 指 的 是 单 
全 导数 。 
96. 任意 阶 导 数 的 莹 遂 公 式 ”更 计算 任何 函数 的 % 阶 导数 ;一 
般 地 说 , 应 蓄 先 要 算 冉 它 前 面 的 一切 阶 次 的 导数 。 然 而 , 在 许多 情 
形 下 , 对 于 乞 阶 导数 却 能 够 建立 起 这 笠 的 普 欢 表达 式 , 它 直 接 依 朝 
著 加 而 不 再 含有 前 面 各 阶 导 数 。 
在 推导 这 种 普 温 天 达 式 的 时 徐 : 有 了 时 公式 
【ee 下 二 + 全 1， (ty) =) 
是 有 用 处 的 , 它们 是 训 者 已 色 知 道 的 申 段 中 突 虽 I 芒 王 在 高 辽 导 
数 的 情况 下 的 推广 , 只 要 逐次 地 应 用 这 些 法 则 就 很 容易 得 到 它们 。 
1) 首先 邯 味 时 画 数 y 一 z*， 其 中 & 是 任意 实数 。 我 们 依次 过 
有 ; 
y= pp =A 1 , 
yg" =pp— D(H 2 
由 此 也 容易 有 出 普 欢 的 规律 ， 
y= 1) ‘C4 一 十 TO2 


着 且 可 以 用 数学 归 灿 法 来 证 明 它 。 
例如 , 车 取 于 二 一 二 删 得 


( 动 一 (一 1 一 2 …( 一 和 gn" 一 人 于 


当 记 本 身 是 自然 数 负 的 时 候 , 则 sr 的 加 阶 导数 基 忆 天 是 常数 
m1 于 是 -- 切 以后 的 导数 喜 都 是 零 了 。 由 此 很 明显 ， 尘 于 积 葡 的 
整 多 次 式 也 会 碟 生 类 似 的 状况 。 

2) 现存 说 y= lInx。 首 先 有 


了 


ml 
? Cinw) x 
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点 这 里 我 们 把 中 村 应 全 趟 里 的 "% 挽 成 rn 一 1, 并 用 它 来 取 上 
式 的 (n 一 了 阶 导数 ,于 是 我 们 得 着 
本 《gt =-( 二 ) ， 一 = 1)1 , 
3) 设 y=a”， 划 


y =a na, =a naa}, 


普通 公式 
ye = 《In 由 
这 容易 用 数学 归 簿 法 来 证 明 。 
特例 , 显然 有 


(eT et, 
4) 慨 定 y= ginx; 和 于 是 
| tr - rr 
y=008r, y=— ing, y= — Cogw, 


yo ins, y= Oost 


滞 着 这 一 路 辜 去 拷 所 求 的 ” 阶 导数 的 普 尝 表达 式 是 困难 的 。 但 是 
车 把 一 阶 导数 的 公式 改写 成 为 y ~ sin( 2+ 二 ) 的 形式 之 后 ， 事 情 
就 会 立 列 化 阐 多 了 ; 容易 明白 ,在 矢 微 分 一 次 时 变 元 就 要 增加 去 ， 


因此 
《 Bin 多 ) = sin(x rn) 


次 位 地 可 得 到 公式 
(HY - -. 工 
{cogs%) cos( za 3 ) 
5) 桩 讨 褒 责 数 y= arctgz， 我 们 提出 的 问题 是 要 把 ww 用 9 
恬 示 出 来 。 因 汶 w= 培 芒 于 是 


Fr 
有 一 


1 
工 十 2 
肯 美 十 区 来 微分 (守住 ,y 是 zw 的 角 数 ), 得 到 


y= [— siny* sin(y t+)+ cosy" oos(y+ 守 )]:v = 


= cosy= Cogy sin(y+) 
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一 ens2y CO (2y+ 荆 )= Cosy sin2(g+ 三 ) 
再 一 次 微分 得 思 : 
y= | —28iny: oosy* sin2( y+ TE) Doosiy Cos2 @ 9] “Wy 一 


= D008 yy oon (3y-+ 2 )= eco， sa 
普通 公式 
y= (RO 1)! cosy: sinn(y+ 守 ) 
可 甲 数学 归 生 法 永明 是 正确 的 。 , 

97. 茶 布 尼 花 公式 ”我 们 在 前 一 段 的 开始 全 经 提出 ，83 段 的 
流 则 工 与 芋 是 而 坊间 接 移 用 到 任 准 阶 导数 上 去 的 ， 然 而 对 于 有 关 
乘积 的 微分 的 法 出 下 来 说 , 事情 就 复杂 多 了 。 : 

慨 定 岂 v 是 的 阔 数 ， 且 各 自 共 有 直到 # 阶 的 等 煌 。 我 们 要 
证 明 , 这 时 它们 的 乘积 3 一 to 也 有 站 阶 导数 , 而 且 去 来 出 它们 的 才 
达 式 。 

应 用 洗 则 下 乏 葡 微分 这 个 乘积 ,我 全 求 得 : 

# 一 种 性 十 MD YW 
i i i i 

很 容易 看 出 构 硫 所 有 这 些 公式 的 投 律 ; 它 全 的 右 过 很 象 是 二 
项 式 的 各 项 考 吕 十 9, CW 十 09) (十 9 的 展开 式 , 只 不 过 是 把 
v 的 置换 成 对 应 阶 的 导数 黑 了 。 若 是 在 所 得 的 公式 内 再 把 由 9 写 
成 ww, 那 示 它们 之 阅 的 相似 就 更 汶 完 全 了 。 推 / 这 个 规律 汉 
任意 % 的 情形 ， 我 们 就 得 着 普通 公式 中 : 


使 符号 三 珍 示 同类 项 的 总 和 。 当 这 些 项 都 依 顿 莆 一 个 标号 , 俐 这 个 标 导 是 在 殖 
定 了 的 界限 内 盔 动 落 时 ， 于 来 就 在 的 上 站 和 于 而 指出 这 些 恰 目 素 。 合 好， 


S i= 9 二 QI 十 fin, 


i 二 = 
4 


-一 


天 二 1 十 计 十 二 十 二 二 ， 丹 筷 。 
Em 1 


一 荆 ] 一 
可 
or] 一 - (Cu) = 有 人 一 
EH 
1 0 二 ur- 2 由 下 十 "十 


十 1) 


mR) 
-Oe 了 
我 们 再 用 数学 昭和 烛 注 来 证 到 公式 (所 的 正确 性 。 委 闹 在 革 值 * 
时 , 公式 人 是 对 的 , 叉 若 图 数 的 (% 一 1) 阶 导数 也 者 存在 , 闭 末 
可 以 把 (1 对 于 再 微分 一 次 ,我们 就 得 到 |: 
yl = 3 Oo ty Siig 


1 一心 t= 


于 
十 > OT or 3 二 +1 


Te 

现在 把 包含 在 最 后 的 两 个 总 和 内 的 各 癌 类 项 ， 即 是 包含 画 数 
风 2 的 同 阶 导数 策 积 的 项 归并 起 米 (容易 看 出 ， 在 每 一 个 深 积 内 ， 
二 个 导数 的 阶 数 的 和 始 租 是 等 于 nn 十 1)。 科 积 w*+1w0 只 包含 
在 第 一 个 总 和 内 { 当 ii=0 时 ); 在 这 个 总 和 内 宪 的 采 数 是 03=1。 
完全 同样 ，ww™* 内 包 合 在 第 并 个 总 和 内 (有 序号 =n 的 一 
旋 ); 它 的 系数 是 伯 二 1。 包 合 在 这 二 个 总 和 内 的 所 有 其 余 的 葬 积 
它们 的 形式 都 是 wi"Tt oa， 其 中 1T< 8<Sma 每 一 个 这 样 的 乘积 
不 但 在 第 一 个 总 和 内 可 以 通 到 (有 序号 一 下 的 一 项 ), 而 且 在 第 二 
个 总 和 内 也 可 以 遇 到 (有 序号 ;一 一 的 一 项 )。 对 应 的 承 数 的 和 
就 是 懂 十 O8-1。 但 是 , 天 家 都 知道 ， 

OF +ORl OR 1。 

这 样 ,最 后 求 出 : 


TT 
Wt) = 人 +1 十 > Ot 一 上 2 t+1} 
上 = 二 


六 十 ] 
Fe— > OP ut 1 


= 
由 于 
Cnrl 一 如 3 村 =—1. 

我 他 已 关 香 到 yy" 的 表达 式 ， 它 完全 粪 位 于 表达 式 人 1) 只 
是 二 换 成 上 上 数 # 二 17 由 此 就 起 朋 了 合式 人 1) 对 于 一 切 月 然 数 史 的 
正确 性 。 

上 曾 证 得 的 公式 时 做 莱 布 尼 兹 公式 。 在 推导 * 阶 导数 的 普通 
址 达 式 时 它 释 常 是 有 用 灼 。 

我 们 要 指出 , 对 于 多 因子 的 乘积 y=wo…# 的 台阶 导数 也 可 以 
建立 象 这 样 的 公式 , 它 与 多 项 式 震 (w+ 十 :十 站 ”的 展开 式 形 状 
是 福 类 似 的 。 

y= einbx 
的 # 院 时 数 的 普 汤 式 。 板 据 获 布 尼 兹 公式 , 得 着 
Ye sinbrt ne a lb: oogby er. qn “ Sim 六艺 一 


_ n(n 一 1){nm2) qm, 
1-23  ® 


eb eoa bt, 
或 
y "em) sinbs [an— 3 nb. | + 
十 eosba| sa! be 好 5+} : 

98. 高 阶 微分 ”现在 我 们 各 到 高 阶 微分 ; 它们 也 同样 是 归 绩 地 
来 定义 的 。 画 数 y= 了 (x) 的 (一 阶 ) 微 分 在 某 一 点 处 的 微分 就 中 线 
国 数 在 这 点 的 二 阶 微分 ; 记 作 

dy~—adtdy), 

二 了 春 徽 分 的 微分 叶 做 三 阶 微分: 
dd2y) 
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一 般 地 说 ， 丽 数 y== 了 (2) 的 (4 一 1) 阶 微分 的 微分 叶 做 它 的 + 阶 微 
分 : 
dry=d(d" iy). 
如 果 应 用 羡 数 符号 , 那 末 各 阶 微分 就 可 以 表示 为 
df Ceo), def (ro), drf (vo), …， 
并 且 这 种 符号 还 骨 够 指出 这 些微 分 是 在 z 的 那 一 个 导 别 值 z= 
由 而 取 的 。 i 
在 计算 凯 阶 微分 的 时 候 ， 很 重要 的 一 件 事 是 要 记 住 , dx 是 尾 
样 我 们 就 有 (假定 对 应 的 导数 总 是 存在 的 ): 
y=d(dy) =d(y dr)—dy d= (ydr) de = dr’, 
dy=d(dy) =d(y" de) dy dr = (ydr) de yds,D 
等 等 , 我 们 猜想 但 逼 的 规律 会 是 


dyy de 2) 
用 数学 归 币 法 岂 很 容易 来 鞍 朋 它 。 由 此 得 出 
. ny 
of = on 


于 是 以 后 就 可 以 把 这 个 符号 看 作 分 数 了 。 
利用 等 式 (2), 很 容易 把 菜 布 尼 兹 公式 改写 成 微分 的 形式 。 只 
”要 将 它 的 两 边 科 上 dx", 就 村 得 出 
du) 一 SObdr -indiv {du = dv =0). 
主 到 刁 - 
菜 布 尼 兹 本 人 求 得 的 公式 正 是 这 个 形式 。 
99. 高 阶 微分 形式 不 变性 的 破坏 ”回想 起 西数 的 一 阶 微分 具 
有 形式 不 变性 的 性 质 的 时 候 , 很 自然 地 就 会 担 鹿 这 个 间 题 : 高 阶 被 


斧 。 dv 2z*…… 黎 等 恒 理 解 为 德 分 的 村 : 《za 的 向 分 就 车 
和 CY dL), 中 时 | . 


-一 8 一 
分 是 否 也 有 同样 的 性 质 叫 。 我 们 就 来 插 出 , 例如 ， 一 阶 币 分 加 已 
.没有 这 个 性 厦 了 。 


因 星 , 设 y=f(2) 而 z=9(1)， 于 是 y 可 以 着 作 是 1 的 复合 而 


数 : y= 了 (y(t))。 宅 对 t 的 (一 阶 ) 微 分 可 以 写 为 由 一 ys*ax, 此 处 
dz 二 x4 dt 是 上 的 画 数 。 再 求 对 上 的 二 阶 微分 : 

dy=d(y,: 一 
对 于 dy 可 以 再 应 用 (一 院 ) 铂 分 形式 的 不 变性 化 成 : 4ys 一 yer dx 
于 是 最 后 得 着 


dy = 二 {37 
得 是 当 zz 是 自 变量 时 ， 二 阶 微 分 的 形式 却 是 好 gg 一 zoom。 当然， 


式 (3) 是 dy 的 更 普通 的 表达 式 : 车 在 特殊 情形 取 z 为 自 变 是 , 则 
de 一 0 一 一 于 是 名 只 剩 下 第 一 项 了 。 
信 举 一 例 。 设 y=z, 于 是 , 当 % 是 自 变 量 时 : 
dy=2rrdr, dy=2dr. 
现在 双全 x= 二 于 是 y 一 可 ,而 
dy=41°dt, dy=12tdt™. 


四 的 新 的 表达 式 也 可 以 从 旧 的 竺 到 ,只 要 将 * 一 蕊 dr 一 24dt 代 入 


旧 的 就 行 。 然 而 对 于 dey, 情形 却 大 不 相同 : 作 了 辐 样 的 代 久 之 后 ， 
我 们 得 型 的 是 8t24t2 而 非 1212413 

这 时 公式 (8) 的 形式 是 

| 3 = Oda + ora. . 
在 这 里 代入 z 一 dw=2tdt，diw=2d4" 这 就 得 出 正确 的 粘 果 
1212072 

因此 , 若 4 不 青 是 自 变 量 时 , 划一 阶 微分 dy 航 要 用 4 的 微分 
的 二 项 式 (3) 来 表示 。 对 于 自 三 阶 及 后 的 各 阶 微分 ， 境 补 的 项 数 
《 当 另 取 他 量 作 新 的 自 变量 时 ) 裔 还 要 增加 。 按 照 这 个 道理 ， 在 用 
微分 米 表示 高 阶 导数 的 起 : 


OT i 


:一 一 


全 好 ~ 
y= yy . (4) - 


中 , 这 些微 分 已 权 不 能 对 于 生意 变量 取 了 ,而 仅 能 对 于 灾 量 zs 而 
取 。 


第 六 章 “微分 学 的 基本 定理 


$1. 中 值 定理 


100. 懂 马 定理 ”由 知道 了 革 一 两 数 的 导数 (或 一 系列 的 司 数 ) 
就 能 通 对 果 数 本 身 的 性 态 做 出 辕 葡 。 本 章 内 要 疼 到 的 ~- 些 简单 而 . 
及 重要 的 定理 及 公式 就 是 导数 构 念 各 种 应 用 的 基础 (参看 第 七 与 
第 十 三 章 )。 

我 们 先 从 一 个 精 助 命题 开始 ， 这 命题 可 以 焉 硝 地 以 准 起 全 
名 中。 当然 缆 思 并 没有 得 出 这 个 命题 的 下 面 的 形式 (他 并 不 儿 有 
导数 的 概念 ), 不 过 这 个 命题 在 实 属 上 却 完 全 是 重复 了 磺 局 寻求 夯 
“ 数 的 最 大 及 最 小 信和 时 所 用 的 方法 (参看 十 四 章 )。 

约 岛 赵 理 ” 讼 画 数 了 x) 定 义 在 某 一 区 间 弱 内 ， 并 上 且 在 这 个 区 
则 的 内 点 。 取 最 大 (最 小 ) 值 。 又 若 在 这 点 在 在 着 有 限 导 数 (6)， 
有 旭 必 然 六 co 一 0. 

证 明 ”为 了 确定 起 见 , 设 了 (x) 在 点 ¢ 取 最 大 倍 ， 于 是 对 于 必 
因 的 一 切 统 就 有 | 

Tr)fe), 
由 导数 定 头 : 


Fo) lim 0), 


并且 这 一 极限 与 x 是 从 右 浪 还 是 从 左边 抱 向 2 无关。 但 是 在 ze 


时 ,家 法 式 
jr) — (ce) 


(0 
年 一 疏 ? 


- 外 被 幸 儿 度 轴 .1601 一 一 1695) 是 个 间 直 的 污 国 数 学 家 ,他 与 无 胃 小 最 分 析 的 袖 
由 是 有 着 的 关 和 的 ( 寡 有 十 中介 
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于 是 妆 w-a5 十 从 肝 求 稻 限 即 得 : 
fiosD) (1) 
及 车 x 二 5 了 财 , 贞 
fx) — fic) 3 
Xe 


在 y 一 6 一心 时 取 极 限 , 又 可 求 得 


Po)z0 CD 


上 比较 式 (1) 及 (2), 就 可 得 出 所 求 的 精 论 
了 Co) 一 0 
附注 上 面 的 询 证 其 实 还 证 阴 了 另 一 点: 即 在 所 浊 点 c 不 能 
能 存在 ( 双 侧 ) 无 穷 导数 ， 因 此 , 只 要 假定 了 在 这 点 ( 双 侧 ) 导数 存 
_ 在, 而 不 必 附 加 有 限 的 这 一 条 件 , 定理 的 辕 葵 仿 是 正确 的 。 
我 们 记得 [77、18 段 ] 导 数 % 一 六) 的 几何 意义 就 是 曲 塌 
y= Fo) 的 切 砂 的 斜 检 。 所 以 刀 (c) 等 于 专 在 几何 上 者 示 这 曲 态 上 
的 对 应 点 处 的 切线 是 平行 于 = 埔 的 。 图 38 很 明 旺 的 表示 出 这 个 
情况 。. 多 
证 及 中 用 到 的 是 区 间 的 一 
个 内 点 这 一 假定 , 是 不 可 少 的 , 因 
洲 我 们 必须 同时 阁 包 在 6 右边 的 
点 x 和 在 o 左边 的 点 x 。 没 有 这 
一 假定 , 定理 就 不 会 成 立 : 裔 醒 数 固 38. 
所 的 定 六 在 于 区 关内 ， 芽 旦 在 这 个 区 间 的 一 个 端 贞 上 这 到 宅 药 最 
大 (最 小 ) 储 , 刚 在 这 一 端点 上 导数 户 (z) (车 存在 ) 可 能 下 是 土 。 我 们 
建议 读者 自己 去 找 出 一 个 适当 的 例子 。 
101. 罗 尔 定理 ”下面 这 个 短 单 而 有 重要 的 以 罗 东 中 命名 的 定 
四 米 歌 尔 。 罗 尔 (1652-_1719) 旦 法 国 数学 家 , 他 在 很 其 的 - 诺 时 期 内 却 总 新 计 


算法 的 反对 者 , 一 直到 了 蕉 年 闻 归 附子 这 种 新 讲 算 法 。 本 交 星 所 引 的 定理 是 罗 尔 恬 表 
的, 但 他 也 只 是 对 多 项 式 芷 明了 久 个 定理 。 
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理 是 微分 学 及 其 应 用 的 许多 定理 及 公式 的 基础 。 


罗 尔 定理 设 : 1) 函数 fx) 定义 于 附 区 间 to, 51 上 并 于 共 上 . 


Tn 


过 楼; 3 至 少 在 开 区 了 亲 (w， 5)@ 内 有 限 导数 产 xz 存在 ; 3) 在 区 间 的 
端点 上 而 数值 相等 : f(a) 一 了 (5). 

那 末 在 4 与 忆 之 问 一 定 可 忆 找 到 这 样 的 一 个 虚 cla<<c 一 四 使 
得 fCc)=0. 

薄 明 f(x) ) 在 玉 区 间 ra, 51 上 是 连 炉 的 , 因此 由 准 尔 斯 德 术 其 
第 二 定理 [73 段 ] f(z) 在 这 区 间 上 必定 有 它 的 最 大 值 愉 和 最 小 侍 

考虑 丙种 情形 : 

1. 时 二 mw， 这 时 fx) 在 区 间 [a,5] 上 恒 为 常量 : 事实 上 , 这 时 
由 不 等 式 mJiw) 所 有 寻 得 出 在 一 切 x 处 f(x) = 六 ;因此 在 整个 区 
二 上 了 (x) =0, 于 是 可 以 取 (m,5) 内 任意 一 点 作为 6。 

2. 34> 一 mm 我们 知道 , 图 数 必定 可 以 取得 这 两 个 值 , 但 是 , 由 于 
f(a) = 了 (8)， 所 以 效 数 不 可 能 都 
在 区 财 的 庙 点 上 取得 这 两 个 值 ， 
而 到 少 其 中 有 一 个 什 是 在 和 与 5 
之 问 的 某 一 点 * 上 取 待 的 。 这 
时 , 由 虎 马 定理 可 以 推 得 , 在 这 点 
的 导数 f'(c) 就 会 是 雾 。 定 理 得 

图 39. . 证 。 
用 几何 的 族 膏 来 说 , 罗 尔 定理 下 示 着 : 如 果 曲 纱 y= 大 z) 的 两 
端的 级 坐标 相等 , 那 末 一 定 可 以 在 曲 粮 上 找到 一 点 , 在 这 一 点 的 切 
烤 是 平行 于 zx 轴 的 (图 39)。 


当然 ,图 玫 冰 x) 在 (a8) 内 的 连 种 性 已 可 从 2 ) 推 出， 但 是 我 们 无 狂 在 这 里 或 
”在 以 后 都 不 打算 把 定理 的 条 件 拆 开 成 为 氮 相 独立 的 假定 。 
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注意 ， 画 数 (2) 在 天 区 隔 [ 上 的 这 炉 性 以 及 在 整个 开 区 间 (a,5) 内 
”存在 戎 导 敬 这 些 条 件 对 于 定理 的 辕 答 的 正确 性 来 襄 是 不 可 少 的 。 画 数 
F( 人 一 xz 一 也 (z) 在 区 天 50, 1T] 上 除了 在 = 1 时 有 了 间断 以 外 ， 它 满足 定理 的 
其 他 的 一 切 条 件 , 但 在 (0, 1 内 却 处 处 产 (z) =1。 出 等 式 
: 0<xeL ; 
fr) -| ( 2 ); 
1-s(5<2<1), 


确定 的 两 数 在 区 而 10, 1] 上 除了 了 当 «= “计时 ( 双 旬 ) 导 数 不 存在 外 ， 它 也 满足 
-其 他 的 一 切 条 件 ; 可 是 在 左 叶 区 末 内 Po- + 二 在 右 尘 区 关内 fx) 二 一 1。 

定理 的 条 件 3 ) 也 是 同 桩 地 重要 的 : 丽 数 了 (x) =z 在 区 间 10, 贡 上 除了 
条 件 3 以 外 满足 其 他 的 一 切 条 件 , 但 它 的 时 数 到 处 是 产 (z) =1。 

情 纺 才 画 出 图 洪 。 - 

102. 有 限 增 量 定理 我 们 来 讨论 罗 尔 定理 的 一 号 认 楼 扒 瀹 。 
第 一 个 就 是 下 面 的 控 褚 朗 日 的 有 限 措 夫 定理。 


下 


和 ee ee 


上 涉 桔 2) 至 少 在 开 区 阅 (e, 6) 内 有 有 限 导数 六 (zw) 存 在 。 那 末 在 那 未 在 
& 与 b 之 癌 -一定 可 以 找 测 这 样 的 一 个 点 ca<c<D) 满 足 等 式 
F(D) 一 Fa) 
一 【Ch (3) 
让 明 ”引入 在 [a, 5] 上 由 等 式 
Pn) fe) fo) -YI 一 Ra) ,) 
来 定义 的 埔 肪 画 数 。 这 个 面 数 满足 罗 尔 定理 的 一 切 条 件 .事实 上 ， 


它 在 [w 杂 二 连 炉 , 因为 它 是 连续 画 数 所 xz) 与 -入 狂 南 数 之 尖 。 EC 


在 区 间 (w 下 内 有 确定 的 有 限 导 数 , 等 于 
Fi(w) = "(8) — -二 Ja -je) 


最 后 , 把 ob 伍 接 代入 了 (x), 证 实 Fia)=F(5) =0, 即 荐 , Ftw) 在 


区 . 卓 的 西端 取得 等 值 。 
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因此 ， 可 以 把 罗 尔 定理 应 用 于 画 数 LY), 而 肯定 在 (om 5) 内 有 
”这 样 的 一 点 5 存在 ,使 得 天 (ec) = 
=0. 这 样 


Fo 并 人 -0 由 此 


py Ato 
这 就 是 所 要 让 朋 的 。 
罗 尔 定理 是 拉 格 秀 日 定理 的 
一 个 峙 殊 情 形 ; 前 面 所 作 的 关于 条 件 1) 与 2) 的 附注 在 这 里 仍 是 有 
效 的 。 
我 们 再 来 谈 谈 拉 格 遍 晶 定 更 的 儿 何 意义 (图 40), 注意 比值 


成 下 一 大 人 OB 
| 一 AC 。 


是 制 各 .AB 的 妖 率 ,而 (ec) 是 曲 厂 y 一 了 (w) 上 横 坐 标 x=6e 的 点 的 
切 矿 的 斜 崇 。 这 样 , 拉 格 户 日 定理 中 的 论断 就 相当 于 : 在 48 弦 上 
至 少 总 可 找到 一 -点 下, 在 这 点 的 切 矿 和 4B 弦 平 行 。 

已 床 明 的 从 式 


HE HD po) fb) fa) = (6).(B -a) 


叫做 拉 格 朗 有 公式 或 有 限 增 基 公式 。 显 然 ， 它 在 a>b 时 仍然 有 
效 。 

在 区 向 [a,5] 上 取 一 个 任意 量 wx 并 给 wo 以 坊 量 Ax 宕 0, 并 使 
zo 十 Ax 不 超出 区 则 以 外 。 当 Ax>0 时 应 用 拉 烙 郎 日 公式 于 区 间 
Ewe ro 十 Ej], 当 Ax<0 时 ,应 用 这 一 会 式 于 [zo 二 Ar, aoj。 于 是 拉 
烙 朗 日 公式 就 威 为 : 


Tet Ar) fo) po) (3a) 


或 


Aj(z0) = fo+ Am) — f(z0) =f (6) ax, (4) 
这 时 , 分 于 和 与 Xo 十 Az 之 间 的 数 6 可 以 表示 为 
ce 一 mm 十 日 。 Aw， 其 中 0 二 9 二 1 中 


个 等 式 答 出 在 变 元 的 任意 有 限 增 量 Az 了 时 的 醒 数 境 最 的 准 稍 才 . 


并 它 自 扫 是 与 近 要 等 [ 风 中 3 
Af ao) 一 了 (wo 十 闪 币 ) 一 f(xo) 二 了 (ro) "A 


相对 并 的 , 在 近似 等 式 中 只 有 涩 Az 是 无 穷 小 量 时 , 相对 误差 方才 - 


直上 回 于 堵 。 因 此 之 攻 ， 就 在 公式 (或 定理 ) 的 名 称 中 按 上 了 “有 限 二 
最 这 上 几 个 字 。 

骏 于 朱 格 良 日 公式 的 向 不， 那 喜 是 在 这 个 公式 里 有 个 我 们 所 
不 知道 的 数 6 (或 上 ) 甸 。 但 是 这 并 不 影响 这 一 公式 在 分 析 中 的 多 
方面 的 应 用 ， 

103, 导数 的 极限 ”下面 的 附注 就 给 出 这 种 座 用 的 一 个 有 用 的 例子 。 要 


这 图 数 f(z) 在 区 周 [iwo, wo 十 豆 ] ( 瑟 > 们 上 束 炉 , 择 且 在 w%>mm 时 有 有 限 的 导 


着 ff)。 叉车 在 在 落 ( 有 限 或 汇 券 ) 极 限 
lim | fF'(x) =[K, 


则 图 数 了 (7) 在 点 -zo 的 布 侧 导 数 也 等 于 下。 事实 上 ;, 在 0<Az<< 时 ， 等 式 


(3a) 威 立 。 因为 导数 "(ec) 的 变 元 c 包含 在 x0 二 zf0+An 之 泣 ; 所 以 当 Axr 一 0 
时, czoy 于 是 等 式 (38) 的 右边 以 及 左近 就 趋向 于 极限 ， 这 就 是 所 要 征明 
的 。 对 于 点 四 的 让 边 邻 域 也 可 建立 类 似 和 的 论断 。 
作为 例子 , 少 虚 在 区 章 [ 一 1, 二 上 上 的 画 数 ， 
lr) = areainsg+ ~ lx 
敬一 1<z<1, 朋 依 柚 分 学 的 一 般 法 如 容易 求 得 ; 


fz) =arcaing. 


呈 有 时 识 , 乡 基 个 "车 分 数 ” 但 是 却 不 要 就 名 为 它 一 定 是 有 理 分 数 , 数 昌 也 可 能 


是 二 香 数 。 
加 人 居 在 不 多 的 竺 形 亡 我 们 再 及 确定 它 ; 其 如 ,对 于 二 次 夯 数 记 2) 一 4 十 2 十 人 


很 轧 验 证 总 是 等 于 了 


-CC 
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当 2 一 守 一 0(z 一 一 T 士 0) 时 ， 这 一 导数 显然 趋向 于 极限 也 ( 一 工 ) 因此 在 z= 
土 1 时 存在 蒿 (单间 ) 导 煞 : 产 ( 士 = 士 可。 


如 果 回 到 我 们 在 87 段 中 会 枝 考 虚 过 的 岗 数 f(x) = of (x)= 上 来 ， 
那 末 对 于 它们 (在 xY 安 ft 时) 就 有 ; 


Fix) = 二， 0 一 一 


Sra 3 . 
因为 第 一 个 臣子 在 z 一 0 时 臣 向 于 十 w， 而 第 二 个 在 x 一 土 0 时 分 别 有 极限 
士 co, 于 是 我 们 亦 刘 就 可 以 下 千 靖 ， 广 (o) 在 点 z= 0 有 次 侧 导数 十 oo; 但 问 时 
对 于 fo(z) 毫 来 , 在 这 点 只 存在 着 单 食 导 数 ， 右 导数 是 十 oo; 定 导 数 是 一 co 

由 上 所 太 训 可 推 得 ， 若 有 限 导数 产 (z) 在 其 一 区 间 内 存在 ， 则 它 本 身世 
”是 一 个 苑 数 , 且 这 一 男 数 不 能 有 通常 的 疝 断 或 跃 麻 ; 在 竺 一 点 处 ， 它 或 是 过 
福 , 或 有 第 二 类 闭 断 [参看 8 眉 , 32?]。 

104. 有 限 增 量 定理 的 推广 哥 西 用 以 下 药方 法 推广 了 上 一 段 
的 有 限 垣 上 荐 定理 。 

哥 西 定 至 ” 识 : 1) 画 数 Fe) 与 与 g(x) 在 天 区 则 [6 ] 上 连 壬 ; 
2 至 少 在 开 区 明 Coa, 6) 内 有 限 导数 ] f(z) 与 了 (存在 ， 3 在 区 间 
(a, 内 gg (wv) FO 

那 末 在 4, 与 5 之 间 一 定 可 以 找到 这 样 的 一 上 所 5 使 得 


f(b) -f(a) Ple) (5) 
gC6) go) Co) 


这 个 公式 时 做 琅 西 公式 。 

证 明 我 们 先 来 证 明 : 等 式 万 边 的 分 母 不 等 于 收 , 因为 否则 这 
个 表达 式 就 梁 有 意义 了 。 假若 g(5) = (0), 虽 依 罗 尔 定理 ， 导 数 
g(x) 在 区 问 内 的 某 一 点 就 会 等 于 需 ， 上 而 这 是 与 条 件 37 福 矛盾 的 ; 
因此 史 的 夫 8e)。 

现在 萝 虚 辅助 画 数 


rx 号 一 一 了 Ca》 
Fn)=f(2)— 一 5 所 = 9 二 go 
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这 个 画 数 工 是 罗 采 定理 的 一 要 条件。 实际 上 , 下 (2) 在 [a 上 是 


连 楼 的 , 因为 了 (x) 与 9(z) 都 是 连 悉 的 ; 导数 了 F'tz) 在 《o 5) 内 存 


在 ;而 且 就 等 手 
| : fp)— flay,, 
Flx)=f "(tr)— nga (x), 
最 后 ， 直接 代入 4 与 6, 证 得 F(a) 一 PF(5)=0。 应 用 和田 尔 定理 ， 就 
得 出 , 在 a 与 5 之 间 一 定 存 在 点 6, 使得 F'(c) 一 0。 换 名 话说 ， 
} _fib) 一 直人 丰 ) 1 

fc) gh ga gc)=0, 

或 


_fb) ~ fa) 
fie)= 开交 二 gta)'9 《9 


除 以 ge)[ 这 是 可 以 的 , 因为 gtc) 地 01, 就 得 着 所 求 的 等 式 。 


很 明显 的 ， 撤 格 衣 日 定理 是 周 西 定理 的 一 个 特殊 情形 。 要 从 … 


哥 西 公式 得 出 拉 格 遍 日 的 有 限 增 量 公式 ,只 须 合 9(z)= “就 行 了 。 
”101、 102 及 104 庄 段 中 在 导数 答 号 里 有 自 变 熙 的 某 个 中 值 出 
这 个 值 一 -我 们 前 钵 指出 过 一 一 一 般 地 襄 来 我 们 是 不 知道 的 。 


蕊 也 会 在 某 种 意义 上 葵 予 导数 一 个 中 值 。 由 于 这 个 车 故 ， 这 里 的 


这 一 些 定理 就 都 中 俊 “ 中 值 定 理 ”。 


$2， 戴 劳 公 
105. 多 项 式 的 藏 劳 公式 ”车 pkta) 是 % 次 多 项 式 : 


ps) = rtm tor ta (1) 


把 它 逐 永 地 微分 % 次; i 
ACD 
pw) = 1 0 123 0 (Rn Tn ang" 

PD (2 1 mt R20) nl1)n a 3, 


和 


一 194 一 
PVE) SDB yy 
并 且 在 一 切 巡 此 式 子 肉 分 z=0, 就 得 出 用 多 项 式 本 身 及 其 导数 在 


和 


| 有 


mo = pO m= v0) ta 一 (0) 


t1 D1 
i 0 二 和 0) 
dT 3 » Rn nt : 
把 这 些 系数 的 值 代 人 (1): 


(0 " "0 kai 
ple) =p(0) + PO EO ge PE s+ Pe Oar, 


(2) 
这 个 公式 与 (1) 式 只 在 系数 的 写法 上 上 不同 。 
我 舍 惠 可 以 不 依 = 震 去 展开 多项式 , 而 恢 (x 一 zo) 赛 去 展开 ， 
此 处 zo 是 4 的 菜 一 个 特别 的 常数 值 ; 
PE) 二 二 十 A 一 20} 坏 Azl% 一 0 十 Ag(2 一 X02 十 … 十 
z 十 外 一 wo)*. (3) 
他 交 一 知 一 志 而 2 二 一 p(we 二 站 二 了 P(), 导 于 争 项 江 
Pl€) = + A A A + Ane" 
-的 系数 , 根据 已 证 期 的 式 子 , 有 表达 式 : 
Ao=P(0), 41 = 4= 五 0) 


1 | 
4 £0), ,Au =P 0). 
但 是 - . - 
P(E) =p(r0+é€), PE} =p' (vo +é), 
P(E) =p" (oo 下旬， 
于 是 


P(0) = p(xo), PO0) =p' (wo), PO) 一 ws 
而 . - 


时 一 


Ao=p{ro0), 41— Pe), ;= 2 
| ) . 《二 ) 
As= pt) ， .. 4, —P (tq) 
1 ? 
序 压 开 式 (3) 系数 可 用 多 基站 本 身 及 站 导 外 =X0 外 的 值 来 
表 过 。 
把 (4) 趟 代入 (3); 


p(s) =plw0) + EAE (xz 一 mm) 十 全 (sw — zo)?+ 


pit 入} 
+ {wo) (% wo) 上 -| PY wo) (7)™. ($) 
31 2 


公式 (中 忆 及 它 的 特别 情形 (在 加 二 0 时 ) (2) 都 叫做 戴 劳 公式 不 


过 公式 (2) 也 常 峡 做 才 克 治 林 公式 了 。 戴 劳 公式 在 代数 上 的 重要 
的 应 用 是 大 家 都 知道 的 。 

这 里 我 们 提出 (对 以 后 是 有 用 处 的 ) 一 个 明显 的 附注 ， 若 多 项 
式 p(2) 表示 为 这 一 形式 


plz) = co+ 和 于 (一 zo) + 人 (2 po) 十 


CR 
4 Xo) 十 + 0) 


划 必 有 
P(xo) = Cosy Pp (ro) 一 七 1 到 《2zoj oy ry 入 全) (xo) = on. 


”106. 任意 函数 的 展开 式 “现在 回头 来 考虑 一 般 并 不 是 多 项 式 ， 
的 任意 醒 数 fx), 它 定义 在 某 一 个 区 间 光 内 。 假 定 /ez) 在 多 中 的 


荣 一 点 xo 有 区 到 有 % 阶 为 止 的 各 阶 导数 存在 。 岂 就 是 , 议 得 确 毛 
些 , 西数 在 点 mw 的 某 一 邻 域内 有 将 型 (x 一 由 阶 为 止 的 各 阶 导 数 : 
FOr), FF), fA), oo, f(x), 
@ 白痢 克 ， 功劳 (i085 一 1731) 与 柯 林 ' 秦 克 省 林 (1698 一 17 护 ) 各 是 英国 数学 
家 , 是 牛 大 的 缕 欢 入。 
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此 外 ， 它 在 这 点 加 还 及 阶 导数 "(wz)D。 于 是 ， 按 照 (5) 的 形 
式 , 对 于 画 数 f(z) 也 可 以 作出 一 个 多 项 式 


paz) = fro) + Le) (x 一 40) 十 二 tx 一 we) 十 


4 (ro) ee) (x ~ 0)3 二 .: .工艺 ee- 一 如 )s (6) 
根 锯 前 段 的 附 注 , oi 4 阶 为 止 ) 在 点 xo 与 


二 


但 是 在 这 一 次 只 要 图 数 fia) 不 是 次 多 项 式 , 就 已 经 不 能 肯 
定 等 式 了 f(z) 二 pr (zx) 了 , 所 以 多 项 式 ps (zx) 仅 答 出 画 数 了 (x) 的 革 
一 通 近 式 ， 利 用 pa lx) 可 以 在 某 种 准确 度 内 算出 f(z)。 因 而 对 于 
在 答 定 的 (给 中 z 与 芥 宁 的 时 湾 

ra(t) = f(2) — pa (we) 
或 者 


roe) = J(7) fe0) LE Cog) —.— 


-em 0 


的 估 让 就 成 为 重要 的 事情 了 。 
为 了 这 个 目的 , ra(z) 的 这 一 卖 达 式 是 不 太 售 用 的 。 要 想 把 它 

旋 示 为 较 便 于 覆 究 的 形式 ， 除 了 为 做 成 多 项 式 plx) 时 所 间接 匿 
要 条 件 外 , 我 们 还 须 答 夯 数 f(z) 以 更 强 的 条 件 ， 就 是 我 们 很 起 仿 “ 
后 站 2 在 洛 肉 有 南 到 (十 十 府 为 止 的 各 阶 导 数 
FD 了 
存在 。 

QD ”如果 点 z 是 区 则 并 的 症 点 之 一 ， 央 在 喘 到 在 这 中 的 导数 的 时 候 ， 我 们 是 指 


的 单 央 导数 而 证， 完 全 网 样 地 ， 这 时 对 于 点 zo 的 邻 城 这 一 名 轴 也 是 指 的 是 单 便 侍 
城 。 


一 1|37 一 - 


我 们 现存 把 区 间 &e 内 的 一 个 任 疮 值 z 固定 下 来 ， 再 恢 照 公式 
人 7) 有 边 的 式样 ,把 常数 m 换 成 变 最 就 做 出 了 一 个 新 的 辅助 
数 : 

Wo LD Ly 


其 中 自 变 最 x 是 算 作 只 在 区 间 [zo z "9 上 变动 着 的 。 在 这 个 区 其 
上 面 数 (>) 是 违 模 的 , 并 且 在 它 的 端点 取得 数值 [参看 (7) ]: 

: Pz0) =7n(7), F (2)=0. (8) 

此 外 , 在 区 间 (zo, x) 内 存在 着 导数 


pa) = fa) [2 7) ]- 
一 [国电 (z 一 z)? 2 (2—e) |- 


[| 


fz) _ fT (2), nl 
| ( 【和 一 二 (到 | 
或 经 简化 后 ，- ， . 
9(2) = ¢)*. {9) . 


车 再 取 一 个 任意 的 男 数 %(?)， 它 在 闭 区 隔 fzo xz] 上 速 粮 ， 在 
开 区 间 (zo,%) 内 有 不 等 于 需 的 导数 ， 那 末 对 于 这 一 对 丽 数 9(z)， 


炽 (2) 就 可 以 从 应 用 亲 西 公式 [104 段 ]: 


p(we) — Ps) _ pc) 
pro) — pre) We) 


”其 中 6 在 wo 与 * 之 阁 , 序 是 ,6=wot9r 一 xo) (0 二 9 二 1)。 


号 ”为 菁 确定 起 见 , 我 们 就 算 作 x>> zo。 


198— 
对 及 C8)、 (9) 酚 式 , 由 此 可 得 
Wro) ~ Wir) fe 0 
Tn (Cw) ee) | 二 一 一 一 人 (一 上 《10) 


先 把 画 数 由 (z) 先 成 : 
Vz) 一 《一 2 
它 满 是 上 面 所 说 的 一 些 条 件 。 我 们 有 
Wm) =(r— wo, pe) 0 w= — (n+l(r-e)". 
代入 (10) 中 , 最 后 得 出 : 


_f" “re) ntl 
rn{%) ET zo) (11) 


现在 , 计 及 (7) 与 (11), 图 数 f(z) 就 可 以 卖 示 为 
fo) 一 /oo 二 人 (on0) + EE so) ?+ 


十 ， .4 0) el (2 wo)" + + to) +1, (12) 


它 与 多 项 并 的 总 芜 公 式 不同 的 地 方 就 是 它 刚 好 多 出 一 个 余 项 
(11)。 . | 
余 项 式 (11) 是 撞 格 朗 日 的 余 项 式 ， 这 一 形式 的 余 项 很 象 戴 劳 
公式 中 的 一 般 项 ， 只 是 把 原来 一 般 项 中 的 (x 十 1) 阶 导数 不 取 于 x。 
由, 和 而 取 在 某 一 中 什 ( 在 zo 刁 z 之 间 ) e 处 。 

”公式 (12) 中 做 有 抗 格 朗 日 型 余 项 的 戴 荔 公式。 车 在 趟 内 把 


| 


fao) 移 至 左边 上 且 分 一 加 一 Az 其 (12) 式 可 重 写 汶 : 


Af{tro) = Fro Ar) — fro) = A Tat 


££ a) nd (0) ,nt 
十 下 二 一 一 一 Ax*Y 十 eT Ar™ tt {12a) 


这 公式 是 有 限 失 公式 [102 句 , (4)] 


Aflxo) = wot Arm) — fx) = (0) :AY 
的 直 税 推广 , 后 式 相 当 了 于 (12a) 中 的 n=0 时 。 
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晶 然 撞 格 郎 委 型 余 项 就 其 简单 而 车 是 不 能 再 好 的 了 ， 但 在 个 
别 情形 下 这 个 形式 不 太 适 用 , 因而 必须 改 用 别 的 略为 复 荣 的 形式 。 
这 里 我 们 要 提 和 到 其 中 之 一 的 亚 西 型 余 项 。 它 可 从 (10) 式 推 得 ， 洛 
这 次 分 (2) = 二 x 一 8g。 这 时 
: PR) evo, BF) =0, He)= ~ 1 


及 因为 
(te)*=ir—w— Or— x0)] 一 (一 六” 一 5 

则 得 出 这 样 的 最 后 的 表达 式 。、 
m= te )) (1 -BP)*(%— 一 (13) 


与 扩 格 明明 型 相 雍 较 , 虽然 这 一 -形式 的 分 竹中 少 了 个 因子 (n+1)， 
但 是 却 和 多 了 个 因子 (1 一 具 ”, 这 使 得 它 有 时 又 很 有 用 处 。 

我 们 看 出 , 有 各 种 形 式 余 项 的 戴 劳 公式 是 中 和 值 定理 的 变形 : 这 
至 也 同样 出 现 养 e 和 殷 

107. 余 项 的 其 他 形式 ” 当 我 们 要 想 在 > 的 某 个 不 等 于 ao 的 
园 定 值 处 用 多 项 式 p(x) 来 近似 地 丛 代 画 数 f(x), 而 且 还 把 由 此 
而 产生 的 喷 考 作 个 数值 上 的 估计 时 ， 在 这 种 情况 玉 上 面 得 出 的 在 
戴 劳 公式 中 的 一 些 余 项 形式 就 可 适用 。 但 是 也 党 有 这 样 的 时 想 ， 
我 们 对 于 zx 的 某 些 定 值 砷 不 感到 兴趣 ， 而 觉得 重要 的 倒是 在 于 站 
“wo 时 余 硕 的 状态 , 准确 点 襄 ， 重 要 的 是 关于 余 项 的 无 穷 小 景 的 
阶 。 这 个 阶 数 部 使 在 录 些 轻 台 的 条 件 下 也 还 是 可 以 决定 的 。 就 
是 ， 假 定 画 数 f(x) 在 点 mo 的 邻 域 ( 双 侧 或 单 便 ) 只 有 %w 个 逐 阶 导 
数 

fr), 7 人 


nF 


全 其 奖 只 要 候 定 导 炒 ja)Czo) 在 -加 +=zo 好 存在 。 我 侧 为 了 便于 求 得 精 注 ， 
却 了 轴 加 的 条件 。 | 


及 0m 一 了 代替 %, 可 以 写 出 : . 
fe) = (m0) + LE (oan) + LR (20)+ 


+ 0) (, on 二 (zoom 


cn—1}! 
其 中 上 在 zo 与 2 之 问 ,分 最 后 一 项 中 的 
Fe) as); (14) 
nt 


因为 当 x- wo 时 ， 显 然 地 也 有 ec 一 zx 于 是 (根据 连续 性 的 假定 ) 
1 (oo 六 则 af 一 0， Mi afzy (一 Xo) ”=o 站 je 
最 后 ; 得 出 ; 


Hz) jm0) + PEED) (oso) +. 
+ Ce 0) +o {eo)"); . (15) 
这 样 , 这 一 
ran) = 0 (2 — ro)"), (16) 
有 是， 关于 人 用 项 式 我 们 这 里 兵 知 道 ， 在 世 为 疝 定 而 x 一 时 它 与 
(一 zo) 比 赵 来 ,是 一 个 高 于 # 阶 的 无 穷 小 最 ， 虽然 一 一 要 着 重 指 
出 一 一 没有 一 个 圈定 的 x 在 萍 蜂 的 rn (2) 的 全 是 我 们 向 道 了 的 。 
余 项 式 (16) 是 由 皮 亚 庄 0 夫 出 的 。 
我 们 昂 到 ， 有 公式 5 站 ) 妈妈 齐 划 出 瘟 z 起 向 于 wo 时 国 数 的 状 
态 ,所 以 事实 上 它 是 有 一 - 定 的 “局 部 ”性 的 。 
车 在 (1 四 中 又 把 了 (mo) 移 到 左边 且 分 一 $60=Azw, 则 得 出 展开 
式 
CDACOL CS 


丁 “ 订 时候， 友 亚 路 (1858 一 1932) 是 意大利 教学 家 。 


+ xe) Ee awr + ol Aw?), : (15a) 


它 是 驰 眉 公 式 (3); 
Af (zo}= 7 (x0) Ar + olAr) 
的 推广 , 当 (15a) 中 的 %=1 时 就 得 出 后 一 公式 。 
有 时 为 了 方便 起 见 , 就 索性 把 (14) 取 成 
fe) =f" (v0) Folw)s 
此 处 当 z 一 xo 时 ,同样 也 有 alx) 一 0， 而 有 皮 亚 诺 型 余 项 的 戴 劳 公 
式 就 可 写 为 
fw) 一 fm Co Fe 0) (0 go) 


《各 一 二) 
、 上 十 (2 — 0 ?ma， (17) 
最 后 还 要 提出 以 下 的 附注 。 若 在 公式 (12a) 与 (15a) 中 把 A% 
换 成 dx, 再 回想 起 : 


， fro ar = df ro), f" (wo) dr = 
| 一 必 7 xzo)， fro)adr 一 ze) 
及 
azDrfeyaensrl 一 cerifec)， 
” 则 ,在 代入 (12a) 与 (15a) 以 后 , 这 两 式 就 可 表示 为 


Af {zo) = di (ao) +t) 十 和 十 二 dnf(zo) 十 


ti me fie), Co wo OA O01) {C126} . 
及 


af {zo) =af(w0) + df (wo) + + fer) otAr™).,. (156) 


这 样 ， 车 假定 Ax 一 0， 则 消 数 的 无 穷 小 增 量 Af lwo) 由 上 面 的 这 些 
公式 就 不 仪 1 而 且 思 分 出 更 高 
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的 的 无 穿 小 最 项 ， 它们 一 除去 并 分母 中 的 阶 表 因子 不 论 一 一 就 
荐 高 阶 微分 
Df (ro), ,fw0), 
108. 已 得 的 公式 在 初等 画 数 上 的 应 用 “ 若 z 一 0, 戴 劳 公式 就 
显得 最 简单 了 2: 


-yodao 
+ 三 CO)zr 十 me(z) (18) 


在 把 (x 一 xo) 取 作 新 的 白 变 量 之 后 ， 一 般 的 功劳 公式 总 可 以 化 成 这 
个 蛙 别 情形 的 。 
我 们 考虑 某 些 初 和 函数 依 这 个 公式 的 具体 展开 起 。 
1) 设 fx) 二 =e 于 是 图 [96 段 ， 3)], 对 于 任何 =1, 2, 8， 
fi(w) 二 e*。 因 为 在 这 寺 f= f%(0) = 故 依 公 式 (18)， 


=1 十 富 [十 下 + + ylw). 


2) 若 了 (x) =ginw, 风 J (2) =sinfz 十 刀 竺 )[96 段 , 4)], 于 

是 
TO) =0, fm0) =sin nA =0), 

fm (0) =sin(mr 一 持 )= { 一 (1 =- 二 2 3，-). 

因此 , 令 公 式 (18) 中 必 = 2 就 有 
| 5 i) ml 

Sn 一 【一 二) Treo(o)， 

”8) 类 似 地 , 在 了 (2)=cos ze 时 [96 段 ,4 


z fw)=oos( wth fF(0)=1, FPO0)= ~1)", 


中 这 一 公式 也 以 豆 克 漳 林 傅 名 。 


一 203 一 
N00 (m=1,2,8,.…) 
这 样 ( 蔡 取 % 二 mn 十 1): 


4 
cosw 一 1 一 守 十 守 一 : … 十 【一 "ee 


4) 现在 营 虞 圳 硬 数 x”， 共 中 om 不 是 自然 数 也 不 是 零 。 在 这 
个 情形 下 , 当 z-*0 时 ， 若 名 <0 则 丙 数 本 身 无 限 增 大 ， 否则 ， 当 导 
数 的 阶 w> 到 上 时， 导数 会 无 限 增 大 。 因 此 , 这 里 不 能 取 “6 一 0。 . 
令 到 加 一 1， 就 是 要 把 xm 依 (+ 一 二 的 等 来 展开 ， 如 前 记述 ， 


ST 十 Yam 上 If 人 7) 


我 们 可 以 引用 {x 一 了 ) 作 为 新 的 变量 ; 不 过 仍 提 用 * 来 记 这 一 新 变 ， 


量 , 于 是 也 就 是 要 把 图 数 (1 十 zx)" 依 z 的 考 来 展开 。 
我 们 知道 [96 段 , 1)]， 
FH) =m Om 1) Cm E+41) 1+w)™», 
因此 ， 
FO =1, FEO =mCm 1). b+ 1). 
展开 式 的 形式 为 


【二 人) 天 一 1 


D4.. :十 


Ce 1 A n—1) or 


时 


5) 苦 转 移 到 对 数 画 数 mz 上 , 它 在 xz 一 二 0 时 趋向 于 一 co 
以 ,与 前 全 “ 样 , 我 们 就 来 考虑 夯 数 1(w) = In《1+z)， 
依 * 的 者 炒 展 开 。 
这 时 ;96 算 , 2)] 


ui Da -Dig 
加 (: J ， 


(0) =0，FarO)=( -Do 一 TD 
由 此 


或 们 永 通 规定 用 1 = 1， 
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mt) 一生 + 和 一 (一 D7 二 ra (0) 
6) 现在 发 jz) = arctgz。 由 96 段 ,5) 很 容易 得 着 它 的 导数 


在 入 一 局 处 的 情 ; 
了 20) 一 0， 产 zm DO0) 一 (一 1 (29m—2)1 
因此 它 的 屡 开 式 可 以 表示 成 为 这 一 形式 


3 ,5 
aretgz 一 z 一 可 十 证 一 … 二 (一 1)™! m2). 


109. 近似 公式 ， 例 本 


f(s) f+ (0) s+ ot tL On 


它 以 多 项 式 来 将 代 原 玉 人 性质 复 亲 的 面 数 。 这 个 公式 的 性 能 可 从 两 方面 来 人 
价 ， 或 者 通常 用 余 项 的 拉 格 朗 日 消 式 来 指出 秽 差 的 银 度 ; 


frn(gs tl 
{3% 十 12] 


或 考 , 由 皮 亚 庄 式 来 表现 内在 2 一 0 时 , 这 全 疯 状 的 雹 穷 小 量 的 阶 : 
ra(z) 一 0(2n) 
例如 “ 回 到 前 面 所 考虑 的 初等 画 数 的 展开 式 。 
1) 合 Fz) = e?， 近 慌 公式 为 : 


站 区 光 ] 一 (O01), 


?二 1+ + 旬 十 : + 


因为 在 这 里 的 余 项 是 


ee” 好 十 和 
me CH 
所 以 , 例如 在 w>0 时 , 可 合计 吏 差 如 下 : 


za™t1 


td 
rl} aT 
1,1 1 “3 
8 之 1 十 行 十 十 六 “十 -， -0<raCD < 二 TT 


我 们 在 #49 自 数 e 的 近似 计算 中 已 茎 利 几 过 三 此 类 慨 的 公式 ， 但 祭 项 的 估计 
是 得 郁 一 万 社 得 出 的 ， 洁 里 的 精 果 是 此 更 精 确 二 。 


”一 中 5 一 
2) 取 f(z) = sinz, 得 总 
3 1 
ainz 二 4 一 对 十 页 一 “+m Tom 1 。 
在 这 个 情形 余 项 为 ; 
sin( 人 zz 十 (2 十 工 ) 立 ) Tt1 
mil I ene -一 

ram mt 人 00 

而 自 容 最 和 估计 裔 着 : 
lr” 
| rom (Tm) 1 二 (2m FI- 
特 绰 地 , 若 皆 们 具 取 一 项 和 曾 爸 
i 

那么 , 汶 蒂 要 使 误 状 小 于 , 比如 座 从 001, 谣 尺 可取 ( 算 作 x 一 00 


< 001 或 xs<0 1817， 


它 大 多 等 于 10"。 在 利用 酚 项 的 近代 公式 


尽 1 有 到 二 下 到 
好 


时 , 要 想 术 到 同样 的 准确 次 , 就 只 需要 四 


0 001 误 x 二 0. 6544( 二 37.5); 


如 果 限 制 角 x<0. 4129( 坟 23.5°), 那 末 夫差 项 至 可 <0, 0001, 余 类 推 。 
3) 类 但 地 对 于 f(z) = cos 我 们 有 


二 
war=1- 新 +4 务 一 “tt D™ 入， 
而 纺 
他 和 中 中 
ann) = (eticose TE Loy 
于 是 
| | st 
[rami( 2) | Srom F377 
Lt 


sosz 二 全 


有 前 差 
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[ral x) i 寺 < 


训 使 广 痉 , 比如 部 , 二 0.0001 就 要 使 2 二 0, 2213( 之 13"), 余 类 振 。 
我 们 要 请 读者 注意 ，- 与 56.57、98 喘 段 的 公式 比较 起 来 这 时 已 有 了 重大 
的 进 展 : 现在 我 们 已 都 能够 确定 绪 关 的 限度 ， 并 有 也 入 到 了 其 有 任何 准确 


订 的 展开 式 。 
“最 后 ”我 们 举 -一 个 完全 是 另 一 类 型 的 近似 从 直 
”的 例 , 但 是 仍 提 要 用 独 戴 劳 公 式 的 。 
4) .要 息 把 图 弧 近 似 地 求 长 ， 而 辽 灯 是 刁 和 军委 
比 束 起 来 是 很 微小 的 (图 得 ) 契 上 内 谢 夫 四 谷 尊 答 出 
了 以 下 的 法 出， 弧 长 8 近似 地 等 于 作 在 续 括 8 上 


而 高 为 V/ 村 77 是 矢 长 ) 的 稻 三 角形 的 两 睫 之 和 。 
车 以 = 怖 阅 心 角 的 一 平 ，* 说 华 径 , 则 s =2rz。 另 一 方面 ， | 


Bar sin wr] z 一 二 +o(co， (1a) = rer 一生 +o(x5)|， 


pf F -Vt rcse) A rj {3) 


je 一 rj +olwn)!, 
于 是 等 妥 三 角形 的 两 腰 之 和 , 依照 毕 达 哥 拉 斯 定 远 ， 洗 于 
of (Ha) ti = la) + + he Dp sat) rr TT re olny. 
波 者 明白 ， 在 各 只 淹 夫 公式 日 因 子 / 主 的 作用 就 是 在 于 要 消灭 掉 扫 号 


蜂 必 的 那 一 项 。 计 算 的 精 黑 ， 所 得 的 呀 截 的 近似 仿 与 红 本 上 壬 的 长 相 盖 一 个 
总 于 码 阶 的 无 将 小 量 。 

我 从 还 要 在 第 十 王 章 (第 二 千 ) 关 于 无 穷 级 数 部 分 里 再 来 音 有 
余 项 的 戴 劳 公式 , 在 那里 这 个 公式 将 起 着 极其 重要 的 作用 , 在 那里 
也 将 举 些 应 用 般 数 于 近似 计算 的 例子 ， 这 些 例 子 其 实 往往 就 是 戴 
劳 合式 的 应 用 。 


@ 巴 夫 和 努 其 - 里 淆 厅 奇 ， 回民 山寺 路 上 (1821 一 1894) 是 像 大 的 骨 罗 斯 数学 于 ， 
是 彼 间 各 数 学 学 派 的 征 基 人 。 


第 七 章 “应 用 导数 来 研究 函数 


”$1. 嚼 数 的 变化 过 程 的 研究 
110. 函数 为 常数 的 条 件 “在 研究 画 数 的 变化 过 如 的 时 候 首 先 


出 现 的 开题 是 ， 在 懂 些 条 件 下 画 数 在 一 个 答 定 的 区 癌 内 姑 称 等 于 


常数 , 或 才 单 庆 地 次 化 [入 段 ]。 
定理 总 本 获 Te) 定义 在 区 购 4 上 , 县 在 其 内 有 有 限 的 号 


a 
me ee 


Tr ee re 


Fe) = 0 在 多 内 。 
证 明 “假定 这 一 条 件 已 是 满足 。 我 们 从 区 间 红 中 国定 某 一 点 
zo, 再 取 其 他 的 任何 一 点 x。 对 于 区 间 [zo, zx] 职 [z, zo] 扩 阁 裔 日 定 
理 [108 段 ] 的 一 切 条 件 都 是 满足 了 的 。 因 此 ,我 们 可 以 写 出 
fr) —f (ro) =f 60) (zr— x0), | 


其 中 6 在 各 与 + 之 间 , 也 就 是 ,已 知 c 是 在 只 内 。 但 是 核 据 假定 


六 (0) 一 小 内 而 , 对 于 和 允 中 的 一 切 > 
f(w) 二 了 (zo) 一 常数 
. 我们 的 论断 就 已 证明。 
注意 , 定理 中 的 这 个 条 件 蜡 然 也 是 击 数 为 常数 的 必要 条 件 。 
由 此 可 以 推 得 以 下 的 简单 推 葵 ， 它 在 积分 学 内 将 有 着 重要 的 
应 用 。 
推 项 裔 两 个 函数 f(x) 与 9(z) 定义 在 区 网 红 上 ， 且 在 其 内 


有 有 限 的 导数 六 (x) 与 g(x)， 而 在 其 是 端 ( 若 ， 巨 们 种 属于 络 ) 上 保 


rar rr UP rr 一 .一 -ra 一- 一 Tree 


” 国 区 癌 狠 贡 避 是 天 的 或 不是 于 的 , 有 限 的 了 三 天 敌 的 。 
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持 为 连 禹 。 若 这 时 
fx) 二 9《w) 在 党 内， 
肥 在 条 区 渴 必 上 这 两 个 画 数 仅 相 盖 一 个 常数 : 
fz) 二 g(x) 上 0 (C= 常数 ). | 
只 下 把 定理 应 用 到 差 f(w) 一 g(x) 上 走 就 可 证 明 ; 因为 fx) 一- 
一 g(w) 的 导数 在 售 兴 成 为 老 ， 因而 盖 本 身 在 红 上 就 成 为 常数 。 
现在 来 考虑 配 数 
aretgzx 与 于 aretgT25 
为 例 很 易 参 证 , 它们 的 导数 在 除去 x= 士 1 (在 此 处 第 二 个 画 数 失去 意 妆 ) 以 
外 的 一 切 点 z= 处 部 是 相等 的 。 同 此 ,恒等式 


Lare te 人 =#arctert 


名 
仅 是 各 别 地 在 区 间 、 
诫 1 一 《一 起 ， 网 2 一 (一 ao 一 起， 多 = 人 十 oo) 
中 的 每 一 个 上 成 立 、 很 奇 录 的 是 , 常数 所 的 值 在 这些 区 间 上 各 不 相同 。 在 第 
一 个 区 阳 上 C=0( 全 < 一 0, 就 可 证 实 }, 而 在 其 他 二 个 区 间 上 ， 各 有 0= 二 或 _ 
0 = 一 部 (这 是 很 容易 证 到 的 , 例如 , 若 令 一 一 co 或 2 十 oo)。 
所 有 这 些 关 系 式 也 都 可 以 峙 初等 的 方法 来 证 组。 
附注 在 作 理 高 匡 研 究 的 时 候 , 以 及 一 甬 地 当 画 数 是 这 样 的 答 定 着 ， 虐 它 
的 定义 里 不 能 够 直接 看 出 它 是 常数 的 了 时候 ， 那 么 刚 站 证 明 的 定理 的 价值 就 
显示 出 来 了 。 类 己 手 上 比 的 情况 我 们 点 后 还 会 展区 肖 到 。 
111. 函数 为 单 禺 的 案件 “我 们 现在 来 讨 明 ， 怎 样 能 怠 由 画 数 ， 
的 导数 去 和 制定 画 数 本 身 在 一 个 答 定 的 区 同上 是 上 逢 (下降) 的 。 
定理 ” 亦 丙 数 f(z) 确定 在 区 问卷 上 , 且 在 其 内 有 有 限 的 导数 
六 (zx), 而 在 共 两 况 (车 它们 属于 多 ) 上 保持 着 连 模 。 要 使 (x) 在 
光 上 猴 义 地 单条 上升 ( 下 降 ), 充分 的 条 件 是 
在 绕 夫 f(x)>>0 (<0). 7 
证 明 今 对 上 升 的 情形 来 进行 证 明 。 裔 这 时 已 满足 所 丸 的 条 


[9 
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人 忻 。 在 侈 里 我 们 职 二 人 人 迟 vw 与 x (x 二 xw"), 且 在 区 乔 [z ,zz ] 上 对 
于 谢 数 f(w) 应 用 控 格 朗 日 公式 : 
f(x") — fr): = (6) (2"—2') 人 <c<z 小 
因为 六 Co) 盖 0 所 及 
Fle")>f 2), 


”而 画 数 (+) 就 严格 地 上 升 了 。 
这 一 - 容 所 述 的 条 件 已 不 再 是 完全 必要 的 条 件 了 。 例 如 ， 考 导 


数 f(x) 在 区 并 这 内 的 有 限 多 个 点 由 成 为 0 时 ， 划 定理 仍然 成 立 。 
我 们 可 以 很 容易 地 来 证 实 这 一 点 ， 航 是 把 区 乔 黎 用 这 些 点 来 分 成 
若干 小 区 间 , 再 在 每 个 小 区 短 上 分 别 地 应 用 贿 在 於 明 的 定理 。 

只 要 回想 一 下 [和 7、78 段 ] 导数 就 是 画 数 图 形 上 的 切 缠 科 率 , 


那 来 从 几何 上 看 来 ， 刚 才 在 导数 的 符号 与 南 数 变化 方向 之 辣 所 建 
立 的 联系 是 非常 明 蜡 的 了 。 这 个 对 替 的 符号 指出 了 切线 是 向 上 还 


是 向 下 倾 冬 的 ， 于 是 有 曲 宰 本 身 也 就 随 着 切 粮 向 上 或 向 下 前 行 (图 


图 妈 
从) 二 对 在 个 天 的 区 上 外 可能 是 水 和 的 ,过 让 当 于 导 谍 为 
时 。 
例 1) 男 数 f(x) = 区 就 是 后 一 种 情况 的 最 简单 的 例 于 : 它 基 上 升 范 
数 , 殿 是 它 的 导数 大 《z) 一 30 孝 在 呈 =0 时 为 堆 。 
2)》 张 慨 地 ， 疼 数 


Fin) = gins 
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也 是 个 下 逢 页 数 , 因为 它 的 导数 
天 (7 二] 一 ng 了 

不 为 色 数 , 虽然 在 数值 = 一 路 r 坟 = 由 士 上 士 2 …) 时 为 办。 

112. 极 太 及 极 小 : 必要 条 件 ” 震 丙 煞 六 xz) 定 六 于 区 间 [m 65] 
上 圭 在 其 个 连 续 的 , 但 不 是 单 议 的 ， 珈 在 区 镜 [a,5j 上 必 龙 找到 些 
部 分 区 闻 [o，81， 在 它们 的 内 点 ( 邹 在 x 与 8 之 间 ) 处 摧 数 可 以 达 
到 最 大 值 让 最 小 值 。 在 画 数 的 图 形 (图 43) .上 包含 着 峰 或 从 的 区 
间 就 对 应 于 这 些 部 分 区 
向。 

我 们 谤 图 数 了 tx) 在 
点 zo 有 级 大 ( 荆 极 小 0 


Ta 


定义 区 间 里 有 这 样 的 一 
个 邻 城 (wo 一 总 0 十) 


ea 
(或 f(z) 之 J(z0)). 
换 句 话说 ， 若 数值 f(xo) 是 丽 数 在 这 点 的 某 个 (即使 很 小 的 ) 
分 域 内 所 取 的 一 切 值 中 的 最 大 值 (最 小 公 ), 风衣 f(z) 在 点 zo 处 达 
到 极 大 (级 小 )。 请 注意 ， 就 从 极 大 ( 极 小 ) 的 定义 里 先 已 假定 了 丙 
数 在 点 zxo 的 两 俩 都 是 栓 定 了 的 。 


车 有 这 样 的 邻 柜 存 在 , 在 其 中 (在 w5zxwo 时 ), 成 立 着 严格 的 不 
等 式 

F(z)<fao) (或 J(w)>>f(a0))， 
就 毫 , 函数 在 点 xzo 有 狭义 的 极 大 ( 航 小 ), 否 期, 在 相反 的 情形 ， 就 


中 按照 拉丁 妆 maximum 与 minimum 的 总 思 是 "最 大 的 ”与 “最 小 的 飞信)。 
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襄 有 广 义 的 极 大 ( 极 小 )。 

车 丽 数 在 点 m 及 za 都 有 航 大 ， 则 对 于 区 则 [so, xj] 我 们 应 用 
维尔 斯 股 皖 斯 第 二 定理 [98 ], 就 可 看 出 ， 疯 数 必 在 zo 与 mm 之 阅 的 
某 一 点 zs 处 达 济 在 这 个 区 间 上 的 最 小 值 ， 也 就 是 f(z) 在 因 处 就 
有 极 小 。 类 似 地 ， 在 两 个 极 小 之 加 也 一 定 能 找 出 至 沙 一 个 极 大 。 
在 那 种 晤 简单 的 (而 实用 上 是 最 重要 的 ) 情 形 下 ， 即 当 克 数 总 共 只 
有 有 限 多 个 极 大 及 极 小 的 时 候 , 这 些 值 干脆 就 交 浴 着 出 现 。 

注意 可 以 用 一 个 共同 的 名 蛮 一 一 极 值 @ 来 考 示 极 大 或 极 小 。 


现在 要 问 , 怎样 去 求 出 能 鲁 阔 数 获得 极 值 的 变 元 的 一 切 值 , 在 


解决 这 个 问题 的 时 候 , 导数 就 会 起 着 根本 的 作用 。 
首先 假定 ， 画 数 f(x) 在 区 轩 (&,5) 内 存在 着 有 限 导 数 。 若 在 


点 mw 函数 有 极 值 ， 央 应 用 前 面 课 过 的 费 忆 定理 [100 段 ] 于 区 间 
《zo 一 8, wo 十 8)， 就 得 出 (zo) 一 0:， 这 就 是 极 值 存在 的 必要 条 件 。 


极 值 只 能 在 那些 使 导数 为 芜 的 点 里 去 找 ; 这 种 点 就 叫 傣 静 什 点 @。 


但 是 不 要 凡 为 , 每 一 个 静止 点 都 能 驶 使 秦 数 获得 琢 秆 : 刚 在 所 


指出 的 条 件 只 是 必要 的 , 而 非 充 分 的 。 我 们 全称 看 到 , 例如 ,在 111 
展 蕊 里 , 酌 数 2 的 导数 382? 在 x=0 时 就 等 于 霉 , 然而 在 这 一 点 男 
数 却 没有 极 值 : 洗 始 疙 是 上 升 着 。 

这 料 , 一 个 画 数 (x) 的 静止 点 , 可 以 误 , 只 是 关于 极 值 的 一 个 
“可 疑 的 ”点 ,我 们 还 应 当 对 它 作 进 一 步 的 榨 占 。 


中 


若是 扩大 所 考虑 的 夯 数 的 种 类 , 而 裔 J(z) 在 个 别 的 点 处 不 存 


在 有 限 导数 , 那 末 f(x) 也 可 能 在 某 一 个 这 种 有 限 导数 不 存在 之 点 


处 取得 航 值 。 因 此 也 同样 应 刻 把 这 种 点 放 在 关于 极 值 的 “可 疑 的 ” 
点 之 列 , 而 且 敬 以 检验 。 ， 
113. 第 一 法 则 ”因此 , 设 点 am 是 关于 画 数 的 极 值 的 “可 疑 的 ” 


呈 拉丁 六 extremum, 圳 的 意 思 是 “ 极 关 的 "( 管 )。 
加 ”在 这 些 虑 处 画 数 好 象 是 “停止 * 了 迹 化 ， 这 时 变化 的 速度 [78 眉 ] 为 者 。 
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假定 ， 在 这 点 x“ 的 某 一 邻 不 (mm 一 六 ao 二) 内 【至 消 对 于 x 地 
天 x0) 存 在 着 有 限 的 导数 2)， 而 且 这 个 导数 在 ze 的 左右 两 边 都 
(各 别 地 ) 铝 桂 着 确定 的 符号 。 这 时 , 就 会 有 以 下 三 种 情形 : 

lL 在 2<mw 时 六 (2) 之 0, 而 在 jw 时 天 Cw)<0, 妈 导 数 庆 (2) 
在 构 过 点 m 时 由 正 号 变 为 负 导 。 在 这 一 情形 ， 夯 数 f(z) 在 区 阐 
[0 一 8, xzo] 上 是 上 升 的 ,而 在 区 闻 [xo wo 31 上 是 下 降 的 ， 于 是 数 
人 秆 了 (wo) 就 是 x) 在 区 间 [x。 一 6, zo 十 8] 上 的 最 大 信 ， 上 如是， 在 点 
2 函数 有 极 大 。 
EL. 在 > 一 人 有 时 产 (ao 一 0 而 在 x 之 xo 时 Jo 一 0; 妆 导 数 六 (2) ， 


Pm) «和 


1 | 
| 
EC 
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在 径 过 点 和 时 由 香 号 变 为 下 全 。 在 这 一 情形 ， 类 亿 地 可 以 证 实 ， 

在 点 3 六 数 有 极 小 。 | 

有 .在 wwo 及 ao 时 都 有 产 (x) 盖 0， 或 者 在 zo 的 左右 了 下 这 

都 有 六 (x)<<0, 外 (2) 在 镭 过 磺 如 轩 开 不 变 导 。 屠 时尚 数 或 洪 

总 是 下 升 的 , 或 者 总 是 下 降 的 ， 存 mm 的 某 一 倒 的 任意 近 处 点 可 找 

出 此 点 z 使 了 (< 了 zo), 而 在 其 他 一 侧 又 有些 点 x 使 f(2) 
一 中 co 于 是 在 点 2 无 极 值 。 


于 是 , 我 们 得 到 榨 了 疑 的 位 zo 了 的 第 一 个 法 肛 : 交汇 Coy 


二 
ne ee ee a a 
a 窑 尽 ; 旧 有 有 极 太 ;大 出 员 变 下 , 则 有 极 


个 :在 不 变 吕 ,区 关 无 极 信 


全 这 下 垢 办 对 天 过 
类 西数 f(x) 在 区 间 [o bj. 上 连 秆 具有 过 篇 的 导数 f(z), 最 多 有 限 
多 个 点 除外 。 在 这 些 例外 的 点 处 导数 了 (zw) 从 它 的 左边 及 右边 都 
要 趋 向 手 同 总 族 异 号 的 无 穷 航 限 ， 在 第 一 种 情形 存在 着 双 侧 无 内 
导数 ， 而 在 第 二 种 情形 内 符号 不 同 就 分 为 两 个 单 侧 导 数 中 。 最 后 
还 悦 导 数 只 能 在 有 限 多 个 点 处 为 零 。 这 类 画 数 的 关于 极 值 的 “可 
疑 的 ”点 的 各 种 可 能 性 , 我 们 在 图 44 .上 答 出 了 几何 的 杂 朋 。 

注意 , 在 6,6, 4 的 情形 中 , 曲线 是 从 切线 的 一 边 纤 过 切线 而 到 
另 一 边 的 ; 在 这 种 情形 就 误 是 曲线 有 抛 点 。 

对 于 所 沽 虚 的 这 一 类 而 数 ， 上 述 的 法 则 完全 可 以 解 决 我 们 所 


个 静止 点 或 有 限 层 数 在 那里 不 存 丰 的 点 : 
se (1) 
区 在 人 尾 一 区 癌 


名 ” 利 骨 从 加 未 替 过 的 导数 符 号 的 探 蝇 上 就 恰好 可 愉 麟 别 错 这 些 傅 沈 。 


th i 2 


人 mi 


ee 
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A 
汪汪 


站 


本 


CO 
人 


然而 , 恢 照 37 段 , 2) 中 的 定理 , 蚁 数 


4 


CE EC ap (zs (2» 
内 导数 f(z) 保 持 着 不 变 号 。 事 实 上 ， 如 果 (x)， 例 如 在 区 相 
(zz zg+t1j 内 ， 变 了 号 的 话 ， 那 术 , 由 产 (2?) 的 连 简 性 的 假定 一 一 恢 
变 尔 察 庄 -~ 凡 西 定理 [人 6] 一 一 它 在 zs 与 wj4t 之 位 的 某 一 点 就 要 
为 0, 但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 导数 的 一 奢 模 都 已 包括 在 点 列 (1) 之 
内 了 。 

”快照 34311 届 的 定 球 ,在 (3;) 中 的 每 个 区 倍 内 图 数 严 格 单 平 地 变 
化 着。 . 
附注 虽然 所 指 册 的 这 类 求 数 已 足 可 包括 一 切实 用 上 有 价值 的 情况 , 但 
是 可 能 并 有 些 情 形 我 任 这 一 和 本寺 “ 古 虱 的" 忙 的 法 有 并 不 适用 ， 羽 得 这 一 点 


. 是 有 好 外 的。 例如 , 苦 浙 虚 由 竹 式 


fer) = zsin (并 0} 及 了 [07 一 
所 袜 定 的 画 数 。 我 企 巨 和 郑 -838 段 , 2 ] 它 在 #=0 肝 有 导数 了 (0 一 Do 可 是 在 


， ” 效 个 静止 点 的 左边 及 右 达 的 任何 近 处 , 导数 


rom dl 
fr) = sn cos 


““”， 却 会 光 适 多 次 地 位 号 ,同时 也 光 鹤 多 次 地 海 震 ， 所 以 法 则 不 能 医用 (虽然 本 


时 有 二 


用 它 , 也 能 直接 地 出 了 在 点 z=0 处 泡 极 值 )。 
114. 第 二 法 则 改 点 xo 是 静止 点 : 
所 (m0) = 0 {3) 


| 又 页 数 了 (2) 不 仅 在 这 点 的 一 个 领 城内 有 -一 阶 导数 产 (2)， 而 且 在 
。 点 各 还 有 二 阶 导 数 了 (zxo), 必 未 就 可 以 把 一 切 的 检验 都 精 化 成 为 
对于/"(zo) 符 号 的 考察 , 这 里 假定 f"(xo) 不 为 等 。 


站 


其 实 , 由 导数 的 定义 ,再 配 合 (8), 就 有 
fr (go) — lim 大多 — Cro) 一 Jim fx) 


J (2) 


wo 


(4) 
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的 符 导 , 只 要 当 2? (不 等 于 zo) 充 分 接近 于 zo(iw 一 zo| 一 8 的 时 候 ， 
就 与 其 极限 "(xo) 的 答 号 相同 。 

又 识 ,上 比如 谣 ，f"(zo) >>0; 那 时 分 数 (4) 对 于 上 迟 的 一 切 值 x 
就 是 正 的 。 但 是 当 x 一 zo 时 , 分 坪 % 一 20 一 0, 因此 ,分子 户 (z) 志 必 
级 同样 地 小 千 臂 ， 反之， 当 z 之 ww 时， 就 有 zx 一 go 一 0， 于 是 也 有 
了 "(zx) >0。 换 名 话说 , 我 们 得 出 导数 f(x) 的 符号 由 人 灸 变 正 ， 于 是 
就 可 以 依照 第 一 法 刚 , 得 出 在 点 me 有 极 小 。 类 似 地 可 以 确定 ， 车 
在 点 zo 是 (wo) 一 0 有 央 在 点 wo 有 桥 天 。 

这 样 , 可 以 把 用 来 检验 “可疑 的 ” 值 vo 的 第 二 法 则 叙述 于 下 : 
把 zo 代入 二 阶 导数 /7(z) 内 ; 著 PCzo)>0， 则 泵 数 有 极 小 ， 者 
"(zxo) <0, 则 面 数 有 极 天 。 

一 般 说 来 , 这 一 法 则 的 适用 范围 是 比较 狭 举 的 : 例如 ， 在 那些 
有 限 一 阶 导数 不 存在 的 点 处 , 这 一 法 则 就 显然 是 不 能 用 的 (因为 在 “ 
那里 就 更 读 不 上 二 阶 导数 )。 妈 如 在 那 种 二 阶 导数 等 于 走 的 情形 ， 
这 个 法则 也 同样 地 不 能 输出 什么 硅 果 。 那 时 间 题 的 解决 就 要 依 是 
于 高 阶 导数 的 性 态 了 [参看 117 段 ]。 

115. 函数 的 作 图 “ 鞭 于 找 出 那些 数值 = 使 而 数 y 二 f(x) 在 那 
里 能 能 取 得 航 值 , 这 可 以 用 在 而 数 的 作 图 上 , 它 可 以 更 精确 地 齐 划 
出 当 = 在 区 于 [w 56] 上 从 左 到 有 逐渐 增 大 的 时 候 ， 男 数 的 变化 渤 
程 。 

芒 前 [19 朋 ] 我 们 校 虚 作 过 图 形 ， 所 取 的 点 臣 是 较 密 或 是 较 

短 , 但 这 些 点 的 取 疆 都 是 偶然 的 ， 而 没有 项 到 每 一 个 图 形 的 特性 ( 
事先 也 并 不 知道 )。 现 在 我 们 就 可 以 利用 前 面 所 指出 的 一 些 方法 
去 锣 定 某 些 个 “ 据 " 点 ， 也 就 是 能 及 明 当前 画 数 的 特性 的 点 。 我 们 
这 里 所 指 的 , 首先 就 是 图 形 的 “转向 点 ”, 朗 是 曲 米 的 峰 与 谷 , 它们 
对 应 于 画 数 的 极 值 。 此 外 , 一 切 有 水 平 切 粮 或 乔 站 切 重 的 点 , 郎 使 
它 个 并 不 对 应 于 画 数 的 极 值 , 也 应 算 到 这 些 “ 据 ”点 里 去 。 
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我 们 只 限于 考 错 在 113 段 内 所 指出 的 一 类 画 数 y 王 了 (x)。 这 
时 , 要 作 这 种 画 数 y= 二 了 lx) 的 图 形 , 就 应 该 进行 如 下 : 

1 确定 使 导数 六 = 了 (x) 等 于 泛 或 无 穷 大 (或 至 少 存 在 无 穷 单 
俩 导数 /的 2 值 , 并 研究 这 些 x 是 不 是 对 应 于 画 煞 的 航 值 ; 

2) 对 于 一 切 这 些 x 值 岂 及 所 论 的 区 阅 的 端 虑 4 与 5, 计算 出 
画 部 y= 了 f(x) 的 对 应 值 。 

为 了 方便 起 见 , 癌 把 所 得 的 结果 列 成 一 表 ( 参 看 下 面 的 例题 )， 
并 把 图 形 上 算出 了 的 点 的 特性 答 以 必要 的 标明 : 极 大 、 极 小 ,拐点 ， 
y=0, 二 十 C0, 二 一 00, 以 及 最后 y= 土 吕 或 = 干 oo( 我 们 煌 
定 朋 这 两 个 符号 来 记 异 号 的 无 雾 单 侧 导 数 的 情形 )。 洲 是 愿意 的 
- 稻 , 在 上 述 的 那些 图 形 上 的 点 志和 旬 ， 还 可 以 下 洪 庶 一 些 其 他 的 点 ， 
例如 , 图 形 与 琴 寺 的 交点 等 。 

把 这 些 点 都 硬 到 图 上 之 后 , 就 可 以 邦 过 这 些 点 (点 的 个 数 一 般 
是 不 太 凶 的 ) 作画 数 的 图 形 ， 于 且 注 意 到 这 些 点 的 特性 。 应 当 训 
入 ,在 它们 之 税 的 各 个 区 辣 上 ，113 段 中 已 区 谤 月 过 ， 导 数 的 符号 
是 不 变 的 ， 于 是 图 形 在 竹 一 个 们 更 上 也 就 总 是 向 上 或 总 基 向 下 地 

前 行 着 。 
者 妆 dd 则 图 形 就 对 称 于 # 地， 


1 


和 


图 也 可 入 化 。 它 在 解析 上 表示 : 当 % 二 光 上 也 内 其 ( 宙 面 
数 )。 : z 

准确 地 指出 画 数 的 上 升 与 下 降 的 区 间 ， 以 及 国 数 的 变化 速度 
下 降 汉 霉 或 上 升 到 无 鹤 的 那些 点 。 这 样 作出 的 图 形 一 一 不 企图 去 
求 待 各 个 稚 坐 标的 准确 性 一 一 已 轻 可 以 十 分 完善 地 反映 出 夯 数 变 
化 的 进程 (这 也 正 是 我 们 的 目的 )。 

116. 例 1) 求 画 数 


fr) = ginwt cogs 


一 时 一 
的 极 值 , 且 作 其 图 。 
市 于 酌 狐 育 局 期 3， 所 以 我 们 只 要 条 渝 在 区 间 [ 沾 2] 上 的 这 全 就 可 
皮 了 ， 它 的 答 数 是 
fr Bainir cosr— Hng: Gos p= Hal coaw* (HINnzT— cost). 


它 的 棋 ( 邦 止 眠 ) 是 : 


Es 叶 rr 
. 下 
在 经 过 x=0 时 因子 sinz 的 符号 由 氏 变 正 ， 而 产 (em 的 最 后 二 个 因 于 的 乘积 
在 z=0 附近 保持 沙 负 号 , 所 以 整个 导数 的 符号 由 正 赛 负 ， 故 在 =4 有 极 大 
困 子 sinr 一 eosz 在 2 二 广 时 等 于 终 ， 在 多 过 这 点 时 ， 这 关子 的 符号 由 负 变 
让, 且 因 为 彰 夯 两 个 因子 都 为 正 ， 故 导数 的 符号 由 质变 正 ; 因此 在 这 点 有 极 
小 。 仿 此 考察 其 余 的 静止 点 : 在 所 有 这 些 点 处 丽 数 交 和 逃 地 获得 极 大 与 极 小 。 
要 民 定 极 信 ,我们 世 可 以 不 去 考察 一 阶 导 六 的 变 号 ， 而 来 计算 二 阶 导 米 
Hr) = 3 3inrt eosr){ dgineeosrc— 1)} 
” 竺 抬 要 检验 的 > 信 坦 接 代 天/"(z)。 例 如 ,在 +=0 时 , 我 们 得 落 /M(0)= 一 3, 
这 对 应 于 极 太 。 在 == 工 时， 就 有 [了 工 )= 立即 对 应 于 横 小 余 关 扒 。 
我 们 还 要 来 决定 图 形 与 了 躺 变 点 的 横 坐 标 ， 就 是 ， 解 方 福 式 sinae 十 
epost 二 个, 由 由 cosw 二 一 sinw, 于 是 z= :或 z= 


现在 把 这 些 求 得 的 2z 值 的 对 应 历数 值 算 外 来 ; 利 且 克成 一 个 表 : 


Br 
小， 可， 【2m)， 


_ T Tm Br _ nal Br 
工 = =0.78 =1.57 .36 | "=8.14| -=3.94 
y= | 1 -oml 1 0 1 | .YE on 
a 3 
= 人 | y=0 ¥' 一 y= 人 0 二 和 
极 天 极 小 棋 天 械 小 械 闯 
z= 4 ?1 5.50 07 二 .2 
y= 一 性 1 
¥=0 ¥ =0 
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依照 着 这 个 素 可 以 作 册 图形 把 它 画 在 图 鹅 上 。 


a 
-i 时 
图 此. 
9) 求 图 数 了 (2) = 圭一 (加 一 1) 语 的 枢 值 , 且 作 其 图 形 。 


在 这 区 有 限 导 数 四 
让 于 用 :13 

F's) = (el1) i 
除了 在 点 x=0 及 x%= 土 1 以 秆 ， 是 到 处 存在 的 。 当 4 从 左边 及 右边 去 接近 
这 些 值 时 , 导数 就 有 元 穷 极 限 , 朗 是 只 , 在 这 些 点 上 导数 等 于 士 co[103]。 

要 确定 导数 的 很, 可 仿 它 的 分 子 等 平 堆 ， 我 们 就 求 得 ，z= 士 -天 z。 于 
是 关于 极 值 为 “可 峰 的 "点 就 是 ， 

工 


. -1 一 二 0, pe 工 
邮 外 ， 由 于 让 苹 数 是 偶 画 数 {因此 ; 它 的 图 形 对 称 于 4 再 )， 所 以 就 只 要 限 子 
石 咎 平面 , 序数 值 > 产 0， 求 绪论 就 够 了 。 
当 z =0 时 {并 在 此 上 成 附近 } 分 子 与 分 母 的 第 二 个 因子 都 有 正 革 。 因 子 


许 
2 主 则 由 贫 放 为 正 , 因此 导数 亦 由 负 亦 为 正 : 概 小 。 当 = <- 坊 - 时 (天 在 共 附 
近 ) 分 侠 蛋 为 正 。 至 于 分 于 , 由 于 z 之 值 在 -内 近 , 可 以 重 写 为 (L- “9- 
一 2 它 在 z 一 -时 为 0 而 随 = 之 疾 小 而 纷 大 随 2 之 增 大 则 减 小 因 


此 是 由 正 变 为 负 而 有 极 大 出 现 。 在 径 过 “= 工时 , 分 图 中 的 因子 (z? 一 1 了 在 获 
点 为 0, 然而 却 不 变 号 ;整个 导数 亦 然 , 因此 在 *= 工 时 小 有 极 值 。 

虽然 所 考 虐 的 丽 数 定义 在 整个 区 阿 ( -- 。, 十 co) 上 而 且 古 连 业 的， 但 是 
图 形 当然 只 能 够 在 有 限 区 则 上 去 作出 来 。 然 而 仍 柯 以 就 明 夯 数 “在 无 劣 光 处 " 
的 性 态 : 若 把 函 狼 重 写成 


f(r) = 1 


和 
wi arr 1) + rl) 


一 - 风 19- 一 
则 就 很 显然 的 有 ”六 (zs0 且 当 z 一 十 ce 时 了 (2) 一 0。 这 样 , 诸 数 的 图 形 是 


鲜嫩- 


时 


可 以 无 限 地 接近 于 T 轴 。 


图 : 
工 二 一 oo | 一 上 -073 0 2_0.71 1 + 
2 2 
y= 0 1 A 二 1 多 1 弥 芋 =1 .加 1 0 
y=+oo| =0 y= w=0 Iy=- 
概 天 楼 小 ， 圾 坟 
国有 形 息 图 反 . 


117. 离 阶 导数 的 应 用 我 们 已 灼 见 到 ， 若 j(xo)=0， 而 
jr(zo)>0， 旭 画 数 了 (+) 在 点 mm 取得 级 小 ; 又 着 了 {wo) 一 0 而 
(20) 过 0, 旭 画 数 在 这 点 有 极 大 。 至 于 当 j(zo) = 0 (ee) = 0 
的 情形 , 我 们 还 没有 研究 过 。 

现在 假定 画 数 了 (x) 在 点 x 二 wo 的 邻 域内 有 对 个 逐 阶 导数 ， 且 
第 # 阶 导数 在 点 z=zo 速 粮 。 妈 设 曾 到 (nm 一 1) 阶 为 止 这 些 导 数 储 
都 在 这 点 等 于 等 : 

fv) = fF" (0) 一 … = (0) =0, 

但 同时 却 有 产 ”(o) 天 0。 把 画 数 了 (%) 的 坪 量 f(z) -了 (ww) 鞍 
(z 一 zo) 的 赦 而 用 布 皮 亚 庄 型 余 顶 的 戴 劳 公式 [107 段 ，(17)] 来 属 
开 。 大 为 小 于 % 阶 的 一 切 导 数 在 点 wo 等 于 零 , 故 
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1 一 foo) — 0 tae) (yzo)", 


由 于 当 一 zo 时 ao 一 所 以 当 %* 充 分 接近 于 zo 时 ， 分 子 的 和 
的 符号 就 会 与 1 (wo) 的 符号 相 一 致 ;, 在 <<wo 时 以 及 在 4>xo 时 
都 是 如 此 。 现 在 来 考虑 两 种 情形 : 
1?% 是 奇数 : 贡 一 2 十 4 当 和 的 数值 由 小 于 知 变 到 大 于 和 
时 ， 因 式 (x 一 wo) et! 就 会 变 号 ， 但 因为 上 上 式 第 一 个 因子 这 时 不 变 
时 ;所 以 着 了 x) 一 所 20 了 世 要 变 续 。 芒 样 一 来 , 面 数 2) 在 点 zo 就 
不 能 有 极 值 了 , 因为 在 这 点 的 附近 , 本 数值 有 小 于 拓 zo) 的 , 乌有 大 
于 f(swo) 的 ]。 
32- % 是 偶数 : n==2%。 在 这 一 情形 ; 当 x 由 小 于 变 到 大 于 zo 
时 , 差 f(w) — f(x0) 寺 不 变 号 ,因为 对 于 一 切 4 都 有 (一 如 ) 芭 全 0。 
避 然 , 在 ze 的 左右 两 边 附 近 , 差 了 (2) 一 所 azo) 的 符号 与 数 产 ” (ro) 
的 符号 是 一 臻 的 。 这 毅 是 瑶 ， 洲 六 (azo>0， 则 在 点 加 的 附和 近 
所 二 8zo) 于 是 画 数 疙 四 在 点 wo 有 极 小 ; 又 著 (x0) <0, 居 
本 数 有 极 大 。 
由 此 部 得 这 样 的 法 则 : 
洁 在 各 阶 导 数 中 ， 第 一 个 在 点 wo 不 等 于 零 的 是 奇数 阶 导数 ， 
则 酌 数 在 后 既 无 极 大 值 也 无 极 小 值 。 荐 这 种 导数 是 慢 数 阶 导 
数 ,， 央 图 数 在 点 xo 有 航天 值 或 极 小 值 ， 且 要 看 这 个 导数 是 负 的 还 
是 下 的 而 定 人 。 
例如 , 对 于 医 娄 了 (zy =e 十 Ee 二 2eogz) 车 = 人 0 是 磷 止 点 , 国 为 在 这 战 
导数 
| Tl)=e—e 7— Dsiny 
党 于 等 。 其 艾 : 
f(s) = 2 十 一 Ceos 4, 六 0) =0; 


四 142 重 柯 林 ， 麦 葛 洛 林 在 他 的 * 诺 数论" 里 指出 了 这 个 决 旭 。 


—221-— 
fr) =er— troging, fF" D0) =0; 
fa =e*+e +o gr, f(D=4. 
因为 第 一 个 不 等 于 规 的 是 慢 阶 导数 , 故 有 极 值 , 又 畴 产 ”( 册 > 小 而 为 极 


人 小。 


§ 2， 函数 的 最 天 值 及 最 小 信 


118. 最 大 俯 及 最 小 逢 的 求法 ” 设 面 数 fo 定 光 在 有 限 豆 区 
阅 [a, 5] 上 而 且 是 连 烤 的 。 迄 今 为 止 我们 只 注意 到 而 数 的 极 大 及 
极 小 , 现在 再 提出 一 个 遇 题 , 即 怎样 去 找 出 画 数 在 这 个 区 申 上 所 取 
的 一 切 值 中 的 最 大 的 及 最 小 的 ;了 根据 达 模 画 数 的 已 知性 质 [73]， 
这 种 最 天 值 及 最 小 值 都 是 存在 的 。 为 了 确定 起 见 ， 就 来 讨 认 最 大 
值 。 y 

车 西数 在 a 与 5 之 网 某 
点 达到 最 天 值 ， 划 它 局 时 也 
就 是 极 大 之 一 {显然 , 是 最 大 
的 极 大 ); 但 是 画 数 也 可 能 在 
区 间 的 一 个 端点 w 或 5 上 达 
到 最 大 值 (图 条 )。 这 种 一 到 
来 , 我 从 就 需要 把 画 数 f(x) 图 好 、 
的 一 切 极 天 互相 比较 一 下 , 大 二 与 它 的 边界 什 了 a) 及 f(5) 也 要 比 
较 一 下 ; 这 些 数 中 的 最 大 的 就 是 丽 数 f(x) 在 [a,51 上 的 一 切 秆 中 
的 最 夫 值 。 类 似 地 也 可 以 找 出 画 数 的 最 小 值 。 

如 果 要 想 避 匈 对 极 大 或 极 小 进行 探 对 ， 那 末 可 以 换个 散 法 。 
只 须 算 出 在 一 切 有 关 极 值 的 "可疑 的 "点 处 的 画 数 值 ， 再 把 它 全 与 


全 ”这 樟 ， 我 们 替 和 名 尊 “航天 "保留 起 它 的 “等 有 的 "总 艾 { 男 数 在 对 应 点 的 直接 名 
城内 的 最 天 慎 ), 着 且 使 它 有 嘲 于 在 所 考 虞 的 伪 区 间 上 商 数 的 最 大 值 。 
关于 画 数 的 极 小 与 最 小 慎 也 是 一 样 。 


— 0 ， 
边界 值 ffa) 下 了 (5) 相 互 比 较 一 下 ; 这 些 数 中 的 最 大 数 及 最 小 数 显 
然 就 是 画 数 一 切 值 中 的 最 大 值 及 最 小 值 。 

附注 ”在 应 用 问题 上 多 和 会 磁 到 在 a 与 5 之 间 只 有 一 个 “可 
y 疑 的 "点 zo 这 种 简单 情形 。 如 

果 在 这 点 画 数 有 极 大 ( 极 小 )， 

那 来 不 必 去 与 边界 值 相 比 较 也 

可 明 自 这 就 是 画 数 在 区 出 上 的 

最 大 值 (最 小 植 )( 图 48}。 在 这 

类 情形 ， 去 对 极 大 及 极 小 进行 

a 5 “” 探 时 优 常 会 显得 比 去 算出 及 比 
图 经， 较 图 数 的 个 别 的 一 些 慎 更 为 简 

单 ( 尤 其 是 , 若 在 丙 数 的 表达 式 内 含有 交 宇 常数 时 )。 

还 要 着 重 指出 , 上 面 所 讲 的 完全 可 以 适用 子 开 区 间 (ow 5) 以 及 
无 穷 区 间 。 

119， 问 题 ”现在 关 明 属于 各 方面 的 儿 个 问题 。 这 些 问题 的 解决 恰好 蓝 
要 归 车 于 求 东 数 的 最 大 住 或 最 小 值 。 然 而 ,时 常 这 些 醒 数 乙 本 身 还 不 及 那些 
使 两 数 获 得 极 值 的 点 !( 变 元 的 数值 ) 有 将 浆 ， 

1 在 一 殷 边 长 为 的 正方 形 铁 片 的 各 角 上 名 去 相 敬 的 下 方块， 再 把 它 
的 边沿 着 碟 纯 折 畏 (图 和， 作成 一 个 无 盖 的 方 底 合子。 怎样 也 能 得 由 有 最 天 
容积 的 愈 子 呢 ? 

车 用 z 玫 示 切 去 的 正方 块 的 这 长 , 则 盒子 的 体 
- 晤 更 积 y 可 以 表示 为 : gz(a 一 2w)*?， 丽 x 是 在 区 阮 
| 0, | 上 变化 阁 。 疝 是 就 已 成 为 去 线 出 丙 数 在 这 
个 区 邮 上 的 最 天 慎 了 。 
因为 妨 数 y = (ae 一 2z) (ae 一 6m) 在 0 与 邱 之 多 


只 有 隆 一 的 根 * 一 二 ,所 以 ,由 此 可 知 , 这 个 慎 可 使 
本 站 交 各 要 ,同时 我 们 也 统 得 着 了 所 亚 来 的 大 
or 值 。 或 者 换 种 觅 法 : 在 z= 全 时 有 3 = Sr ， 周 时 


27 
¥ 的 这 界 逢 却 黎 于 震 ; 因此 在 z = 癌 时 ， 其 正 得 出 ¥ 的 最 太 慎 ， 


. 一 2 于 一 

2) 已 知 一 木料 有 唐 径 为 的 圆 蕉 面 。 要 把 它 砍 为 有 是 形 截面 的 日 最 坚 
疗 的 木 滩 。 : 

提 东 “在 材料 力学 的 再 芥 中 已 用 明了 ， 短 灌 梁 的 强 认 与 科 bk? 成 比例 
此 处 训 是 厅 红 的 潮 形 夫 面 的 底 , 而 是 它 的 高 。 

因为 如 = 下 一 丰 所 以 半 症 就 涉及 麦 达 式 切 22 一 b (中 一 可 ) 的 最 天 值 ， 
其 中 % 自 变量 "5 是 在 区 隔 (0,4) 内 变化 落 。 

导数 旷 一 由 一 322 在 这 个 区 间 内 只 有 一 次 是 等 
.于吉 印 是 在 上 5 一 和 -处 。 二 阶 导数 六 = 6b 0; 
困 此 ， 在 所 指 由 的 这 点 达到 了 极 大 ， 局 时 也 就 是 虹 
大 值 。 

在 5 = 一生 时 ， h=@ EE 于 是 d+h:= 


= 3 :M2 :1。 从 图 有 0 上 可 以 奏 到 , 怎样 寺 作 
所 求 的 短 形 (就 是 , 把 直径 分 成 三 等 分 , 再 在 各 个 分 图 50. 
点 上 又 一 疏 线 )。 

3) 构 一 电灯 可 以 党 阔 姑 禾 业 DB (图 氏 ) 移 动 (全 如 ， 装 在 浓 辊 上 时 )。 
它 在 与 水 平面 04 有 怎样 的 距离 对 就 应 读 停 止血 动 , 寸 能 圳 使 得 这 个 不曾 上 
的 点 4 处 有 最 大 的 申 麻 ? 


提示 照 鹿 了 与 sin y 成 比例 , 而 与 话 离 += 4B 的 玲 方 咸 反 比例 , 郎 是 


sing 
的 可 二 ra 和 
下、 其 中 。 与 灯光 的 强 座 有 关 。 
1 Uf 若 反 = O 为 咎 变数 用 
上 eo. | . 
1 TS sin 5 一 卫 ， r=~ hi 
a ~ ' 
a 而 J=c. 一 下 a (KhC+m), 
(+ 
回 81.。 其 次 , 导数 
2 人 
7 =0— Oh | - 。 
tm /3 
i = 0. ?a 时 等 于 汰 , 而 且 在 经 过 这 个 值 时 7 了，% 变 号 击 正 到 得 这 
个 下 


就 是 地 适当 的 上 距 高 。 
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附注 ” 赵 此 机 会 要 菏 蓝 者 注意 下 面 的 情况 。 关 寻求 画 数 在 变 
元 的 确定 的 变化 区 天 上 的 最 大 佳 或 最 小 短 时 ， 可 能 容易 遇 汉 在 这 
个 区 疗 内 完全 汪 有 导数 的 根 ， 或 其 他 可 疑 的 值 。 这 一 件 事 也 就 
供述 出 在 所 考虑 的 区 半 上 画 数 是 单 稠 上升 的 或 是 单 再 下 降 的 ， 因 
此 , 它 必 在 区 阅 的 两 锯 上 达到 最 大 值 友 最 小 值 。 


$ 3. 未 定式 的 定 值 法 

120. 记 型 未 定式 “现在 利用 导数 的 概念 去 定 出 一 切 类 型 未 定 
了 型 未 定式 入手 ， 就 是 研究 两 个 
趋向 于 老 ( 例 如 , 在 极限 过 程 w_aa 之 下 ) 的 丽 数 f(x) 及 gfz] 的 比 
值 的 极限 问题 。 久 下 引 大 的 定理 大 体 上 是 攀 输 . 伯 努 利 做 出 的 于 
果 。 不 过 和 包含 在 这 一 定理 中 的 涂 芭 却 是 常常 是 做 “ 洛 几 二 法 则 ?， 
因为 正 是 在 涌 必 近 著 的 @, 1696 年 出 版 的 “无 穷 小 量 分 析 ” 上 ,第 一 
次 发 表 这 一 法 则 (虽然 还 不 完 至 是 目前 的 形式 )。 

定理 1， 坑 : 1) 图 数 ffz) 及 g(x) 定义 在 区 间 (a, 5] 上 ，2) 
limf (x) ~—0, limg(%) 一 小 3) 在 区 间 (《w $j 上 存在 着 有 有限 导数 了 (x) 
及 gr(z)， 且 rtz) 地 0 最 后 4) 存 在 着 (有 限 或 无 郑 ) 极 限 


rr ri er ee er rr ee ee re 


fv) 
lm grey gr 五。 


-区 也 有 
jz) 
za FE) 全 
诈 蝎 全 zx 一 0 时 男 数 f(z) 及 gtx) 等 于 霉 :f(a)=g(a) =0%, 


QD 基 焰 元 ， 佛 妆 索 阿 ， 德 - 天 记过 (1661--1704) 是 法 国 数学 宗 。 在 肢 交 里 所 
操 到 的 部 本 书 是 头 一 本 出 版 的 短 分 学 教程。 

图 ”当然 , 本 来 亿 可 以 先 就 弯 性 假定 这 两 个 陋 数 定义 有 淖 钙 于 z = a 处; 但是, 机 
定理 的 条 件 悦 成 如 皮 区 果 的 那样 在 应 用 上 有 时 例 是 比较 方便 些 (例如 参 害 定理 1%)。 


， 一 225-… 
我 们 补充 了 f(x) 及 g(x) 在 点 a 的 定义 。 于 是 这 二 个 画 数 在 整个 
下 区 间 [e, 5] 上 就 都 成 为 连 炉 的 了 : 酚 数 在 点 a 的 值 与 x 一 a 时 它 
们 的 极限 相同 [由 2)]。 而 两 数 在 区 到 上 共 他 各 点 处 的 连 秆 性 又 
可 从 有 限 导数 的 存在 而 推出 [ 穴 看 3)]。 应 用 哥 西 定理 [104 段 ]， 
得 到 


= 
Hl2) _ He) —f(a) 


式 中 <e<o。 这 g(x) 半 0， 即 gz) 去 go) 是 假设 中 有 (Co 二 0 
的 一 个 推 项 , 这 在 证 明 哥 西 公 式 时 喜 蕊 部 得 到 过 了 。 
当 za 时 , 显然 地 , 也 有 c 一 x, 所以, 由 4)， 


f'(0) _ 
Hmgt) lr gp) ~&, 


这 就 是 需要 证 明 的 。 

这 样 ， 已 证明 的 定理 就 把 两 数 之 比 的 极限 化 成 导数 之 毕 的 极 
限 ， 若 是 后 者 存在 的 话 。 求 导数 之 比 的 极限 往往 会 显得 比较 筋 单 
些 , 而 且 可 以 用 初等 的 方法 来 做 出 。 

注意 ， 只 不 过 是 为 了 确定 起 见 ， 我 们 才 考 虚 a 是 区 加 的 左 端 
虎 , 而 变量 x 从 右边 趋向 于 a 的 情形 。 也 可 以 把 & 算 作 是 右 端 点 ， 
而 #% 从 左边 趋向 于 wm。 最后， 也 同 梯 可 以 容许 双 侧 极限 过 程 的 
和 情形。 

例 录 极 报 


。 MA Dim ragair 二 
pe qa— ar! " 

芯 沙 必 这 沿 则 , 它 等 于 极限 

他 3 一 Ba . 


lm 2 oti Sar 二 -a 6. 
[id 


rr 


2D i 


TD 这 是 在 洗 必 达 上 里 引用 的 关于 未 定式 的 定 秆 法 的 第 一 个 例子 。 


有 


天 


一 221 一 ， 
这 里 由 干 导 数 的 比 式 在 =a 处 连 奈 ,所 以 可 以 把 g=5 直接 代 久 比 式 而 得 着 


最 后 的 钻 果 
2) 求 极限 
ln te 
z+ 一 91n$ 
把 导数 的 比 式 肖 步 化 简 ; 


在 0 时 , 它 显然 直 向 于 2。 护照 定理 这 也 散 是 所 求 的 极限 。 

稍 若 者 注意 ， 达 里 导数 的 比 式 昌 然 又 是 一 个 二 型 的 未 定式 , 但 是 要 去 定 
安 的 值 却 已 可 以 用 初等 变换 的 方 湛 了 。 在 其 他 的 场合 , 也 可 能 需 枝 重复 地 应 
用 这 个 定理 。 有 必 蛮 提醒 大 家 ， 在 定 慎 的 时 候 , 允 鞠 用 各 神 方 涩 去 把 所 得 的 
” 式 子 化 简 , 如 狗 去 公 因子 ,利用 已 知 的 极限 , 等 等 。 


容易 把 定理 1 推广 必 灾 元 趋 向 于 无 田 极 眼 : a 二 土 w 的 情 
形 。 例 如 , 以 下 的 定理 就 是 成 立 的 : 

定理 1* 设 ; 1) 疯 数 了 (x) 及 g(x) 定义 在 区 间 [o, 十 cc) 上 ,2) 
lim f(z) = 0， lim g(x)=0, 3) 在 区 问 Le: 十 ce) 上 存在 着 有 限 
导数 六 (x) 及 ye), 且 .9(z) 夫 0， 最 技 4) 存在 着 (有 限 或 无 穷 ) 
极限 


(2) 
dg Ce) vy py 
则 也 有 - 
(2) 
Ln ga) 


证 明 以 公式 zx 一 十, 1 二 更 换 变 量 w。 寺 是 ， 若 wo， 
则 +0, 反之 亦 然 。 由 9) 就 有 : 


lim (二 )=0, lim +)=0, 
£3+0D t+ t 


而 由 4)， 


一 的 9 一 


对 于 新 变量 上 的 西数 入 于 ) 及 约定 ) 可 以 应 用 定理 二 就 


答 由 
人 (二 (人 
A 7 BE) 人 
县 而 
lim JE) 和， 
即 是 廊 亚 求证 的 。 


121， 云 型 来 定式 “现在 再 来 考虑 二 型 的 未 定式 , 即 是 研究 两 


个 趋向 于 无 穷 大 (在 wa 时) 的 画 数 ffz) 及 glz) 的 比值 的 极限 
前 题 。 我 们 要 来 证 明 ， 在 这 种 情形 下 洛 必 大 法 划 同 样 是 可 以 应 用 
的 ; 下 面 的 定理 是 定 娃 在 的 简单 的 复述 。 
定理 2. 访 : 1) 画 数 f(x) 及 g(x) 定义 在 区 间 (a, 6] 上 ，2) 
lim fx) = cc， lim gw) 二 oo，8) 在 区 问 (&, 5] 上 存在 着 有 限 导 数 
六 (sz) 及 g(x), 且 gr(z) 寺 0， 最 后 4) 存在 着 (有 限 或 无 穷 ) 极 限 
,f(x) 
emg (x) yy -&. 
则 也 有 
， 下 
Imo) E- 


中 面 数 7 二)， gf 去) 是 作为 二 的 复合 画 数 举 对 上 求 导数 的 。 


一 228 一 - 

证 明 由 2)， 可 以 认为 ， 对 寺 所 有 的 慎 ， 了 (x)>>0 及 
g(x) >0. 

党 考虑 下 为 有 限 的 情形 。 若 葵 定 任意 数 8s>0， 则 由 条 件 4)， 
属 可 求 内 这 样 的 >000 了 一 48), 在 aw 之 4 十 j7 时 有 


Fe) 8 
人 K|<3. 
为 了 简便 , 分 十 9] 二 26 而 取 父 在 4 与 如 之 阅 。 把 哥 西 公式 应 用 到 
区 辣 [x, xo] 上 字 : 


f(a) fr) _ fF (ee) 
gtr)— glro) gley 


式 中 ww<0 过 wo， 国 此 ， 


fx) — f(xo) 8 
| gtro) -< (D 


现在 写 出 重 竺 式 ( 可 以 直接 验证 ); 


Flz) fro) — Kgso) Ts glao) f(s) — fOro) 
gz] +|1 gz) | = x| 


因为 当 wa 时， g(x 一 oo， 所 以 必 可 求 出 这 样 的 8>0 {可 以 
认为 所 7), 在 we<rect 十 人 时 


人 2 人 0 且 | 入 (to) 


于 是 在 上 述 的 2 值 时 , 就 有 [参看 (1)] 


这 就 证 明了 版 需要 的 命题 。 
现在 刘 六 一 ce[ 在 假定 2 之 下 ,不 可 能 有 下 = 一 oo 的 情形 ]; 
于 是 ， 至 少 当 % 慎 充 分 接近 于 &% 时 了 (x) 考 0。 把 了 与 8 的 地 位 变 
加 ”这 点 就 是 与 定 敢 工 的 证 明 最 不 同 的 地 方 : 这里 不 能 在 区 间 [az1 上 磺 用 算 西 


公式 , 因为 , 不论 沪 样 在 点 旺 去 定义 画 数 fx) 及 gl), 有 2) 总 不 可 能 得 出 在 5 点 为 
媚 损 的 重 数 。 


一 229 一 


换 一 下 ， 就 有 


gz) 0 
lm 一 由 

所 以 ; 依据 已 证 明 的 精 其 ， 
9424 0, 


nF 

赎 此 ， 且 由 在 本 咒 开 始 所 和 作 的 关于 gr)y>>0，Fffz)>0 的 殊 明 
晴 郑 

了 (Ca 


lim 


sma gtt) 

定理 2 市 出 可 以 认为 &= 一 2 而 定理 的 证 明基 本 上 是 村 不 
需要 更 改 。 如 困 是 所 考虑 的 区 赐 的 右 问 碟 ， 则 作为 特 刁 也 可 以 
认为 4= 十。 这 样 ， 定 理 2 共 实 已 烃 包 括 了 waw= 士 cc 这 种 情形 


= oo, 


在 内 。 
例 
i 
lInx 让 
3) 各 i =0( 攻 4 二 00). 
4) Vim 区 = lim 一 Ca>l， w=0), 


六 地 十 人 lm 全 


车 p>1， i 但 若 继 粮 这 一 步 矣 并 且 重 复 地 应 


用 定理 2 最 后 在 分 于 上 必 可 得 出 带 有 六 (或 轨 ) 指 数 的 灾 。 困 此 ， 丰 一 切 清 
形 都 有 


际 
‘lim -x 世 一 修 . 


122. 其 他 类 型 的 未 定式 “前面 的 定理 都 是 有 关于 -0 型 及 衬 型 
的 未 定式 的 。 


_290_ 
车 有 0:2 型 的 未 定式 , 则 可 以 把 它 变 成 站 型 或 守 型 ， 而 后 应 
用 洛 必 达 法 则 , 训 
limf (2) =0, limg(%) 一 cc 
并 且 f(a) 不 变 号 。 于 是 就 有 
fo) glo) = 
reey 
其 中 第 二 式 在 za 时 是 0 型 米 定式 , 第 三 式 是 之 型 未 定式 。 
例 5) 


linx 
lm (Za ns}= lim = lim 
be 二 让 一 只 让 了 中 + 一 上 


(我 们 算 作 4 二 0)。 
也 总 可 以 把 一 oo 型 的 未 定式 变 成 己 型 或 竺 型 。 识 有 式 子 
f(z) 一 g(w); 而 且 
limf (2) =+ eo, limg(z)=+o. 


. 于 是 ,可 以 作 鲍 如 以 下 的 变换 , 把 这 个 式 子 化 为 了 型 的 来 定式 : 


1 1 


f(z) — 1 = 二 -一 


fiw) ga) Fr) g(ry 
然而 在 实地 运算 时 常常 还 可 以 比 这 更 简单 地 做 到 这 一 点 。 
例 6) 


. 1 C08? HO G1n° Tm 
liml ctgs zs— = =1im Oo, 
Ee 四 区 


m+ gin2m 

多 i 。 十 。 ， _ 
oo0sir— siniw reosrt sinr zeoss— dinz 
Ti Sin ~ rrainis 7? 


前 一 个 因子 的 极限 可 以 用 初等 的 方法 去 求 出 : 


下" B08 丈 十 in 


， 1 Sn EY 
lim = lim (eos «+ )=2, 


革 才 各 


对 第 二 个 因子 应用 定理 1: 


， -008 TY 81nk ， 一 芭 8in 次 
im 一 一 一人 一 一 一 一 一 
五 -让 EX* Sin < THD BLD TT sn TCO 


im -1 -= 二 
a sin ze 3° 


这 样 , 所 要 求 的 极限 就 等 于 一 二. 


对 于 1 0 co? -和 的 本 定 区 可 以 预先 把 这 些 式 子 取 对 数 。 
刷 Y 一 [ 基 轨 7 则 Imsy 一 genFoe)。lny 的 极限 就 是 已 
既 熟 悉 了 的 0.o0 型 未 定式 。 阁 是 用 前 面 指 出 的 方法 之 一 部 求 出 
lim In g， 它 竺 于 有 限 数 十 oo 或 一 oo。 央 lim gy 对 应 屯 就 是 ex 
- 2 0 338 
例 7) 发 ， 
~) 
朗 在 f 工 一 0 时 求 出 timy (1” 型 求 定 式 )。 
若 算 和 作 “ > 0 (由 于 8# 是 偶 苗 数 , 故 可 以 限于 这 个 假定 )) 旭 


in sin zx—lnw 


lIny = 
二 一 aog 站 
应 用 定理 1: 
oar 1 
saint Tr .OST in 
lim lIny = lim = lim 一 一 一 一 一 一 一 一 
十 省 荔 中 必 Ei 十 正二 必 "3111 省 


但 是 我 站 刚 出 才 过 到 过 ， 这 个 极限 从 于 一 工 。 这 样 ， 


1 


iim & ,te 
sod ne 


附注 ”型 如 芝 ，0.o 及 oo 一 的 未 定式 可 以 在 欧 拉 的 著作 中 见 到 ; 哥 洒 


世 合 和 葡 浇 碟 列 未 党 式 的 一 些 标准 类 型 ， 但 是 这 两 个 人 都 温 有 把 二 的 情形 给 以 
严格 的 能 明 1 


第 八 章 ”多 元 函数 


$1. 基本 机 念 


123. 迹 且 之 癌 的 函数 关系 : 例 泛 仿 洛 止 我 们 只 研究 过 两 个 
变量 的 共同 变化 , 其 中 的 一 个 变量 依赖 于 另外 一 个 : 由 自 变量 的 什 
已 经 完 驳 可 以 决定 因 变 量 或 画 数 的 值 。 然 而 出 现 几 个 自 变量 的 情 
形 , 电 并 不 少见 ,于 是 要 要 确 定 蜀 数 的 值 ， 就 必须 先 去 确定 所 有 这 
些 自 变 遇 在 同一 时 权 各 自 所 取 的 值 。 

1) 例如 , 圆柱 体 的 体积 了 是 它 的 底 千 径 玉 及 高 互 的 男 数 ; 这 些 变量 之 并 
的 依 巾 关 季 可 用 公式 

六 关 mr 起 2 末 
来 麦 示 ， 由 这 个 式 子 ， 在 知道 了 自 变量 玉 及 吾 的 值 时 ， 就 能 够 决定 下 的 对 应 
值 。 

2) 宙 一 泊 生 的 活塞 下 画 有 一 定 盾 量 的 气体 , 它 的 温度 不 是 国定 不 变 的 ; 
于 是 这 个 气体 的 体积 下 及 压力 ?都 与 它 的 ( 稳 对 ) 澶 府 了 以 克 拉 接 隆 公 式 相 
联 双 : 

PF = RT 瑟 二 情 数 ). 
由 此 , 例如 , 认为 站 政工 都 是 自 变 量 , 则 它 个 的 函数 就 可 以 这 样 来 表示 ; 


p = 


3) 在 研究 性 何 物体 的 物理 状态 时 ， 竹 往 囊 要 去 观赏 它 的 各 种 性 后 愉 一 
点 到 它 点 的 变化 。 例 如 : 密度 .临床 、 电 位 等 等 。 所 有 过 些 最 都 是 “点 的 画 数 ” 
或 者 也 可 以 识 是 点 的 坐标 +，Y ，z 的 男 数 。 如 果 胸 体 的 物理 状态 是 柄 阔 时 
半 市 变化 的 , 那 来 在 这 些 自 变 莉 内 就 还 机 加 上 时 间 + 。 在 这 种 清 撒 我 们 就 允 
到 了 四 个 自 变 量 的 图 数 。 

类 仅 的 例子 本 者 自己 还 可 以 任意 增多 。 

要 棚 对 于 多 个 自 变量 的 画 数 的 构 念 痊 忆 精确 的 定义 ， 我 们 党 
从 最 简单 的 情形 , 印 当 自 变量 有 商 个 时 开始 。 


一 中 3 

124, 二 元 函数 及 其 定义 区 域 ”在 雹 到 两 个 自 变 量 交 及 Y 的 变 
化 时 ， 我 何 每 式 都 应 该 指出 ， 它 全 可 以 同时 取得 的 是 哪些 对 数值 
Cw, 9); 这 些 成 对 的 数值 所 成 的 集合 .就 是 变量 wy 的 变化 区 域 。 

图 数 概 念 的 定义 可 以 用 与 一 元 阔 数 的 稍 帝 用 类 似 的 说 祷 来 着 
出 : 

如 果 会 照 基 一 续 则 或 规律 , 对 于 集合 .- 妈 中 的 每 一 对 数值 (on y) 
相应 地 有 党 中 一 个 确定 的 z 值 ， 则 变量 z《〈 它 的 变化 区 域 为 多) 就 
针 做 自 变 量 z,y 在 集合 .在 上 的 加 数 。 

这 里 襄 的 是 单 值 画 数 ; 很 容易 把 这 个 定义 推广 到 多 值 画 数 上 
去 。 

上 面 所 讲 的 集合 . 巡 就 是 醒 数 的 定义 区 域 。 变量 x,y 本 身 一 一 
对 于 它们 的 画 数 * 而 昔 一 是 做 画 数 的 变 元 。 与 在 一 元 兰 数 时 相 
类 倍 , 与 zg 之 了 的 西数 关系 可 以 老 示 为 : 

2 一 下 (wy 的 Y 一 册 ( 罗 2 二 52 的 等 等 ， 
若 愉 ,党 中 取 则 一 对 数值 (ao oo) 则 六 ze 的 ?就 表示 当 闻 一 00 #1 二 J 
时 画 数 f(x, y) 所 取 的 那 一 特别 ( 数 ) 值 。 
温 在 举 几 全 解析 地 (部 用 公式 ) 葵 定 的 画 数 的 例子 , 并 指 提 它们 的 定义 区 


域 。 人 公式 
1) 8 一 22 十 性 


对 于 一 切 数 对 (x; 无 例 旬 地 确定 一 个 范 数 。 会 式 
3) = 1 一 二，3) ss 


只 能 各 别 适用 于 (如 采 我 们 具 详 到 有 限 的 实数 值 # ) 奢 些 满足 不 等 式 
二 六 和 1 或 十 烛 过 lL 
的 辣 对 (x;y)。 公 式 


4) sarc sin 一 二 are sin 
.是 对 于 分 别 满足 不 等 式 
的 5 及 妇 所 定义 的 图 数 。 
在 一 切 这 些 例 子 里 我 们 都 指出 了 公式 所 适用 的 最 当 广 的 一 一 自然 的 [18 
掉 ,2] 一 范围 。 


—0 二 re by 


PN 

现在 再 游 廉 这 样 一 个 例子 。 

5) 设 三 角形 的 种 边 在 周 长 保 持 有 常 重 2p 的 条 件 下 任意 地 变 化 着 。 替 
用 zx 政纪 囊 示 它 的 两 过 , 则 第 三 边 就 是 加 x 一 幼 于 是 三 骨 形 就 先 全 由 边 
及 4 所 确定 了 。 三 角形 的 面积 + 与 这 两 边 有 怎样 的 关系 呢 ? 

依照 已 知 的 公式 这 一 面积 可 以 袁 孙 为 : 

as=V Pp- py THYy—p). - 
至 于 这 个 本 数 的 定 尽 区域. 在 这 一 次 ， 它 却 要 受到 引进 这 曾 数 的 具体 癌 古 
的 限制 。 因 为 三 角形 的 每 演 边 长 是 小 于 什 导 的 正 长, 所 以 应 当 满足 不 等 式 
Oxin, Oyp, ry>p; 

这 些 不 等 式 就 齐 划 用 了 区 域 反 ， 虽 然 所 得 内 的 公式 本 身 在 蝎 宽 广 的 范围 上 ， 
例如 ; 对 于 zp 及 yp 还 是 有 意义 的 。 

这 样 , 明 然 在 一 元 两 数 的 时 候 , 作为 变 元 的 标准 的 变化 区 域内 
古 ( 有 限 或 无 穷 ) 区 圈 , 而 在 二 元 柄 数 的 情形 , 我 们 厌 已 释 磁 到 变 元 
的 各 种 各 样 极 为 复杂 的 可 能 的 (与 自然 的 ) 变 化 区 域 了 。 


从 这 些 区 域 的 儿 何 意 浆 上 来 考虑 它们 ， 事 情 就 会 变 得 容易 多 “ 


了 。 闭 在 平面 上 取 两 个 互相 答 直 的 轴 ， 百 用 通常 的 方法 在 这 两 个 
” 轴 上 安置 上 * 值 及 y 值 ， 那 未 正 象 大 家 所 知道 的 ,由 每 一 对 (zs #) 
可 以 唯一 地 确定 素面 上 的 一 点 , 它 以 这 些 数 佳作 为 自己 的 琢 标 , 反 
之 亦 然 。 

于 是 为 了 想 要 表示 出 那些 使 西数 有 定义 的 数 对 (2 y), 最 简单 
的 办 法 就 是 去 指出 它们 所 对 应 的 点 在 zy 平面 上 塌 满 了 怎样 的 一 
个 图 形 。 

图 数 蕊 基 确 定 在 全 平面 上 ， 酌 籼 外 及 3) 是 各 别 地 确定 在 六 
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到 ( 即 是 ， 包 括 圆 两 ?及 开 加 (除去 圆 展 ; 图 52) 上 ; 画 沟 纪 是 确定 在 矩形 〔( 男 
53) 上 ; 最 后 图 数 5) 只 能 在 开 的 三 角形 (图 于 ) 中 去 考虑 。 
这 种 几何 的 解 积 是 如 此 的 态 便 , 以 至 通常 就 把 数 对 (zx; 咏 亿 做 "点 ”而 这 
种 “点 ”的 集 台 也 就 按照 它 所 对 应 的 几何 形状 的 名 称 来 是 它 。 于 是 , 满足 不 等 
区 
站 < oyed | : 
的 “点 ” 集 或 数 对 {x;y) 的 集合 是 个 “ 移 形 ”, 它 的 库 量 等 于 pb 一 5 及 4 一 c; 怕 区 
南 的 堆 示 法 相关 伺 我 们 将 用 符号 Ia b; ec 人] 来 表 示 这 一 短 形 。 满 足 不 等 式 
(a— om) (y— PB) Er 
的 "点 " 集 或 涩 对 (z 切 的 集合 是 生 径 为 7 而 圈 心 在 “点 "(ew 8) 的 加" 答 竺 。 
恰 象 图 数 y= 了 (x) 可 以 用 它 的 图 形 从 几何 上 去 襄 明 [19 眉 ] 一 
样 ; 方程 2 一 了 (ww 岂可 及 从 几何 于 去 项 以 家 明 。 在 宏 则 取 x 轩 , 9 
才 及 z 轴 所 或 的 直角 坐标 系 ; 再 在 平面 xy 上 搞 出 变量 及 3 的 恋 
化 区 域 在 ， 最 后 ， 在 这 个 区 上 咸 的 等 一 点 时 (x,y) 上 作 和 平面 #3 的 垂 
线 , 而 且 在 每 条 垂 和 线 上 按照 数值 > 一 天 z, 切 来 取 定 一 点 。 这 样 所 得 
的 点 的 起 迹 就 是 我 们 画 数 的 一 种 空间 图 形 。 一 般 地 说 来 ， 这 是 一 
个 由 面 ,等 式 z 二 J(%;) 也 就 是 做 曲面 的 方程 。 
例如 , 在 图 55 及 图 56 上 页 出 的 就 是 夯 数 
3 二 Ww 十 全 下 2 二 MM 一 J 一 本 
的 几何 图 丧 。 


加 55, 图 56， 
其 中 第 一 个 图 形 是 过 蛙 抛 物 画 , 而 第 二 个 是 学 球面 。 
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125. m 私 算 术 空 间 ”在 葵 及 澡 个 自 变 量 (1m 源 3) 的 图 数 时 ， 我 
们 先 来 讨论 这 些 变量 同时 所 取 的 数值 租 。 

在 m=3 时 ;由 三 个 数 x, gy 及 z 所 成 的 这 种 数值 粗 (zy op 2)， 六 
者 者 明白 ,也 还 可 以 几何 地 解释 为 法 次 的 点 , 而 这 种 数值 组 的 集 
划 可 以 解 链 为 空间 的 一 部 分 , 或 几何 学 上 的 体 。 但 企 加 >3 时 就 已 
弥 不 可 能 再 有 直接 的 几何 意义 了 。 

然而 由 于 想 把 这 些 几 何方 法 ( 它 对 于 二 个 及 宇 个 变 晤 的 而 数 
来 说 是 显得 极 有 将 的 ?推广 到 更 多 个 变量 的 画 数 的 理 葵 上 去 , 于 是 
在 分 析 学 中 也 就 引入 了 ?mw(m>>3) 稚 “空间 ”的 构 念 。 

由 品 个 实数 所 成 的 租 : 厅 (on pa … zw) 是 做 胎儿 的 “点 
而 数 ze wy … zm 就 是 这 “点 ”型 的 华 标 。 一 切 可 能 得 到 的 澡 和 
的 “点 ”的 集合 就 粗 成 一 个 避 共 “ 罕 间 ”， 它 有 时 也 叫做 算术 宏 
而 。 

“ep 和 点 ”以 及 "mm 厅 ( 算 术 ) 空 间 ? 这 些 概念 是 黎 曼 @ 首先 息 
到 的 , 但 是 名 词 却 是 康 股 取 定 的 。 

现在 可 以 合理 地 引入 两 个 各 多 “点 ” 

Mr mar Pm) Wr, fay ,A ) 
之 漳 的 “ 虹 离 ”了 天 " 的 概念 。 仿 歼 解 析 见 何 学 中 大 家 知道 的 公 
式 , 省 


= 形 " 形 = pA i 


= (zl1— 二 (322 一 x9) 十 … “十 [二 让 (1) 
在 所 =2 或 3 时 ,这 个 “距离 ”是 与 对 应 的 两 个 几何 点 之 痢 的 通融 


人 D ”由 子 变 量 的 个 数 半 不 一 定 , 所 以 不 用 不 同 的 字 僻 ， 而 用 只 民有 不 同 序号 的 问 
一 字 伍 去 宕 示 个 ， 还 最 得 此 静 方 便 些 。 这 样 zi 过 示 的 (与 以 前 的 用 法 相反 ?和 着 碍 是 
某 个 变 基 的 第 ; 个 值 , 而 是 第 ， 个 变 遇 本 上 身 , 写 自己 也 可 以 联 不 同 的 值 。 

加 中 央 哈 德 * 黎 部 (1826 一 1866) 是 杯 也 的 伪 国 狼 学 家 ，。 


一 中 1 一 
相 一 至 的 。 
本 CT， 
则 也 订 忆 证 明 , “上 距 耸 ” 形 胆 '， 王 1 及 形 形 ” 满足 不 笃 式 
MM"<MH' + MM", (2) 
它 与 已 知 的 几何 定 盏 : “三 角形 的 一 边 不 类 于 共 他 二 边 之 和 ”很 
相合- 
实际 上 , 对 于 性 说 两 租 实 数 oy go pr Gn 及 D1 Boy ,Dm 常 成 
了 不 等 式 


yossy Saty To 


#1 t=l1 tl 


这 里 车 倒 


= 一 一 一 wx， 则 得 


ape Dy Ty 


Y 到 工 t=1 


这 个 武子 与 (2) 相 当 。 这 样 , 在 我 件 的 笃 间 中 十 能 上 县 备 距离 的 这 


二 营 抬 它 的 一 过 各 目 于 放 ， 再 消去 二 过 前 相等 前 项 ， 刚 这 一 不 等 起 上 训 从 成 著 首 
的 哥 古 不 等 式 : 


un 


Sbi< LV 全 Vor 


tl tml t=1 


我 刁 蝗 虱 要 指 ]ii, 加 向 可 以 用 初等 尖 法 去 证 明 后 一 不 竺 式 成 立 。 二 站 三 项 趟 


Set by > 十 2z， Ze + Ss 
f=1 t= 
下 到 商人 尽 .机 而 它 和 不 能 有 不 同 的 实 报 ， 二 是 它 的 币 别 并 也 让 不 能 是 负 的 : 


Sot p23 pi 0 


t=l1 twl 


这 就 基 融 西 不 等 起。 


一 重要 性 质 。 . 
世 可 以 在 癌 秋 " 害 间 " 中 考 卡 “前线 "”,- 读 者 都 记得 , 在 平面 x1x。 


上 玫 鲁 是 由 方程 一 全 一 扫 一 全 来 各 定 的 ,而 在 实 交 ezazs 是 由 


方程 机 于 全 一 一 全 一 茹 一 各 来 确定 的 (此 处 这 些 系 数 & 不 能 
能 同时 为 零 。 类 似 于 此 , 满足 方程 碍 


4 一 及 一 Ma— Fa nn 
Rl Oz rt 


(在 满足 前 述 的 条 件 之 下 ) 的 “点 ?” (za wa,…, wn) 集 就 由 做 澡 蕉 
“ 宗 间 ”中 的 “交加”"。 如 果 用 1 几 示 这 些 比 式 的 公共 值 ， 则 “下 辜 ” 
也 可 用 参数 方程 
= tot Bo w= 
来 侈 定 , 式 中 假定 参 变量 1 从 一 变 到 十 ce。 我 们 将 认为 这 一 直 
黎 上 的 “点 "是 依 着 参 变 量 上 升 的 次 序 一 个 跟着 一 个 的 ; 其 {<i< 
一 加 则 在 对 应 的 “点 ”MH', 用 ,和 "中 “点 ”用 蕊 恰好 位 于 其 他 二 点 
之 问 ， 困 为 它 在 型 ' 之 后 而 又 在 下 "之 前 。 在 这 些 条 件 之 下 , 很 容 
易 证 明 , 它们 彼此 癌 的 距 敲 满足 关系 式 
WM'N" MH- MN, 
这 正 是 在 通常 空间 中 的 站 简 的 特性 。 
既 过 给 定 的 汕 * 点 ” 
Cl) 有 半 "() 
的 * 直 太 " 的 方程 显然 可 以 写成 : 
1 nO nt En — wn ) 
(— cot oo), 
子 此 在 i=0 及 1=1 时 就 得 到 “点 * 及 ' 及 闻 "。 妈 若 使 人 队 0 变 到 
1, 则 得 到 连接 这 两 "点 ”的 “次 缆 段 ”。 
最 后 ,车 有 儿 个 “线段 ”ZU 了 HD 了 1 下 3 它们 一 个 乒 
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着 一 个 地 接连 起 来 ， 则 就 契 成 了 球 维 " 窗 间 ”中 的 一 条 "“ 折 粮 ”。 
126. 和 m 维 空间 中 的 区 域 举 例 ”现在 我 们 来 考 处 mn 稚 "空间 ”中 
儿 个 最 简单 的 " 体 或 "区 城 。 
1) 伐 标 彼此 独立 地 注 足 于 不 等 式 
再 下 的 写 有 人 本 如 有 
的 一 切 * 点" 型 (zt aa gm) 所 成 的 集合 , 叫 散 衬 维 长方体， 大 
且 奶 作 : 
[eis Bi eas Ba °°; ms bm. 
特别 的 在 各 =2 时 ， 就 鼻 此 得 册 在 124 段 中 甬 称 讲 到 过 的 “长 方 
形 ”; 而 三 怒 “长方体 "就 是 通常 空竹 中 的 上 长方体。 
车 在 前 面 写 着 的 关 柔 式 中 去 掉 等 号 : 
OTD a mo by rr, dnb 
别 就 可 用 它们 来 确 定 一 个 开 的 “长方体 : 
{0 Bi? to Doyo; Hn bn), 
为 了 有 所 区 别 前 面 所 考虑 过 的 那个 ， 就 时 做 闭 的 “长 方 体 "。 状 
本 一 G4 52 一 Qo bn 一 gn 就 只 做 这 二 种 长 方 体 的 度量 , 而 点 
号 2 
咱 仇 它 匀 的 中 心 。 
身 * 点 ”于 of aa) 为 中 心 的 任意 一 个 开 的 "长 方形 
【 双 一 8 和 十 B82 彼 一 oy 十 8 一 Sa 十 3》 《3) 
(81 30 pp 80) 是 做 “点 ”型 。 的 邻 域 ; 最 常 遇 到 的 邻 域 是 "立方 
体 : 
C2 一 8, 二) 
(80), 它 的 所 有 的 度量 都 相等 (= 二 25)。 
2) 考虑 满 吓 于 不 等 式 
Cx 一 2 十 {xo 一 2)2 寺 -十 (vn 一 2 二 ? 下 了 一 7) 
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的 一 切 * 虚 ”可 (on oa 2 所 成 的 集合 , 式 中 型 oz, 42, wh》 
是 个 定 “ 点 "， 而 ?是 正常 数 。 这 个 集合 时 做 并 的 (或 开 的 )w 杂 
“ 球 ”, 共和 半径 为 +, 而 申 心 在 "点 ”Mo 处 。 换 人 句 话 襄 , 球 是 所 有 与 村 
一 定 点 ”型 的 " 距 询 "不 超 过 (号 小 于 ) 7 的 点 亚 所 成 的 集合 。 很 
明显 , 这 个 球 " 在 r= 二 2 时 就 是 轩 L 湖 看 124 段 ]， 而 在 m 二 3 时 就 
是 通常 的 球 。 

以 "点 ”可 0(27, 398, Yn) 为 中 心 , 任意 * 盖 0 为 半径 的 开 * 球 ” 
也 癌 拌 可 以 认为 是 点 型 * 的 埋 域 ; 为 了 有 别 于 那 种 前 面 代码 引信 的 
“长 方 体 展 " 的 邻 域 起 见 , 这 就 叫做 “球形 "的 郎 域 。 

现在 就 搞 请 楚 以 下 的 事实 是 有 好 处 的 。 若 “点 ”io 是 上 述 的 
任 一 类 型 的 某 个 邻 城 的 中 心 ， 央 它 也 一 定 可 以 是 男 一 类 型 的 某 个 
领域 的 中 心 , 且 使 这 个 邻 域 包含 在 前 一 个 之 中 。 

首先 假 访 输 定 中 心 在 “点 "型 0 处 的 "长方体 ”(31。 于 是 只 要 取 
这 样 的 开 “ 球 ”, 它 也 有 同一 个 中 心 型 而 半径 7 小 于 一 切 的 8.(i= 
i, 2, 0)， 基 这 个 球 就 可 包含 在 所 销 的 "长方体 "内 了 。 实 际 上 ， 
对 于 这 个 " 球 ” 内 的 任 一 “点 ”及 (wi, wa wm) 将 有 (对 每 个 让; 

[we— 2 | < Te 一 雹 )? = 信和 < 


上 一 1 
或 
雪 一 引 < 一 嫉 < 如 二 中， 

于 是 这 点 必 届 于 所 给 的 “长方体 ”。 

友之, 者 给 定 中 心 在 型 v 而 中 径 为 了 的" 妹 ” 则 在 它 的 里 面 也 
一 定 可 以 包 舍 一 个 “长方体 (3)， 例 如 ， 命 5 
好 可 。 这 是 因为 , 这 个 长方体” 中 的 任 一 * 虞 ”入 (wy, 加 zw) 与 
型。 的 "距离 ?是 

HN Tan oh Tg, 
此 


ks 


a 


因此 , 这 点 就 居于 所 给 的 “ 球 " 了 。 
127. 开 区 域 及 半 区 域 的 一 般 定义 ”车 “起 ”于 (sf) …… 4 ) 
连同 它 的 某 一 个 充分 小 的 邻 域 都 属于 澡 条 “空间 ”中 的 集合 A， 则 
称 “ 点 ”MM' 为 集合 .在 的 两 “点 "。 由 前 段 末 所 证 明 的 花 断 显然 可 以 
推 得 ，: 革 
的 ?或 是 “球形 的 ”~ 一 -都 是 一 样 。 
开 的 “长 方 体 ” 


(as Bis es ns bn) (4) 
中 的 等 一 个 * 点 "都 是 它 的 内 点 。 实 际 上 , 车 
ET 
则 很 容易 找到 这 样 的 8>>0, 使 得 
8 

类 似 地 , 对 于 中 心 在 “点 ”Mo。 处 而 中 径 为 了 的 开 “ 球 ”局 二 它 

的 每 一 个 点 下 "也 者 是 它 的 内 点 。 因 为 车 到 使 适合 
0 p<r— M' Mo, 
有 和 忆 者 为 中 心 作 年 径 为 的 “ 球 ”， 则 它 就 会 完全 包含 在 原 光 前 
“ 球 " 内 : 因为 上 只 要 联 关 <p 就 有 [125 段 ，(2)] 
MUM MM MM P+ WM 7, 

于 是 “点 "大 也 蜂 于 原先 的 “ 球 ”。 

这 种 完 妇 都 是 由 内 “点 "组 成 的 集合 就 叫 艇 开 “ 区 域 "。 

这 样 , 开 的 "长方体 ”到 及 开 “ 球 "都 是 开 “ 区 域 "的 一些 例 子 。 

现在 把 聚 点 的 概念 [32 段 ] 推广 到 mx 杂 “ 窑 同 ” 中 的 集合 在 的 
情形 上 去 ， 医 在 “点 ”M6 的 每 个 邻 城 (仍旧 不 芥 是 哪 种 类 型 ) 中 总 
禽 有 至 少 集 合 .在 时 的 一 个 非 对 ,的 "点"， 旧 大 就 吓 做 集合 . 丰 的 
“到 点 ~ 人 

开 < 区 妃 " 的 * 萎 点 * 而 不 属于 这 个 区 域 的 中 做 它 它 的 界 “ 虚 "。 界 
点 的 爹 体 如 成 “区 域 的 边界 ”"。 开 “区 域 " 和 它 的 “边界 ”一 起 就 中 做 


一 生生 -一 . 
距离 于 “区 城 ”。 

不 难 见 到 , 开 的 "长方体 "(4 的 界 * 点 ”就 是 那 一 些 “ 虚 " 人 (wi， 
“2 它们 满足 不 学 式 

站 1 SI ,nn Din, 

大 且 至 少 装 中 有 一 个 zi 一 训 : 人 《或 rsO— bi), | 

完 双 与 此 相同 ， 上 面 所 兆 虑 过 的 开 “ 球 ”的 界 " 点 "就 是 那些 愉 
好 能 有 误 用 一? 的 “点 ”NH 

因此 , 开 的 “长 方 体 "与 于 “ 球 " 就 输出 了 财 “ 区 域 " 的 一 些 例子 。 

以 后 几 是 识 到 “区 域 ”, 开 的 或 并 的 , 我 们 总 是 指 的 这 里 所 褒 的 
有 特殊 意义 的 “区 域 " 而 言 。 

现在 来 证 遇 清 “区 域 ”的 所 有 的 “可 点 ” 仍然 都 属于 这 个 “区 
城 ”。 

袍 答 定 间 “ 区 域 " 面 及 其 外 的 一 “点 ”Mu 要 来 证明 M, 不 是 瑟 

的 “ 聚 点 9 

于 “区域 纺 是 由 某 个 开 “ 区 域 ” 多 加 上 它 的 “边界 ?人 而 得 出 

的 , 显然 到 o 不 能 是 包 的 * 聚 点 当 因 此 了 io 可 以 被 这 样 的 一 个 开 * 球 ” 


所 包 国 ， 使 在 它 的 里 面 决 不 含有 狗 的 “点 ”"。 于 是 在 它 里 面 也 就 不 


a 车 含有 全 的 任何 一 “点 ”有 HL', 也 就 会 含有 “点 ” 
的 某 个 邻 域 的 到 部， 而 在 这 个 邻 域 内 却 双 过 一 个 急 的 点 都 滩 


有 过 与 机 为了" 办 上 "的 证 六 相 季 内 所 以 在 上 述 的 开 “ 球 "内 


确 乎 没有 允 中 的 “点 ”, 这 就 证 明了 我 们 的 琵 断 。 

一 般 地 ， 含 有 自己 的 一 切 “ 除 点 "的 “点 " 集 -4 就 呼 做 玫 集 。 这 
样 ,于 “区 域 "是 半 集 的 特别 情形 。 

在 以 上 数 段 中 所 说 的 新 都 可 以 看 成 只 是 建立 了 某 种 几何 邯 
诊 ; 了 在 m>3 时 ,这 些 语 并 不 与 任何 凌 实 的 几何 构 仿 有关。 然而 着 


加 “一切 几何 名 秋 , 着 在 使 用 时 其 意义 与 通常 的 不 同 , 我 们 都 已 打上 了 引导 ， 如 ， 
“ 真 "“ 卫 高" 区域" 等 等 。 以 后 我 们 喜 不 再 这 样 散 了 。 


3 
重地 指出 这 点 是 有 签 处 的 , 就 是 事实 上 , m 维 (算术 )" 空 间 ” 只 是 将 
室 间 概念 有 效 地 推广 到 高 阶 去 第 一 步 ， 而 这 些 空间 概念 正 是 近世 
分 析 学 中 许多 更 高 深部 门 的 基础 。 
128. mm 元 滑 数 说 有 了 个 变量 xz zw En 它们 同时 夺取 的 
值 可 以 从 血 灯 空间 的 某 个 点 集 . 友 中 任意 选取 ， 则 这 些 变量 就 叫做 
自 变量 ， 对 于 两 个 自 变 量 时 所 作 的 丽 数 的 定义 以 及 有 关于 它 所 讲 
的 一 邹 L124] 都 可 以 直 搂 搬 到 现在 所 要 考虑 的 情形 上 来 , 因此 汽 有 
必要 再 去 讨 其 它 。 顺 便 提 到 ， 第 二 章 中 所 讲 的 单 变量 的 夯 数 就 可 
以 称 为 一 元 责 数 , 是 癌 元 贾 数 的 特例 。 
若 用 型 表示 点 (cuma…oszm) 则 这 些 变 景 的 函数 & = 并 coxa 
zm) 有 时 也 叫做 点 于 的 醉 数 ,大 且 训 作 : 4 一 扩 对 )。 
现在 假定 在 大厅 空间 的 (这 里 大 与 加 无 关 ) 某 个 点 集 灾 上 给 定 
了 放 个 变量 十 , 纹 ，…; 志 的 区 个 画 数 
w= pi bay ey Fp) Wn = Pm to 7 fp) (5) 
或 , 简单 地 写成 
mi =P), ey pnpn(P), (5a) 
光电 己 表 示 天 灯 空 间 的 点 (5 乌 ,…, 声 )。 此 外 ， 再 假 犀 当 点 P(t 
12;…, 二 ) 在 集合 的 范围 内 变化 时 , 与 它 对 应 的 以 (外 或 (5a) 为 举 
标的 空 维 点 型 不 会 超出 画 数 % 一 so wa …y tm) 一 了 HY) 的 定义 区 
域 , 即 癌 雁 集 合 . 丰 的 范围 。， 
于 是 变量 % 就 可 以 看 成 是 由 变量 xu za …， sm 作 红 介 的 自 变 
量 5 to …*， ts( 在 集合 祖上 ) 的 复合 内 数 : | 
w= f {putt fay bp) es Patt tay oy Fp) ); 


抽 是 西数 iy Pm 的 图 数 [ 参 看 25 段 ]。 
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这 种 用 画 数 pi ,gm 以 及 丽 数 了 求 确定 复合 疼 数 的 过 程 (下 
象 最 篇 单 的 一 元 柄 数 的 情形 一 拌 ) 咱 做 达 甘 。 

一 开始 就 会 直 接 这 到 的 多 元 画 数 类 大 不 是 很 天 的 。 实 际 上 ， 
这 类 画 数 总 是 借助 于 送 内 单 变量 初等 西数 [路 段 ,器 段 ] 以 及 下 列 
的 二 无 男 数 : 


j=W 寺 yy = Ky, :一 本 ， = , 


( 即 四 则 运算 及 所 背 才 指 画 数 ) 而 成 的 。 
对 于 自 变 量 Tm 以 政 稍 斌 重复 地 使 用 时 则 运 算 ， 首 
先 就 导出 整 多 项 式 ( 有 理 整 图 数 ): 


Fa gy *""y vm) 二 


一 > Ov = 本 ph, mt (8) 


Pa 


以 及 两 个 整 多 项 式 的 商 (有 理 分 琴 数 ): 
人 
NL 2 nn C7) 
. Opa 
利用 一 元 初 筝 函数 更 可 导出 这 样 一 些 责 数 , 例如 ; 
ln {wy 二 + 2) 
f(x, y, 20) = /pr 


ple yy ££) = invy tesinygs teinest + sinie, 

等 等 

在 18 段 殉 那 些 关 于 单 变量 画 数 的 解析 表示 溉 所 作 的 附注 在 
这 里 也 是 适用 的 。 

129， 多 元 函数 的 极限 ”考虑 台灯 空间 内 点 的 序列 


中 我 舍 知 道 ,天 号 己 表 示 同 类 项 的 共和 。 这 里 我 全 有 着 各 数 售 辑 于 几 个 标号 的 
更 为 复杂 的 情形 。 


I 


(和 (n=1, 9, 8, .7°). (8) 
如 果 点 型。 的 此 标 者 个 个 地 直 向 于 点 Motlm, gay … dm) 的 对 应 
坐标 , 就 是 , 若 在 % 一 co 时 
RE 0 TE 一 > (C9) 
则 我 们 就 说 , 这 个 序列 收 做 子 极限 点 和 Ko 
条 件 ( 拉 也 可 以 上 代 之 以 要 求 点 疼 , 与 并 之 间 的 曝 离 趋向 于 等 
Ho, 0. C10) 
这 两 个 定 关 的 等 价 性 可 以 从 126 段 内 所 作 的 关于 两 种 奖 型 的 
审 域 的 论证 来 推出 。 共 实 , 条 件 (9) 表 示 着 : 不 葵 58:0 是 怎样 的 一 
个 数 , 点 型 。 只 要 在 % 充分 夫 时 就 可 以 满 是 不 分 式 


| 区 中 一 本 | < | et | < 8, 
即 于 , 包含 在 以 点 于。 为 中 心 的 开 长 方 体 
(1 ,01d,- mm 信 十 盏 ] 
内 ; 而 条 件 (10) 的 意义 旭 是 ,不 静 ,>0 基 怎样 的 一 个 数 ; 点 型 。 只 
要 在 % 充 分 大 时 就 可 以 满足 不 等 式 
了 好 一， 


即 于 。 落 在 仿 以 点 串 。 为 中 心 以 7 为 衬 径 的 开 球 内 。 

设 在 各 维 空间 内 给 定 了 某 一 点 集 . 妈 ， 而 虚 于 o(ar am) 是 
它 的 聚 点 。 于 是 一 定 可 以 从 到 中 取出 这 样 的 点 列 C8), 其 中 每 一 点 
都 不 是 于。 并且 它 议 MY 为 极限 点 而 牧 角 。 

现在 假定 在 上 壕 的 集合 上 定义 了 了 硬 数 了 (zi oa … wn)。 类 仆 
于 一 元 西数 的 情形 , 我 们 府 : 

画 数 fw1，…， xm) 一 了 8) 当 变 量 ma …， xm 虱 别 乳 趋 向 于 ， 
qu，…, tim (或 简 单 地 , 当 点 隶 趋 向 于 点 型 9) 时 尽数 4 为 极限 ， 如 果 
不 诅 从 .中 怎样 取 易于 型 o(ex am) 的 用 收 化 于 到 ,的 序列 (8)， 
由 对 应 的 两 数 慎 所 租 成 的 序列 Gef 一 GE) 垣 收 
化 于 4。 


一 46 一 
这 一 事实 妃 作 : 
本 = lim f(z 7 tam) 
或 简单 地 记 作 
4= lim 六 


很 容易 把 画 数 极限 的 定义 扩充 到 当 数 4,@m,…,am 中 有 于 个 
或 全 部 为 无 穷 大 的 情形 。 

我 们 着 重 指出 , 即 对 平和 多 元 芥 数 . 面 数 的 段 限 构 念 也 可 以 这 样 
地 化 为 序列 极限 的 概念 。 

然而 在 这 种 极 跟 的 定义 也 可 以 用 "s-8 的 语 阁 " 求 输 出 , 而 不 必 
提 到 序列 。 当 数 4, eu …, am 都 是 有 限时 , 这 个 定 闵 就 是 : 

我 们 襄 ， 本 数 了 zy，…, zm) 当 变 接 tt，…， zw 各 别 地 趋向 于 

…, Gm 时 以 数 4 为 极限 , 如 果 对 于 每 一 个 数 s>0 可 以 找 着 这 样 
的 8 一 0， 合 得 兵 要 
| 一 本 | < 六 一 
就 有 
[f(y oy rn) — A| < 一 8 

这 时 先 得 假定 点 (wy -… wm) 是 取 自 玫 且 异 于 (qm … qm) 的 。 

因此 , 对 于 和 集合. 玉 中 位 于 点 Mo 的 充分 小 邻 城 
Ca 1 8, 人 十 a 

之 内 , 但 除去 这 点 本 身 ( 如 果 它 属于 . 妈 的 医 ) 的 一 切 点 ,上 面 的 关于 
图 数 了 的 不 等 式 都 应 访 成 立 的 。 

拒 点 (za py ae) 及 (aa yan) 放 成 型 及 阳 0, 于 是 上 面 所 讲 的 
定义 还 可 以 用 几何 的 请 言说 成 这 样 : 数 4 吓 敌 画 数 施政 ) 当 点 下 站 
疝 于 虚 好 。 时 (或 在 点 于。 处) 的 极限 , 如 果 对 于 每 一 个 数 se 一 0 在 


一 站 -一 … 


在 着 这 样 的 数 *>0,， 侦 得 只 要 距离 开 " 开 <” 就 有 
[六 区 7 一 4 于 8. 

与 前 面 一 样 , 点 如 必须 假定 是 取 自 .b 县 异 于 型 的 。 由 此 , 对 
于 集合 .X 中 位 于 点 Mo 的 充分 小 的 球形 全域 之 内 但 除去 这 点 本 身 
的 一 切 点 , 这 个 关于 画 数 的 不 等 式 都 应 访 成 立 的 。 

由 126 段 关 于 两 种 类 型 的 邻 域 的 讨 天 就 可 立 齐 明白， 页 数 极 
限 的 新 定义 的 这 两 种 形式 是 等 价 的 。 

至 于 识 到 丙 数 极限 的 新 定义 和 点 前 所 办 的 “用 序列 的 语 堂 "所 
下 指定 义 之 问 的 等 价 性 问题 ， 旭 也 可 以 象 在 一 元 画 数 时 [33 段 ] 一 
样 米 建 立 。 z 

最 后 请 注音 ， 所 有 在 前 面 建立 起 来 的 极限 理 葵 [第 三 章 ] 都 可 
以 推广 到 多 元 画 数 的 一 般 情 况 上 来 。 而 且 移 大 部 分 的 扒 广 还 可 以 
不 必 径 过 赫 划 的 改动 ， 这 是 因为 这 于 的 一 切 也 都 可 以 归 之 于 冯 列 
间 题 [参看 各 段 ]。 


130. 例 立 首 先 利 用 积 的 机 限定 理 , 黎 易 证 明 
]ii 要 生生 二 入 机 于 可 


[EE 


其 中 Cab …， am 是 任意 的 实数 ， 而 vt，…， vm 是 非 负 的 整数 。 由 此 ， 装 用 
Pile, … 2 表示 有 理 整 函数 (6)， 出 传 赔 和 的 极限 定理 , 可 以 得 出 
lim Pilg im) = Plar, Hm}. 
交 似 地 对 于 有 理 分 厨 数 (7), 合照 商 的 极限 定理 , 就 有 


liin (i Tm) = m1 | tm 


T1012 


当然 ， 庄 个 卿 式 只 能 在 分 二 在 上 Ca Am 外 不 为 才 的 千 件 下 成 立 ， 
2) 考虑 当 Y2>0 及 性 意 # 时 的 肾 - 指 两 数 x#Y。 于是, 着 & 之 0 而 8 是 一 个 
钙 阁 的 实数 , 就 有 有 


-一 包 4 名 一 
li = oP, 


证 主导 
p33 


实际 上 , 若 衣 任意 的 依 加 于 # 的 变量 mm 一 oa 及 如 一 区 虽 [ 套 看 56 段 ] 
Tn evn lirn et 一 下 二， 
而 这 一 一 用 “序列 的 新 旱 ” 来 诅 一 一 就 证 实 了 所 可 求 的 千 果 。 
3) 讨论 极限 : 


ny 


这 里 匠 数 确定 于 鼻 平 面 上 ; 仪 只 点 4= 人 9 y=0 除外 。 
车 殿 二 个 部 他 点 序列 


Li 有 Ras 站 
它们 显然 都 收 钱 于 点 (0, 0), 基 对于 一 切 的 部 有 
f= 儿 襄 ， 守 )= 吉 而 fM)=/(3， 二 )= 写 . 
出 此 就 已 推 得 , 上 议 的 极限 并 不 存在 。 


张 奴 可 以 铺 情 概 限 
lim eu 一 
和 9 二 
闪 不 存在 。 
4) 祖 素 的 , 六 下 的 根 跟 却 是 存在 的 ; 
lin -所 一 恬 
弛 人 
这 可 以 内 不 鱼 式 ， 1 
XY 
| 十 由 |<31al 
让 到 推出 。 


131. 黑 次 极限 除了 上 面 所 考虑 的 醉 数 了 (Co ea, …, wn) 当 其 
一 切 变 元 同时 趋向 于 各 自 的 极限 时 所 得 的 极限 之 外 ， 还 要 来 守 花 
另 一 种 的 极限 ， 它 是 由 各 个 变 元 依 着 某 一 种 次序 相继 地 各 别 取 概 
人 
二 重 极 了 、 三 妃 极 限 等 等 ), 而 后 一 种 是 艇 架次 极限 。 

为 了 简单 起 见 , 限 上 讨论 i 
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YX 的 变化 区 域 .看 是 这 样 的 ,就 是 x( 与 9 无 关 地 ) 可 以 取 和 集合 族 内 
的 任 一 数值 ; 而 e 为 光 的 聚 点 , 但 不 属于 丝 ， 同 样 ,# 瑟 无 关 地 ) 
在 集合 多 内 变化 , 而 5 为 乡 的 聚 点 ,但 不 属于 多 。 这 样 的 区 域 . 丰 可 
凡 记 成 并 x 名 。 例 如 ， 
(a a+ H;b, b+ R=(aat+H) x (hb, B+ kK). 
车 对 于 多 补 任 一 全 定 的 yy， 两 数 了 Cz, 0)( 它 就 只 是 x 的 图 数 ) 
在 x 一 & 时 的 航 女 存在 , 基 这 个 极限 ,一 般 地 家 , 将 与 对 先 固定 的 9 
值 有 关 : 
lim ft%, 1) = 


其 详 可 以 讨论 图 数 pC) 在 gy 时 的 极限 : 

9) es Um fw, 9 
这 就 是 两 个 办 订 极限 中 的 一 个 。 另 外 一 个 也 可 以 在 相反 的 次序 上 
去 取 极 限 , 得 出 


Lim lim f(x,y). 
地 让 


不 村 以 治 这些 黑 次 极限 必定 是 相等 的 。 
例如 若 让 区 正人 (0 十 有 ;0 十 o5) 上 上 倒 : 
了 fiw, y) nt ni a 


TY 二 yy 
p=lim 站 人 的 一 站 一 二 limoply)=lim lim flr,W)=—1,. 
£0 土地 下 二 内 证 子 避 

而 同时 却 有 z 

Viry=lim (zt 一 TD limy(tre)=lim lim ir, ty 一 

地 证 环 心 于 革履 下 一 自 
世 可 能 发 年 放样 情形 ， 页 是 录 次 极限 中 的 一 个 存在 戎 ， 而 勇 一 个 却 不 存 

在 ， 例如 ， 辑 哲 : 


2 gin +y ] 
2 fm 8) = Ty 了 驶 3) fz) ="siny 


就 茬 这样 人 内; 这 二 个 国 中 吏 是 困 次 极限 lim lim 7 存在 蒂 ， 而 黑 次 极限 
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lim fim 不 存在 ‘在 后 一 例 中 , 茂 束 第 一 次 极限 1im 了 已 不 存在 )。 


这 些 简单 的 例子 指出 了 ， 对 于 两 个 不 同 蛮 草 的 极 眼 过 程 在 变 


是 时 中 时 和 有 和 


生 在 这 种 不 合法 的 变 模 上 上面， 而 同时 分 析 工 的 许多 重要 问题 却 叉 
正好 是 与 极限 过 程 的 变换 次序 有 关 , 但 是 当然 , 每 一 次 变换 的 合法 
性 都 是 应 当 加 以 葵 证 。 

二 而 的 重要 定理 打开 了 进行 这 种 论 亦 一 个 途径 ， 同 时 它 又 建 
立 起 二 重 极限 与 昧 次 极限 之 关 的 一 种 关系 : 

定理 ” 若 1)( 有 限 的 或 无 穷 的 ) 民 重 极限 

4=lim Fix, y) | 
于 让 四 


存在 县 2) 对 儿 中 任 一 个 有 关于 < 的 (有 限 的 ) 单 重 极 限 
p(y) =lim fr, y) 
存在 , 则 黑 鼠 极限 
的 
也 存在 , 且 等 于 工 重 丘 限 。 
我 何 来 在 4,&% 及 5 为 有 限 数 时 来 者 朋 这 个 定理 ,根据 “用 3-8 
话 冯 ”来 下 的 [129] 巩 数 极限 的 定义 ， 依 稿 定 的 s>0， 必 可 找 得 这 
样 的 83>0, 使 得 只 要 kk 一 a RK&y— 中 < 放养 县 取 自 络 ， 而 痕 取 
自 2), 就 有 
fx, y) — Al<is. (11) 
现在 固定 了 值 辣 其 滞 足 不 等 式 lwy 一 上 二 8, 青 在 (1) 式 中 醒 x 一 5 而 
求 极限 。 因 为 根 刀 假设 3), 这 时 (wy) 起 向 于 极限 9(y), 于 是 得 
到 
p(y) — 4d. 
当 想 到 这 里 的 Y 是 多 中 的 任意 数 ， 而 仅 受 条 件 p 一 中 一 5 的 眼 
制 时 , 就 得 出 结论 


有 4 =lim FLY) = lim lim fz, y), 

这 就 是 所 变 求 证 的 。 

若是 除了 条 件 切 及 3 二 狼 ， 及 有 : 对 忱 中 和 任 一 个 xz 有关 的 
(有 限 的 ) 单 重 航 限 

Wi) =lim fix, y) 
存在 , 如 从 刚才 的 证 明 中 把 2 与 站 对 调 一 下 , 序 知 第 二 个 时 次 极 恨 
lim (tw) 一 lim lim fir, ¥) | 

也 存在 和 将， 而 且 等 于 同一 个 数 4。 在 这 清 形 两 个 黑 次 极限 相等 。 

锥 皆 证 明 的 定理 立 刊 就 可 明白: 在 例 站 及 2) 中 二 重 极限 都 不 任 在 。 这 


也 可 以 很 容易 地 看 接 郭 湛 。 
相 瓦 的 , 在 例 3) 中 二 重 极限 却 是 存在 : 由 不 等 式 


ain 冯 | 二 | w+ 
可 以 看 十 ,人 竹 于 霉 ,这 个 例子 就 菩 上 明了 ,由 定理 的 条 性 1) 持 不 外 引 出 条 性)。 


但 是 , 不 要 以 为 二 重 极 限 的 存在 是 累 次 极限 相等 的 必要 条 件 ; 在 第 130 段 
的 例 3) 中 ,最 锥 二 重 极 眼 并 不 存在 , 但 醛 个 时 坎 椭 限 却 都 存在 且 都 等 于 等 。 


§ 2%， 连续 遂 数 


132. 多 元 六 数 的 束 神 性 及 间作 证 画 数 fi Ys tm) 省 光 在 
mt 殉 寄 间 的 荣 个 慌 柴 .和 EW 上 ;而 型 《zt …tm) 是 这 个 下 药 的 聚 点 ,并 
且 还 属于 这 个 点 集 。 


有 


lim Jrp "yy Wr) — f(x’, 四 Xm) (1) 
| 


本 中 本 


. 感 立 , 就 静 画 数 f(x, … zw 在 点 开 (ob …zt) 姻 楼; 否则 , 就 慷 
丽 数 在 点 下" 有 了 商 断 。 


一 252- 一 
画 数 在 点 好 ' 的 连结 斩 若 用 “es-i 的 证 埋 "[129] 来 说 就 是 : 对 
于 尾 - 一 答 定 的 s>0, 一 定 可 以 找 得 这 样 的 50 使得 只 要 


jz 一 3 < 一 8 nl (3) 
就 有 
fs 一 Fe (3) 
或 换 一 种 带 法 : 对 s> 0 一 定 可 以 找到 这 样 的 "0, 使 得 只 要 距 宫 
MM'<7, 
就 有 


(fCM) — IM es. 
这 时 点 六 (wi 2zm) 福 先 就 假定 是 属于 第 合 .如 的 ， 特 别 允 还 
-可 以 重合 于 形 . 这 是 因 汰 图 数 存 点 并" 的 极限 恰好 等 于 在 这 点 的 
图 数值 ， 所 以 于 必须 异 于 对 这 个 通 品 的 要 求 在 这 里 就 不 再 需要 
了 了。 
把 蔗 x1 一 21，…. x 一 4 看 作 是 自 变 量 的 增 量 Ac …y Azm 
而 把 差 
Jo ry tm) — fry + tn) 
看 和 作 是 画 数 的 境 茹 , 就 可 以 ( 象 在 一 元 画 数 的 情形 那样 ) 订 : 着 对 应 
于 蒜 自 变 基 的 无 穷 小 堆 基 , 丽 数 的 纵 基 也 是 无 穷 小 , 则 画 数 连 纺 。 
上 面 所 定义 的 丁 数 在 点 1' 的 加 模 性 可 以 鹃 是 对 于 变量 
zu … zm 全 体 的 连 千 性 。 如 果 画 数 在 点 玫 ' 连续 , 那 末 同 时 鼎 有 


lim mi ay 本 zm )} = {wi 2, ”3 Wn) 
51331 
lim fw Ta Na py vm) =f (ri, X23, Wg, zm) 
了 1 二 王 ] 
Fo 


We 因为 里 我 们 只 的 失 各 HH 去 挡 近 


i 


和 汪 才 是 缠 ， 


hh 
我 们 已 烃 遇 到 过 加 稿 画 数 的 屋子。 泉 在 130 段 1) 中 已 色 浆 明了 取 元 的 
有 理 整 羡 数 及 有 埋 分 澳 数 在 思 灯 空间 的 一 急 点 上 (对 于 分 画 数 要 除去 使 分 红 
称 手 雳 的 品 到 点 ) 的 过敏 手 。 马 在 疝 段 2 中 已 证明 用- 指 甬 数 z 定 右 站 平 
面 人 z 关 员 的 一 机 点 上 风速 禧 性 。 
若 再 考虑 由 分 臣 
ft) = ET 


在 除去 原点 以 时 的 侈 不 面 于 所 确定 的 画 数 ， 且 及 假定 了 (0,0) ~=0, 则 得 出 阿 
断 的 例子 。 睹 断 恰 好 就 发 生 在 知 点 , 因为 [130 段 , 3 门 当 2 一 0,y 一 0 时 , 国 数 
的 极 陵 尾 不 存在 。 

这 里 苞 们 轴 到 了 这 样 有 粗 的 情况 。 所 考虑 的 画 数 fa 急 在 点 (0，0) 对 
于 二 个 变量 全 体 而 至, 纳 然 是 不 各 午 的 ;但 是 画 数 在 这 点 对 于 了 以 及 对 于 
各 别 而 豆 ， 出 于 了 (z 0) =f(0,9) =0， 却 双 莉 是 这 福 的 。 不 过 如 果 堵 虚 到 |; 
当 我 们 壤 到 对 于 > 或 4 各 别 的 速 炉 性 时 , 我 们 就 只 尖 启 消 着 * 辆 训 Y 了 加 杰 近 
于 虚 (0, 少 的 网 题 , 而 并 不 确 及 无 限 多 种 其 它 接近 于 (0, 中 的 规律 , 于 末 上 玉 
的 现 和 提 其 实 并 不 森 怪 。 

附注 ”如 西 在 恤 的 " 代 激 分 析 ” 中 会 释 企图 去 证 明 : 若 多 元 画 数 各 别 地 对 
于 每 个 变量 都 连 弹 , 则 它 就 对 子 变 量 的 全 体 束 粮 。 上 面 的 例子 恰好 否定 了 这 
个 访 断 。 

如 果 图 数 和 天) 当 形 站 疝 于 懂 ' 时 根本 油 有 一 定 的 有 限 棋 限 

Lim ， (HM) 

存在 , 就 脱 , 而 数 在 点 ML' 有 间断 : 项 至 当面 数 在 点 下 未 确定 时 也 
这 样 说 。 

133. 连续 机 数 的 运算 很 容易 叙述 着 日 证 阴 关 于 两 个 过 篇 画 
数 的 和 , 差 、 税 . 聘 的 连 米 性 定理 [参看 后 段 ]; 现在 就 把 这 件 事 留 
答 议 者 自己 才 做 。 

我 们 只 府 论 关于 过 线 夯 数 汉 和 芯 的 定理 。 如 同 在 128 段 中 一 样 ， 
我 们 假定 丙 数 二 …, zm 给 定 在 亚 蕉 点 帮 (zwy…, ww} 的 所 

合 . 有 上 ,紫外 ,有 假定 在 天 维 点 PCH,…, tp) 的 集合 了 上 定 人 了 
个 一 娄 


《2 二 2920 


Ti= pi i FE = Pm pe) {4) 
而 且 以 (4) 为 坐标 的 左 开 不 超出 上 沽 集合 .有 范围 之 和 外。 
定理 ” 若 芯 数 p:( 忆 (4 二 1,2…, mW) 却 在 SS 中 的 点 忆 《 和 9 
纺 ) 处 加 楼 ,而 fC0) 在 相应 的 信 标 为 
op em pm tis th) 
的 点 0(z xj) 处 速 模 , 则 复合 面 数 
w= 了 {p(tis 和 
= fp PDP), pm P)) 
也 在 P 点 渗入 
实际 上 ， 首 先 由 sa0 可 确定 一 个 数 8i>0， 使 得 由 《3) 即 可 竺 
(2)( 由 于 了 酚 数 了 的 连续 性 )。 然 后 由 数 引 由 于 画 数 mm ,gpm 的 汗 
绪 性 ) 又 可 找到 数 9>0, 使 得 由 不 等 式 
| 和 一 和 < 一 (5) 
凶 可 得 不 等 式 
| 本 一 向 | = | py 一 
len — zm | 一 | 一 
但 是 , 四 由 (5) 印 有 
上 (oa 一 一 
一 | 于 (918 一 
一 大 本 < 
故我 们 的 给 断 得 证 。 | 
134. 关于 函数 环 愤 什 的 定理 ”现在 我 们 来 研究 连 粹 了 于 nm 闪 算 
术 空间 @ 区 域 乡 上 每 一 点 (或 随 讶 之 ， 就 是 回转 于 这 域 儿 上) 上 的 
”多 元 醒 数 的 性 质 。 这 些 性 质 与 区 间 上 连 术 一 元 画 数 的 性 质 (第 四 章 
§ 3) 完 生 和 相似 。 : | 


DD “区 域 " 的 总 冬 基 第 127 恨 。 


为 了 叙述 简明 起 见 ， 我 们 根 于 两 个 变量 的 情况 。 要 查 接 推广 
到 一 般 的 情况 去 是 毫 无 困难 的 。 然 而 ， 有 了 时 也 要 顺便 作 些 蒋 明 。 
为 了 陈 了 壕 奖 似 于 波 尔 寨 落 - 融 西 第 一 定理 [第 68 段 ] 的 定理 ， 
我 们 还 需要 联通 区 域 的 概念 : 联通 区 域 是 这 样 的 区 域 , 其 中 任意 两 
点 都 可 以 班 全 由 区 域内 前 点 所 租 成 的 折 磷 | 第 125 段 ] 联 村 起 来 。 


rr 


在 区 域 中 两 点 和 (zy) 与 "Cw"',y") 上 画 数 取 噶 号 估 
fiw', yD), for, 8 ) 0, 


rr rr re ee ee UT NT ru 


值 : 
Fixro, so) =0. 

我 们 把 它 化 为 单 变量 画 数 
来 证 明 。 

由 子 区 域 儿 的 联通 人 性， 可 
以 用 纪 中 的 折 简 把 Mr' 与 Mr 两 
点 联结 起 求 (图 57)。 若 在 其 某 
一 页 点 上 画 数 了 (wy) 变 为 0， 
则 本 定理 中 的 渝 断 已 成 立 。 反 名 7. 
之 ， 则 逐 自 来 看 这 折 矿 , 一 定 会 找到 共 中 一 个 直 禾 段 ,在 共 两 端 画 
数值 异 号 ,因此 ,可 以 不 损 普 源 性 , 在 一 开始 就 设 直 缠 腊 攻 'JL" 多 
在 名 中 ,其 方程 为 z 


一 一 mn 了 了 下 
六 一 各 小 下 一季 


y= ttty -yOStE1) 
车 态 型 (2 信 沿 此 茂 氏 运 动 , 则 原来 的 画 数 了 f(x,y) 就 变 为 单 变 县 1 
的 复合 责 数 : 
FE = 十 芷 2 — 2) y+ ty — wy")), 


-一 3256-- 
而 由 上 段 之 定理 , 它 显 然 连 种 。 但 对 于 下 ( 认 有 

FOO= fr y) 0, 而 下 (二 一 并 人 
应 用 第 68 算 已 经 证 明之 定理 必 有 0 与 1 间 的 一 值 刀 使 F(t0) 
= 一 0。 再 由 下 二 之 定义 有 

f (wo, yo) 一 小 

其 中 

2 一 出 十 芭 ( 一 好 ) po = + toly" — yy). 
所 型 ofzoy yo) 即 是 所 求 。 | 

由 此 还 可 得 到 类 似 于 波 尔 察 噶 -可 西 第 二 定理 的 定理 (可 以 立 
到 得 出 )。 . 

读者 可 以 看 到 , 这 些 业 果 推 广 到 名 维 襟 间 Cm 一 2) 去 是 并 无 任 
条 困难 的 , 因为 在 % 雁 联通 区 域 中 之 各 点 仍 可 用 折 阐 联 精 , 于 是 周 
题 和 刚 子 一 样 就 化 为 淮 罕 一 个 单 变量 的 复合 画 数 。 

135. 波 尔 寨 诺 - 礁 尔 斯 德 拉 斯 辅助 定理 ”为 了 进一步 叙述 ， 
需要 把 第 氏 段 中 的 埋 助 定理 推广 到 任意 蕉 空间 的 点 序列 。 我们 
狗 定 称 这 誉 问 的 所 集 . 胡 为 有 界 的 , 只 要 这 集合 能 包含 在 某 个 “长 方 
体 内。 像 前 面 一 样 , 我 们 只 限 子 “平面 "情况 。 

全 任 一 有 界 的 虚 序列 

Ms Wy1)s MoCo ya “7 A Hn)y 

Ms, Cn Ym)» Mn, Cn pn), ,oe yng) 

EE Pa moo) 

证 明 十 分 篇 单 , 只 要 应 用 第 8 段 中 证 得 的 关于 灰 性 序列 的 辅 
助 定理 。 

因 序 列 杂 为 有 界 , 因此 其 点 此 舍 于 某 个 件 形 [a, 6; Cd] 中 ， 鼓 

dr cen = 1 2,83,.…). 
更 对 于 到 ix} 应 用 第 天 段 之 辅助 定理 , 自 共 中 可 取出 一 个 部 


— 37 
分 序列 {za} 收 伏 于 某 报 限 z。 于 是 对 于 部 分 序列 
[my ga Cn Ba 9 区 HH)" 
第 一 个 坐标 已 者 收效。 再 对 第 二 个 坐标 的 序列 {gs} 再 或 应 用 上 
述 定 理 , 又 可 选 出 收 钱 于 某 个 了 的 部 分 序列 tx }。 于 是 ， 序 列 
《Yi np (Tn, nga) 机 《ga Fh) 机 
性 然 收 雍 于 极限 点 (3, 及 。 

这 里 的 讨 花 也 很 容易 推广 到 za>2 维 的 空间 : 只 不 过 不 是 取 两 
次 部 分 序列 ; 而 是 取 加 次 。 

136. 关于 函数 有 界 性 的 定理 ”应 用 以 上 已 证 明 的 定 到， 很 容 
易 对 二 元 西数 证 明 维 尔 斯 德 拉 斯 第 一 定理 : 

定理 ”车 画 数 f(z, y) 定 义 且 妹 可 于 某 个 有 办 开 区 域 作 中 沪 ， 
则 它 是 有 上 下 过 的 , 就 是 设 ， 画 数 值 双 部 必 介 于 两 个 有 限界 之 有 

wy) 

证 明 { 用 反 证 法 ) 和 第 ?2 ° 段 完全 一 样 。 设 当 (z, 扔 在 妇 中 变 
化 时 了 Cs, y) 是 无 界 的 , 设 为 上 无 界 。 则 对 任意 的 * 在 弓 中 必 有 点 
型 szny yw) 在 ; 使 . 
了 (zs yn) > (6) 

人 第 135 段 之 辅 动 定理 ， 由 序列 4 了 Ms} 之 有 界 性 , 可 取出 一 部 
分 序列 { 夺 小 收 禾 于 极限 点 彩 ( 去 玉 。 

注意 , 这 点 型 必 在 区 域名 中 。 若 不 然 , 则 它 与 于 都 不 重合 
而 应 是 多 的 聚 点 , 从 而 属于 乡 ， 但 由 于 纪 是 并 区 域 ， 故 这 不 可 能 
[ 见 127 自 ]。 

由 画 数 在 并 处 的 连 太 性 应 有 

了 (到 = wn ya) tM) = f(x, D), 
但 这 与 6) 矛盾 。 


中 但 这 一 次 不 必要 是 联通 区 域 。 


一 晤 8 一 

菲 尔 斯 德 拉 斯 第 二 定理 的 叙述 与 证 明 (应 站 上 述 定理 ) 都 与 第 
73 算 中 完全 一 样 。 

注意 ， 不 需 作 根本 的 变动 即 可 把 条 尔 斯 德 扩 斯 的 两 个 定理 推 

正如 对 于 一 元 画 数 一 样 , 对 于 定义 在 .人 W 上 的 有 界 醒 数 , 其 上 下 
确 界 之 差 也 对 做 画 数 在 这 集合 上 的 振幅 ,车 . 有 界 而 朋 是 并 的 ( 竺 
别 , 若 . 丰 是 有 界 并 区 域 ) 而 了 连 贺 于 其 上 ， 天 所 幅 就 是 男 数 的 最 天 
值 与 最 小 值 之 莽 。 

137. 一 致 这 炉 性 ”我们 知道 ， f(z, 四) 在 定 闵 域 集合 .在 的 一 个 
定点 (xo, yo) 处 的 连 术 性 可 用 “se-8 苦于 "表达 如 式 : 对 任意 s>0 
嵌 可 找到 ?>0, 使 当 对 . 奉 中 一 切 点 (w; 妨 只 要 

1 一 zo| < |y-yol<2 
就 有 
| Fo 的 —f {x0 yo) | 8. 

现在 表 f(z, 殷 迷 炉 于 束 个 集合 .U 上 ; 干 是 产生 了 一 个 问题 ， 
对 任 一 个 s 盖 0 能 否 找到 一 个 8>0， 同 时 适用 一 在 上 述 意 义 
下 一 一 于 .人 一 基点 (zo) yo)。 如 果 对 任 一 s， 都 是 可 能 的 , 就 襄 西 数 
在 插 上 一 疾 连 模 。 

康 腊 定理 ” 老 丙 数 jw 妃 在 有 界 浊 区 域 呈 上 连续 , 则 它 在 多 
上 也 一 致 加 午 。 | 

我 们 用 反 证 法 来 证 明 。 识 对 某 一 数 se>>0, 并 不 存在 同时 适用 
于 区 中 一 切 点 Co gp) 的 数 8 一 0, 

取 一 品 趋 向 0 的 正 数 

1 80 0; 8 一 处 
因为 其 中 每 一 个 5 都 是 不 适用 一 在 上 述 意 尽 下 一 -和 于 叉 中 -- 
证 点 kzo go) 的 ,; 讨 对 于 8; 必 可 在 静 中 找到 一 个 特定 的 点 (za yy)， 
对 于 它 3 和 不适 用。 即 是 瑶 , 在 安 中 存在 着 点 人 es io) 使 


[xn — on ld, a — S|, 
然而 
[frs, ys) — fxns ya)! 8. (7) 
由 点 序列 {(%w, go 的 有 在 性 , 按 波 尔 察 氏 - 和 维尔 斯 德 近 斯 畏 
肪 定理 , 可 以 取出 一 个 部 分 序列 (vay) go 民 wap 一 元 Yn 一 六 
而 极限 点 (专科 必 属 于 区 域 纺 ( 因 它 是 阴 的 )。 
| 
[eng — Rng Bnps yng— Yup | dps 
而 当 色 上升 时 ,%y 王 十 co 而 844 一 0, 故 
Tnp Cnp TO, ns™— Yup™?0) 
所 以 
tngp HE, Yn 
由 于 男 数 了 lzw, 切 的 连续 轿 , 在 区 域 儿 中 的 点 (到 , 及 应 有 
fxnps ynp) fx, y), 
僻 时 
frnps 一 了 (元吉 ) 
故 
了 (zz yng) — frnrs gj) 一 人 
但 这 互 不等式 (7) 玫 上 盾 。 定 理 得 证 。 
为 了 由 此 得 出 推论 , 还 需要 点 集合 直径 的 概念 : 这 就 是 集合 中 
任意 两 点 距离 的 上 确 界 。 
推荐 若 xs VW 区 在 分 肝 区 城乡- 二 过 江 靳 对 已 知 的 s>0， 
2, 8 内 只 要 其 认 种 小 小 于 5 风 丰 得 一 部 分 . 上 , 函数 的 振 师 都 
小 于 so。 


中 ”这些 部分 区 域 只 有 共同 的 界 咸 。 
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只 要 把 8 取 作 一 致 速 炉 性 定义 中 的 8 即 可 。 若 部 分 区 域 G， 
的 直径 小 于 5， 如 共 中 任意 了 点 (xw， 拉 与 (wo，#6) 的 距 店 
vv 一 Xo 十 (gy 一 yo)” <8。 由 此 有 |w 一 xol 二 8，1|y 一 各 | 二 条 故 
IfCw， 轨 一 了 ro，go) | 之 s。 若 把 这 蛤 个 点 这 样 取 ， 使 了 (wy) 与 
f(zos go) 分 别 是 丽 数 在 2 中 的 最 大 与 琶 小 慎 ， 就 得 到 所 需 的 葡 
断 。 

容易 着 到 ， 将 这 个 定理 扒 广 到 连 秆 于 有 界 骨 集 友 的 面 数 上 去 
时 ; 其 证 明 仍 无 须 改 变 ( 如 同 条 尔 斯 德 拉 斯 定理 )。 z 


第 九 瘟 ”多 元 函数 的 微分 学 


81. 多 元 函数 的 导数 与 微分 


138, 俑 导数” 为 了 书写 和 叙述 的 简单 起 见 ， 我 们 限于 三 元 画 
数 的 情况 ; 然而 以 下 的 一 切 对 于 任意 多 元 画 数 也 是 对 的 。 

于 是 识 在 基 一 个 《 开 ) 区 域名 中 有 三 数 w 一 了 (zx) yz); 到 此 区 
域 中 一 点 型 ofzoy 加 加)。 车 其 加 2 以 常 值 yoy zo 币 售 变化 ， 则 忆 
是 单 变量 w 在 mm 邻 域 中 的 画 数 ; 而 可 以 棍 鲁 在 点 zo 处 计算 导数 的 
问题 。 纵 ze 以 增 量 Aw, 于 是 画 数 也 会 得 一 缮 重 

忌 z 开 一 Tro Ar, Wo0， za) — f(xo, Yos ER 
称 为 了 对 z 的 偏 境 县 ， 因 为 它 只 是 由 一 个 变量 的 改变 而 引起 的 。 
由 定义 知 导数 即 是 以 下 的 极限 值 : 


和 


lim = lim 
让 轴 才 和 市 二 铅字 四 


这 个 导数 称 为 图 数 f(x 9,%) 在 点 (zo; yo, zo) 处 对 于 的 恨 导 数 。 
我 们 可 以 着 到 , 在 这 定义 中 各 个 元 的 作用 并 椒 相间 ，yo 与 zo 
是 国定 的 , 而 4 则 是 变动 的 , 它 药 疝 xo。 
偏 导 数 可 以 用 以 下 的 符号 之 一 来 玉 示 : 
ow Qf (wo yor 0) Dr 
34 ” 


dx 


(xo 十 入 #0 zp) — 了 CXo, YD go) 
a A 。 


9 fs (oy Yo+ do); Dt, Df (xos go 20). 


要 注 党 , 这 些 访 每 下 和 的 % 仅 是 表示 对 屠 一 个 变量 求 导数 , 而 与 
在 什么 成 (oo Yos 2o) 处 去 计算 导数 无 关 鳃 。 
心 在 遍 侯 号 数 的 有 时候 ， 通常 用 森 舶 8 而 闲 用 仁和 的 避 。 
地 ”这 里 ， 整个 裔 号 


2 Fa, Def 
可 壮 作 对 的 妃 导 数 的 型 数 山 号。 以 下 再 不 作 这 -- 类 耽 明 了 。 
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同样 地 , 分 + 与 z 固定 ,而 # 变动 ,也 可 以 考 左 极限 值 


jim Sa& im 0 oF A 0) 一 站 ap yo x0) 
笠 中 性 Ay ， 各 条 中 各 YY 


这 航 际 称 为 面 数 (x, yy, ?在 扩 {Xo; yo 20) 由 对 于 当 的 偏 导 数 ， 
硅 可 计 盖 : 


ou Qf {xo, Wo; so0) . 
ay or ? 


图 数 f(x, y, 2) 在 点 {wo yo: 20) 处 对 于 “= 的 偏 导 数 也 可 以 同样 
地 定义 。 
伪 导 数 的 计算 方法 在 实习 上 较 之 计算 通常 的 导数 并 油 有 什么 
新 的 东西 。 
例 习 全 w= Cw>0); 和 这 责 数 的 仿 导 数 是 


ty, flo, os #0); Dw, Dyf (xo Fo zo). 


第 一 个 妖 叶 数 是 作为 x 的 究 贺 数 (y= 常数) 算出 来 的 ， 而 第 二 个 是 作为 
“的 指数 西数 (= 常数 ) 算 出 来 的 。 


I 


2) 车 4 =arctgT 


2 
37 rt dy + 


3) 对 二 十 普 十 事 则 有 
On + Dry du Ee 


Bt (HRT) Wy (tt a (rt ta 
注意 , 含 导 数量 常用 的 和 罕 导 (弯曲 的 3 只 能 看 作 整 个 记号 ， 而 
不 能 看 作 阐 或 分 数 。 . 
139. 函数 的 全 增 最 ”车 由 自 变 量 之 值 5 一 zo y 一 go,z 一 zo 开 
始 , 寺 各 入 内 增 量 Ar Ay, Az 姑 画 数 纪 = 了 (x, y, *) 耻 会 得 -- 卉 最 
AY = A (vo, yo, z0) = 


=f(g0+ Ar, yot AY, to AS) — fxo, yo, 20), 
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在 一 元 责 数 y= 了 (ww) 情 况 , 设 在 ww 点 有 限 导数 疡 (zso) 存 在, 则 
对 于 醋 数 的 卉 其 应 有 以下 的 公式 [第 双 段 12)]， 

Ay=Af (ro) = (ro0) :Ar+ OAL, 
其 中 o 估 屏 于 Ax, 而 当 Ax 一 0 时 a 一 00, 
我 们 现在 对 多 元 画 数 4 一 大 2 gy, 2) 的 增 量 得 出 类 供 之 式 ; 
Au=Af ro, yos Lo0) = flvo, yo, 20) AT+ fy xo, Yo 20) * AY + 
+ felwo yor Zo) M2 oa AT— B+ Ay YAg, {1) 
其 中 mw 5,Y 依赖 于 Ax, Ag Az 并 与 之 同时 趋向 于 0。 然 而 这 里 须 
对 画 数 加 以 更 强 的 陵 制 。 

1 震 仿 导数 疡 (oo 护 2)，Jy(r 2)，f(xw; y; %) 不 但 存在 于 
(zwoy go z0) 处 ,而且 也 存在 于 其 某 一 邻 域 中 , 此 外 ,它们 又 在 上 点 对 
vw gz 连 织 , 旧式 (1) 成 立 。 

为 证 此 式 , 可 将 画 数 增 谍 Aw 写 为 

Au= [frot Ar, got Ay Zot ML) — fro, yo AYy, so 和 A2)]+ 
+ [f(xo got ay, 20+ AAS) — f(ro, yo so Az) + 
十 [ao yo 20+ A2) — ft{wo, yo， z0) j. 

这 三 个 差 中 的 等 一 个 都 是 对 一 个 变 元 的 偏 增 基 。 因 为 已 改 偏 
导数 他 在 于 (ao go 30) 之 仓 域 中 ， 改 一 一 当 Ax) at Az 这 分 小 
时 一 一 对 这 些 差分 别 可 用 有 限 增 量 公式 [第 102 段 ] 中 ; 即 得 ; 

A = fr (ro Oar, yo tAY, so AZ) AY 
+ fo vot AY, so AZ)AY 
十 六 (ze yor So Oath2) A 
车 再 分 


串 ” 若 考虑 第 一 个 奖 ， 则 可 扫 ' 攻 痪 作 划 变量 z 前 面 数 不 zz， 加 二 二 加 加 十 2】 自 | 
二 Twn 到 工 =X0 十 AT 的 朝明 ,这 医 数 对 的 导数 , 序 产 efzr, 萝 十 Am 20 十 到 2) 由 恨 定 对 
于 区 各 Lxo, X00 七 直 ?] 中 的 所 有 站 在 ， 英 有 限 卉 是 公 动 可 以 应 用 。 
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f(xot OA, go Ays zo- A2) = fr tos yoy Zo) 十 加 
fwo yo DAY Sot Az) = ylro, yo So0) 8, 
fraor goy Hot Oris) = foto yor Zo) 十 各， 
于 是 即 得 A& 之 表 尖 式 (1)。 当 Ax 一 0，Ay 一 0; 42 一 和} 时 ， 上 式 左 
方 的 导数 的 变 元 淄 向 于 zo yos zo( 园 0,01 如 都 是 鞭 分 数 ), 故 由 亿 
导数 在 访 点 连 矿 之 假 截 ， 姥 知 左 方 趋向 于 式 布 之 人 塌 导 数 , 而 县 a 
8;Y 趋向 0。 证 明 完 
由 上 而 已 证 的 定理 还 可 得 出 : 
2 由 贪 导数 在 一 点 名 城中 之 存在 与 在 藤 点 之 溃 纺 性 ， 可 以 失 
出 醒 数 在 艾 点 之 速 续 性 。 
事实 上 , 当 az 一 0 47 下 2 一 0 时 显然 有 4Aw 一 :0 
为 了 把 (1) 写 得 更 贤 绥 些 , 我 全 引 大 以 下 的 记号 : 
PV ATTAPTA 
即 筷 Coy ty 20) 与 4zo 十 Amy go 十 Ayy 2z0 十 AZ) 癌 的 距 痪 。 
由 此 即 有 | 


shr+Bay+yAs(e 各 + 8 全 8 OE y AL 名 )p. 


将 播 号 中 式 子 记 为 s, 则 有 
LATTBAYT YAS = sD, 

其 中 上 会 加 于 Anyag az 寿 当 axz 一 0 Ay 一 0, Ax-—0, 或 简 并 之, 即 
当 PP 一 0 时 亦 赵 向 0。 走 公式 人称 可 写 为 ， 

Au= Af (ao, yo 20) 一 站 2(zo) Yor Lo) ML + Tos yos so0)Ag 十 

+ filo go 20) A + 8. p, C2) 

而 当 p00 时 sa 一 0。s' p 这 晤 显然 可 写 汶 ol(p) (只 要 把 诅 北 中 
记号 推广 到 多 元 责 数 邑 可 )。 

注意 , 在 鼎 上 寻 芥 中 , 我 们 大 未 排除 增 量 Az, Ay, Az 中 有 个 别 
或 至 体 同 时 为 0 的 情况 , 于 是 在 贾 到 , 当 Az 一 0,Ay 一 DAs 一 0 时 有 


— O05 
oO0, S00, yO, 有 一 站， 

其 涵 交 是 更 在 较 广 泛 的 意 交 上 去 了 解 的 ， 即 不 排除 这 些 境 量 在 共 
变动 了 过程 中 取 需 依 的 可 能 性 ( 参 并 第 锅 段 类 似 的 附注 )。 

在 还 明 避 上 定理 时 ， 我 们 对 于 均 元 图 数 记 作 的 要 求 比 对 十 一 
元 攻 数 的 要 巾 多 一 些 。 为 了 指 疾 当 不 甩 有 这 些 第 件 时 , 公式 (1) 与 
(2) 可 能 不 成 并 , 让 我 们 最 后 来 考 峙 下 面 的 例子 (为 简单 起 见 , 只 谢 
有 了 两 个 自 变 量 )。 

令 定 饼 责 数 为 

fo)= 定 生生 (区 坟 +>>0),f0,0) 一 0 

这 疼 数 在 全 琅 面 上 连 策 ; 在 点 40, 0 处 的 过 入 性 ， 可 由 第 130 
段 , 4) 看 出 ,其 次 ,对 % 与 对 的 仿 导 数 在 全 平面 上 此 存在 : 当 邓 十 
久 0 时 显然 有 


. 3 a — 
fam) = tr fe) = 


在 原点 则 有 有 也 (0,0)=0, 了 ',(0,0) 二 0， 这 可 由 偏 导 数 之 定义 
及 了 (wy0)= 了 (0,y) 一 0 直接 得 出 。 容 易 看 出 , 在 (0,0) 点 仿 导 数 的 
过 入 性 被 破坏 (例如 , 对 于 第 一 个 只 变 令 y=z= 汪 0 即 可 证 明 )。 
公式 人 1) 与 (3? 对 此 画 数 在 (0,0) 点 不 成 立 。 实 际 上 ， 误 车 不 
然 , 旧 有 | 
AfT(O.0) = -Se V AT A 
这 里 当 Ax 一 0, Agy 一 0 时 有 a 一 0。 重 别 取 Ag 一 As 人 应 有 


言 Am= ss aaAr， 即 s 一 区 75， 
改 当 ax 一 0 时 s 不 趋向 0 而 与 假 琶 矛盾 。 
140. 复合 国 数 的 导数 ”作为 公式 赔 ) 的 应 用 , 我 们 来 研究 复合 
图 数 的 微分 别 题 。 设 有 定义 于 区 域 多 中 之 画 数 
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Wa, yy 名 放 
而 且 共 每 一 个 变 元 x 纺 z 又 是 另 一 变 元 t+ 在 某 区 网 上 的 责 数 : 
m= 人 p(t), y=) z= Xt). 
除 此 之 外 ;, 敲 当 变动 时 , 点 (wy yy 2 不 超出 匈 之 范围 。 
以 妨 护 2 之 值 代 人 4 即 得 复合 画 数 
u= f(t), PD, XO). 
设 4 对 9, 2 具有 连 绩 仿 导数 Ws ws ws 而 ai yy st 于 丰 
在 ， 于 是 可 以 证 明 复 台 画 数 立 导数 亦 存 在 ， 大 可以 抬 它 算出 来 。 
实际 上 , 识 输 ? 以 增 量 At, 则 wy， 各 得 相应 的 境 量 Aix,Ay 
Az 而 4 亦 得 境 攻 Au。 
将 之 谓 量 以 公式 (1) 委 出 (这 是 可 以 的 ,因为 已 彼 设 了 人 妃 导 数 
woy 0 与 公 之 连 入 性 ), 即 得 加 
Ag— mW ArT Ay Ag Ea An A Ay yA 
这 里 当 Ax 一 0 Ay 一 0 Az 一 0 时 a 一 0, 8 一 0, YY 一 0。 将 此 式 双 方 除 
以 At, 得 


re * 人 +w 人 十 +o +rB A ty 全 2， 
更 全 At 一 于 是 Ax,Ay,Az 此 欧 疝 0, 因 为 数 xz,y,z? 对 # 是 器 盾 的 
(已 就 了 导数 za gt 存在 ) 巷 tyB 与 7Y 亦 趋向 于 0 求 极限 即 得 

一 证 全 + 十 (3) 

可 见 ， 在 以 上 由 认 下 复合 画 数 之 导数 确 是 存在 的 。 若 用 微分 

记号 , 出 (8) 可 写 为 : 


da ha aa (4) 
更 在 考 虚 wy 8 不 只 倒 束 于 一 个 变量 1 曾 是 依赖 于 几 个 变量 
之 情况 ; 例如 
w= p(t, 0) y—y(t,v), 名 一 X,Y). 
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z 对 1 与 4 的 媚 导 数 存在 。 

在 将 yp, 耻 ,多 这 些 画 数 代 人 于 后 , 即 得 两 个 变量 1 与 % 的 孜 数 ， 
因而 发 生 了 有 关 仿 导数 邮 , 邮 的 存在 与 笑 算 的 问题 。 但 这 个 情况 
本 质 上 与 马 经 研究 过 的 着 无 不 同 , 因为 在 求 二 元 辫 数 偏 导 数 时 ,我 
们 是 要 固定 共 中 一 个 变量 的 ， 丁 是 责 数 也 就 成 为 一 元 菌 数 了 。 因 
此 公式 (38) 仍 可 适用 , 而 公式 (4) 则 须 改 写 为 : 

愤 - 于 + Ca) 

141. 例 17 坦 庶 各 - 指 画 数 

We TY, 

识 zz=p(t) ,yy(t) 振 控 以 上 公式 牧 分 , 即 得 己 纯 的 荣 布 尼 臣 后 构 夫 任 

好 利信 去 


w= tr nr yt. 

达 一 会 式 在 孚 面 我 们 会 以 不 同 的 条 号 用 一 种 技巧 的 友 读 得 昌 过 [第 上 丫 段 
C5) 

公 直 (3) 与 一 范 贺 数 的 从 式 吉 = 地 "mt 相似 。 然 而 要 着 重 捐 出 ， 导 出 这 
些 公 式 的 条 件 是 不 同 的 。 阁 4 只 依 辆 于 一 个 变量 , 则 只 锁 发 忆 存在 ， 而 在 多 
个 变量 时 还 要 设备 悦 数 4s5， 号 ，… 束 饶 。 下 面 的 例子 指 册 , 只 设 信 导数 存在 
对 于 (3) 之 成 立 是 不 够 的 。 

2) 个 定义 图 于 w= 人 yA 下 : 


fl, ) ~ Ty Yr 十 严守 和 四 00 mm 必 


我 们 已 夏 到, 这 图 激 在 一 切 上 后 包括 原点 都 有 人 籼 导 数 , 而 县 
F000, 0D =0, F500, 0) = 0; 
然而 , 正 基 在 这 点 上 人 篇 导数 有 间断 。 
游 9| 用 新 变量 + 间 室 2 二 y= 二 +， 始 得 t+ 之 复合 醒 数 。 由 起 (3) 这 副 效 的 
导数 当 t=0 时 应 当 为 


we = wy = 人 0. 
但 男 一 矶 面 ， 沙 疼 TY 这 值 区 正 1 和 i 入 胰 一 站 2 天 5 下 入， 应 有 
Ht, 
人 
当 上 =0 时 此 起 评 成 并 。 


一 28-- 
现在 直接 对 + 微分 , 划 知 在 + 之 一 切 巴 包括 :=0 在 内 wf = 去 。 
襄 明 了 式 (3) 在 这 时 不 可 使 用 。 

3) 出 方程 各 十 相 一 1 可 定 久 为 2 的 图 数 : 
y=+ Vn, {dra) 
其 导数 为 
Ys = Th 二 可 


今 不 对 # 解 币 此 方程 而 求 这 导 煞 。 


解 股息 将 方程 中 的 y 已 故 用 上 面包 提 到 的 医 数 来 代 大 ， 风 它 应 恒 满 足 
方 稳 。 对 工 微分 这 上 恒 禾 式 ( 用 复合 画 数 的 微分 法 则 ), 郎 得 


ar 328， 
Tr Tp -yz 二 人 
如 前 一 痒 , 有 
凡生 
yz 一 一 五 "可 
4) 在 一 般 情 吏 下 , 角 有 坟 对 y 解 出 的 方程 
F(x y) =0 


CF 及 其 侦 导 煞车 违 粮 )。 在 一 定 条 件 下 (上 息 第 二 知 第 二 十 章 ) 可 以 断 到 , 由 此 
方程 可 定 六 3 为 J 的 国 数 ， 而 日 导 数 存 在 ( 虽 煞 达 一 范 数 之 保 析 表述 式 可 能 
不 知道 | ;。 在 这 类 请 况 ,9 称 为 + 的 隐 了 图 煌 。 求 隐 画 溉 的 导数 。 
解 正如 在 上 疼 的 特例 中 一 样 , 训 想 己 将 YY 用 这 个 隧 国 数 来 代入 。 对 
2 微分 这 恒等式 , 即 得 : 
az FFE YY og = 0, 
于 是 (自然 机 翟 F"', 壮 们 有 
站 
Ye Ft yy 
142. 合 微 分 对 于 一 元 西数 y= 了 C(x) 的 情况 ,我 们 已 在 第 99 自 
中 考虑 过 将 共 增 量 Ay 二 (To0) 二 了 (Xo 二 Aj) 一 了 (xo) 品 为 
AJ(aol 一 人 Asz 二 ofas] {4= 常 数 ) (5) 
的 问题 .着 证 明了 [第 90 段 ] 可 以 有 这 种 霄 未 毕 的 充分 与 必要 条 件 


一 弛 9 一 
是 在 zo 点 有 有 限 导数 了 Cxo) 存 在 , 而且 恰好 当 4= 六 (wo 时 ， 上 述 
的 等 式 成 立 。 画 数 霹 量 的 厅 性 部 分 
A-Ar= vo) A ys A 
就 称 为 画 数 的 微分 dy。 
现在 推广 到 多 元 画 数 , 例如 对 于 定义 在 某 ( 例 如 , 是 开 的 ) 区 域 
绍 上 的 三 元 丁 数 了 (zw, yz); 自然 可 提出 类 似 的 间 题 , 即将 增 量 
AV= ATLo, fo 20) 一 
= f(xot A yo t+ Ay, 0+ A2) 一 下 [oo yo, 20) 
表 为 
上 Faoy yor so 一 由 AH 十 百 .Ag 十 品 和 zx 十 OP)， (6) 
其 中 4,B,0 是 常数 ,而 Pp 一 V Ax 十 A 十 生生 
正如 在 0 段 一 样 , 容易 证 而 , 若 (6) 成 立 , 则 丁 数 在 tos go, 20) 
点 对 各 个 元 的 偏 导数 必 在 在 ; 而且 
faros Yo 20) 一峰， fy wor go 20) 一 五 ,fs (zo, Yo 20) =O. 
事实 上 , 例如 ， 只 要 人 (的 中 Ay 一 和 2 一 0 而 Ay 寺 小 即 得 [与 第 
90 段 (19 比 较 ]: 
Asf Cro yor 30) = {rot AL, gos 20) 一 上 To Yo 20) 一 
=A'Ax+0C Ax|), 


故 知 存在 着 
5 C0, yos 20) = lim 了 (ao 十 Ax; go Lo) — f (wo yo zo) 一 二 
自 而 寿星 AT 


因此 关系 式 (6) 只 可 能 取 以 下 形式 
全 站 ao yo 20) = fr (Tos yor 20) " Aw 
+ fy (xo, yo zo0) “Ay fs (Cro, yo Zo "AZ op) (7) 
或 简写 为 
A Wt 二 A 十 OCPY. 《了 78) 
虽然 , 在 -一 元 画 数 的 情况 ， 只 要 在 恋 点 六 二 了 (wo) 存 在, 即 可 保证 


一 2 站 一 
式 (5) 成 立 ; 但 在 现在 情况, 只 知 优 导 数 

Wo = fs (Cos goy Lo) Wy = fy (Kos Yor 007 Ws = fx (to; yos 20) 
存在 , 却 不 能 保证 展开 式 ( 介 成 立 了 ,对 十 二 元 图 数 ,这 一 点 已 在 第 
139 段 的 例子 中 看 到 过 。 那 里 还 指出 了 式 ( 的 成 立 的 充分 条 件 : 好 
偏 导 数 企 Czo, yoy zo) 的 领域 中 存在 , 忆 在 蔽 点 过 入 。. 

当 1 浆 网 数 i 多 ) 在 点 (zo， yoy 20) 处 可 微分 . 


TN en en re 


ee rn wd 


久 5 六 十 呈 y 各 十 是 各 关 一 

= fr ro, yo £0) AX fy (ve; yo, 0o) Ay fs (ro Yo s0) *AZ 
为 (全 ) 微 分 , 并 记 之 汶 叹 或 df (os yo Zo)o 

在 多 元 函数 时 “* 丽 数 在 一 点 可 微分 ”这 一 断 昔 , 我 们 知道 , 兰 不 
相当 于 在 该 点 “ 责 数 对 一 切 元 的 偏 导数 存在 ”这 一 断 膏 ， 共 酒 闵 要 
更 多 一 些 。 然 而 通常 我 们 假 裕 偏 导数 的 存在 与 连 贸 性 ， 世 就 包 售 
了 可 微分 性 了 。 

所 证 和 让 变量 的 微分 dvdy,dz, 移 定 即 是 任意 增 量 Ax， Ay, A20; 


故 可 写作 
Qf (wo, go 207 = 


= 了 5 《20y Yor go) dx 十 加 (go, bn 2o) dy 十 (xo, Yos Zo) 0% 


或 
du = Aro dy ts "dz. 


143. 一 阶 微分 形式 的 不 变性 ” 订 丽 数 4 二 了 (wz, yz) 具 有 连 禾 
仿 导 数 Wry wy, wz; 而 zy, 2 芭 是 自 变 量 t 与 + 的 图 数 : 
w= y= 0 z= X(t, 0), 
而 县 亦 有 这 和 模仿 导数 x ,wy yt yr 2233050 于 是 [第 1 各 让 ] 复 合 丁 


四 ，” 若 规定 自 变 量 z 的 短 分 即 是 现 z 为 自 变 量 w.9 vz 的 男 数 之 微分 , 则 由 一 般 公 


式 有 
十 二 
而 等 式 dz = As 误 昌 查证 。 


TP a - 


数 x 对 于 上 及， 的 导数 不 但 存在 , 而 且 尝 可 ,这 由 (8) 易 见 。 
车 zz 是 自 襟 量 , 则 之 全 微分 坟 廊 是 
du =us dr wy dy + ws de. 
但 现在 % 一 一 通过 wy 一 一 依 畏 寺 变 量 1 与 9。 因 紫 ， 对 这 
两 个 变量 微分 可 写 为 : 
du —we :dt 4 wu -dy. 
但 由 (631 有 
We = Us We 二 WE 
而 类 书 地 亦 有 
Ws = sy Wy Wy Ws Kv, 
代 太 dw 的 表述 式 就 有 : 
da= (ws 28 Tuy ge Fu ge 人 Cw a 2 YA. 
集 项 如 下 : 
du =ws "(we At as dy) ty Cy dt du) + 
was te, dv). 
不 难看 到 : 括号 中 之 式 正 是 (+ 与 0 的 ) 终 数 x， 2 & 的 微分 ， 
放 有 
du= We Ar Wy yt us A. 
我 们 所 得 的 微分 形式 与 +; 名 是 自 姿 量 时 的 微分 形式 一 样 
‘但 是 dx, ay, dz 这 些 符号 , 在 这 里 自然 是 另 一 种 意义 )。 
因此 ,对 于 多 元 可 数 ， 正 各 对 于 一 元 开 孝 一 样 , 仍 有 一 阶 柚 分 
形式 的 不 变 以 人 
可 能 之 ,yz 倒 束 于 涉 间 次 量 
T=p), y=wt, 6) s=X(C ww). 
这 时 可 以 认为 
@。 法 意 , 欠 要 假定 一 切 所 考 守 的 陨 数 都 是 可 微分 ， 基 以 上 精 脸 盆 戌 立 。 为 此 只 
频 证 明治 微分 画 数 琶 必 后 俐 为 可 微 当 画 数 ， 


一 好 2 一 
=p tv ww = tv ww) = Nd ob: os 
而 以 上 的 计 荐 仍 可 适用 。 
推 萄 当 z” 与 了 是 元 团 数 时 ， 有 以 下 的 公 趟 : 
dew)=0dr, dwty)=drtdy, dry) 一 2 十 2 


以 全 二 )- 和 -oy 


六 人 区 当 征 位 的 则 
z=plt, 0 由 一 二 
时 仍 丰 立 。 
我 从 米 证 明 最 后 一 个 为 例 。 
为 此 上 先 访 了 与 ?是 前 变 量 , 而 


出 1 ydr— rdy 
-一 = 一 -ez 一 瑟 。 dy 一 -一 一 一 
7 )=- oy 8 一 3 


我 们 看 见 ， 这 时 微分 形状 与 一 元 两 数 的 相同 。 由 一 阶 微分 形 
式 之 不 变性 ， 即 可 汤 定 这 个 式 子 当 28 是 任意 多 元 画 数 时 仍 成 立 。 
上 面 证 得 的 笃 微 分 的 性 质 与 排 痫 可 用 忆 比 了 育 祯 分立 计 算 , 如 


NY 1 -dy 
eos) A 十 她 
| 


因为 卢 变 量 微分 的 驼 数 正 是 相应 的 依 导 数 ， 故 由 此 立 列 可 得 后 者 。 例 
如 ， 对 于 #= aretg 了 立即 有 


2 

az 人 二 人 By 十 二 
[比较 第 138 段 ,2)]。 

144， 全 微分 在 近似 再 算 中 的 应 用 正 与 一 元 两 涩 微分 相似 [第 94 级 ]， 

多 元 柄 数 的 他 微分 世 可 以 有 效 地 应 轴 于 近似 计算 中 读 莽 估计。 说 有 因数 w 一 
=fiwy) 而 在 确定 四 之 值 时 发 生 了 如 关 ， 设 为 az 与 gg。 于 是 技 谈 苑 不 
“正确 多 值 算出 来 的 4 僻 也 有 误 巷 和 Au— et yAy) 一 zy)， 送 已 知 Ax 
及 Ay 之 误 辣 估计 , 取信 i 对 Au 这 一 中 


一 2 和 一 
近似 地 将 函数 增 量 代 以 其 微分 (这 只 在 4z, 4g 于 分 小 时 地 是 人 台 理 的 ) 朗 
得 


Au= A+ .Ay. (8) 
Eh 人 ay 


这 时 误 荐 Az) ay 及 其 系数 都 是 可 正 可 负 。 把 它们 部 换 忒 邦 对 值 ， 邹 得 不 等 
式 


as 和 | 型 | .1Azj+ 
! 1 


3 | 
Er | Ay|. 
车 用 542, Sy Su 张 未 最 大 移 对 误 凑 (或 移 对 损 差 的 界限)， 则 最 然 有 


* dy. (9) 


5 三 3 " 汪 光 十 让 
下 面 是 儿 个 例子 。 
1) 首先 , 用 以 上 的 公式 究 易 建立 起 平常 近似 计算 的 法 则 。 会 w= xy (其 
中 2>> 人 Dy> 站 , 故 各 二 Jz 十 zay; 把 微分 代 以 增 量 ， 朗 得 Aw=y' Ax 十 x.Ay 
[ 晃 (8) ], 或 关于 桂 差 碌 限 [ 见 人 9)] 有 : 
| Sy = 二 
双方 除 以 狼 式 w= zy, 最 后 妈 得 
S48 By 
对 本 站 


它 表 明 这 样 一 个 法 则 : 积 的 (最 大 ) 相 对 叶 差 答 予 各 因子 (最 天 ) 相对 误差 之 
a A 
也 可 以 做 得 更 简单 些 。 先 取 w= wy 的 对 数 , 然后 再 到 向 分 ， 


(10) 


du_ de 


lna=lnzt+ln,, 


二 号 四 等 等 
区 、 
du dr dy 


lnx=1n £— 1ny, pr 


取 欧 对 秆 与 蝴 大 误差 , 又 得 到 (10}。 因 此 ,内 的 (最 大 ) 相 对 训 莽 符 于 除 式 与 
被 除 式 (最 大 ) 相对 误差 之 和 。 


中” 铺 广 者 注意 , 在 计算 Ja tt 鸭 微 分 时 , 是 拒 # 小 作 自 丈量 来 作 的 ,虽然 可 实 上 上 
是 x 与 # 了 前 画 数 。 在 以 下 也 里 入 长 到 这 点。 


2) 襄 郑 计算 在 地 形 测 量 上 时 常 


“ 囊 用 到 ， 主 要 用 在 由 三 角 地 形 的 蕊 测 
0 e 到 的 元 尝 计 算 不 能 这 楼 测 齐 :的 元素 
. 上 上。 下 面 是 这 访 面 的 一 个 例子 。 
: 识 在 直角 三 角形 4BC( 力 58) 中 ， 
‘ t 4 计 边 40 =5 刁 馈 角 了 4C = 已 邦 测 
图 号 得 ; 第 二 个 名 过 “可 胃 公 式 w=b' 谨 a 
筑 出 。 在 测量 避 与 a 时 的 褒 盖 怎样 友 野 在 a 的 值 上 ? 
反对 数 并 微分 即 得 
时 = 全 ain 2 oy 族 da tgor db + memo, 
状 
En tg rit 2 "相左 . 
万 人 


145. 齐 次 酋 数 ”我 们 知道 ， 章 实 多 项 式 是 由 次 数 相同 的 项 粗 
成 的 多 项 式 。 例 如 ,下达 式 
9% 一 22y 十 5 把 
就 是 二 训 齐 次 名 项 式 ， 若 将 72 与 # 都 莱 以 一 个 因 于 1， 有 旭 整个 多 
项 式 就 得 和 一 个 的 二 次 方 因子 。 任 音 的 齐 实 条 项 式 都 有 类 似 性 
质 。 
然而 ,有 些 较 复 薪 的 画 数 也 有 这 样 的 竹 质 ; 例如 , 若 取 
，、 把 中 
wy ‘In, 
则 当 将 两 个 元 =， 8 各 乘 以 ! 时 ， 整个 函数 得 到 一 个 妇 的 因子 ， 和 而 
-5 一 灵 齐 区 多 项 式 相仿 。 这 一 类 面 数 自 然 可 称 为 二 灾 齐 次 画 数 。 
现在 条 出 一 般 的 定义 ; 
定义 于 区 城乡 上 的 吉 元 画 数 fw, ze zw) 称 为 次 齐 次 函 
数 , 只 要 当 把 各 变 元 都 乘 以 # 时 整个 西数 得 到 t 的 老 因 子 , 即 外 
要 成 并 着 等 式 . 
fw oy brm) = Rf (Pr oy Em), (11) 


-27 — 
为 前 间 起 见 我 们 限于 考虑 加, … zs 与 都 只 取 正 什 的 情况 。 
对 于 画 数 了 的 定义 区 域 多, 我 们 假 识 它 有 性 质 ， 若 纪 包 含 一 点 到 
C1 "yy Pre), 项 它 也 可 世 会 一 基点 Mt tx 四 zs》 这 里 t>> 心 划 
包含 由 原点 出 发 而 超过 殉 点 的 完整 的 中 射 粮 。 
齐 次 函数 的 次 数 厂 可 以 是 任 一 实数 ; 例如 , 画 数 


2 了 多 
TN 
冤 必 


就 是 变 元 x 和 的 "次 齐 次 醒 数 。 
现在 玉 求 次 齐 次 两 数 的 一 般 表达 式 。 


先 设 f(z1，…, am) 是 需 次 齐 次 画 数 ;于 是 


了 (aa tra, is Eom) = ft Vay “ tn ). 
合 t = 二， 即 得 
宙 1 


宙 证 
fx Tay Dr) =f(1 2 。 ,时 ) 


者 引入 内- 工 个 元 的 画 数 
Psy M2r “WI) 一 村 (1 Wr 2 Wn) 
即 有 


由 对 
f lr, yy “人 rm) 玉宇 ， "= 7 。 


因此 ， 拓 有 的 需 次 齐 次 画 数 都 可 以 写成 为 各 变 元 与 某 一 变 元 之 此 
的 列 数 。 反 之 ,也 很 显然 , 上 式 就 给 出 了 和 震 次 弄 次 岗 数 的 一 般 表达 
式 。 
者 fs roy tm) 是 记 次 齐 次 画 数 ,上 则 它 与 浇 之 还 是 堵 次 齐 
次 画 数 , 由 上 面 证 得 的 嬉 果 有 
Ht ro sy te) = 各 . 2 ), 


. Ti 
于 是 
证 宙 
站 Toy 成 后 站 Moe) 一 站 2, "3 了) 


一 号 7 一 

反之， 苦于 数 flr, Tn 满足 上 式 ， 姑妈 很 容易 难 证 定 
是 如 次 间 次 图 数 。 于 是 ， 我 们 就 得 到 也 次 齐 次 桓 数 的 一 般 垃 达 
式 。 


例 VE Var 2 2 


在 设 (E 次 ) 齐 次 画 数 (x， 多 a 在 ( 开 ) 区 域 逆 中 对 各 个 元 
都 有 过 炉 的 仿 导 数 。 和 任意 因 定 倪 中 一 点 (yo, go, 20) 草 由 基本 恒 等 
式 (1D 知 , 村 任意 ->0 此 有 : 
to, Eyos te0) = th. fo0, Yo, so)， . 
尘 将 此 式 对 了 微分; 式 左 坑 为 上 之 复合 醒 煞 县， 而 式 右 则 治 二 
之 客 画 数 。 于 是 即 有 : 
fr tro, tyo, fo) "To firo, tayo, oo 十 
+ fotro, tyo tro) "zo =krtkT! f(x, yo, 20). 
若 设 1 二 1 即 有 于 式 : | 
fs xo, go $0) "Lot fy {xo, yos zo) 加 十 
+ fatro, Yo, 20) "go= kf (ro, yo, 20), 


于是 , 对 于 尾 意 点 !zx, yy z) 骨 有 
Fry ys 2) w+ for 2) yf (YY, 2) "7 
=—E* f(r, y, 2), (13) 
这 等 式 称 为 欧 拉 等 式 。 


我 们 已 看 到 ， 任 一 共有 过 炉 伍 导 数 的 二 次 齐 次 画 数 都 色 足 这 
千 式 。 也 可 以 证 明道 定理 , 即 任 一 过 辐 ` 具 有 连 神 贪 导数 而 甘 满 足 
欧 搞 等 式 (12) 的 画 数 一 定 是 劾 次 齐 次 图 数 。 


中 只 基 为 了 出 寺 简 单 于 孔 十 三 个 变 明 的 情况 。 
最 正 是 为 了 可 以 应 用 复合 画 数 微分 法 草 , 也 豆 仿 导数 的 违 炉 性 [ 毫 140 眉 ]。 


一 277 一 

附 省 ” 殉 拉 在 他 的 “微分 学 ” -- 书 电 只 考虑 过 特殊 类 型 交 并 次 者 过 
式 一 -有 幕 式 .分 式 . 极 芝 及 其 舌 合 而 未 办 所 一 般 定 义 。 但 在 引 几 以 地 命名 
的 公式 时 ,他 所 依据 的 性 质 正 是 现时 作为 齐 次 闹 数 定义 之 基础 的 性 质 。 


§ 2。 高 阶 导数 与 高 阶 微 分 


146. 高 阶 导数 ” 若 曾 数 4 一 f(z, y, 2) 了 在 某 一 个 ( 开 ) 区 域 多 
上 有 对 于 共 中 一 个 变 元 移 仿 导数， 出 此 书 导 数 李 丢 仍 古 x yz 的 
两 数 , 它 可 能 在 某 一 点 (ao aoy 20) 仍 有 对 于 同一 变 苑 或 男 一 变 元 的 
妨 导 数 。 这 些 后 来 得 到 的 偏 导数 称 为 原来 的 范 数 % 二 了 (zy 刀 2) 的 
二 阶 仿 导 数 ( 或 第 二 区 偏 导 数 )。 
例如 ; 者 一 阶 导 数 是 对 % 取 的 , 天 它 对 wz 的 导数 便 训 为 
wu _ FF ro yo 2o) du f(ro, yo Zo) 


Qa Bo” ”Br3azy dra 
Dw 32f (ro, Wos Fo) 
a Ed dras 


Wa = fra (os Yo So) Wzy= fry(To Yo Zo)s 

urs = fostto, yo 20)®. 

类 似 地 可 以 去 定义 三 阶 、 四 阶 导数 等 等 (第 三 欢 、 第 四 区 导 

数 )。% 阶 筷 导数 的 一 一 般 定义 也 可 以 归 秽 地 输出 。 

注意 ， 对 于 不 风 变 元 而 取 的 高 阶 人 篇 导 数 也 称 混合 偏 导数 , 例如 

Iu Ou Ow ... 
Buay dyad Grdyor” 
例 1) 证 # 一 zs9 划 


『 np _ 失 ， 
各 2 
? 如 ' 4 
w=3rtyie, vy lor re = Om ys = Tg 
『 一 证 岂 由 
We = 2x12, Vas = OT E, es = L423 By Wy = TP, 


中 ”在 此 为 书写 简单 沁 闪 限于 三 天 豆 数 。 

加 ”当然 , 德 分 测 寻 应 读 看 作 整 个 符号 。 分 大 中 的 平方 aaa 本 定 虑 管 SrBx, 由 示 
对 于 f 微 分 二 弥 。 问 样 ,2 己 可 二 作 wx。 在 的 有 下 外 的 答 苇 zz 伐 营 xt， 意 义 也 相 
同 。 下 次 都 其 这 样 去 理解 。 
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”2) 我们 已 知 [第 138 段 , 2)]w=arctg 闻 的 俩 导数 是 


Bw YY ixw_ 
Bx m+" 到 zr 二 ay 
现在 算 甩 其 以 后 的 导数 : 
六 _ 3 2 (a ) _ Zry 
Ba Ber 十 班 {r+ ye 
Ow -- 2 (se 人 
Ba dy\r? 十 权 ， Eh 


2 ) 一 
EE 


EE i) = 

Bo Tay :2 二 a 
8 -2 加 = Bray 一 223 
82 2y By 


B34 -2( 2 一 下 ) = 
yar dr (Cre2— oe) (wy 
等 等 。 ， 


147. 关于 混合 导数 的 定理 在 考察 例 1) 与 例 2 的 时 候 , 一 腿 
防 可 看 到 ， 关 于 同 禅 的 弈 变量 但 使 不 同 葡 序 而 取 的 混合 导数 是 要 
等 的 。 

但 立 别 就 应 敲 指 用 ， 这 一 性 质 决 不 能 就 由 温 合 导 溉 的 害 义 必然 可 异 出 
的 , 因为 也 会 有 全 不 向 次 序 而 衣 的 混合 导数 是 不 相等 的 情况 。 

例如 , 考察 画 数 


2 . 
fm, 9) = ny (> FD = 


我 们 有 : 
所 w 切 = 三振 乓 | (e+y>0 时》 
fr, DD=0. 
若 答 = 以 等 于 等 的 特殊 值 , 剧 对 任意 9 入 (包括 y= 了 在 内 ) 就 有 ; 户 (0,#) = 
= 一 y。 将 这 一 匡 数 对 微分 ,得 fy(0,9) = 一 1， 出 此 扶 得 ， 特 别 在 (0, 0) 
点 处 有 
pyCD, 可 


用 周 样 的 大 法 计算 在 点 (0 0) 处 站 = 妇 


—279— 
fot0, 0 1, 
于 是, 对 于 所 湛 察 的 国 数 ,有 fryC0,0) 夺 了 C0, 0)。 
然而 ， 在 前 述 例 子 中 所 看 到 的 仅 微 分 次 序 不 同 的 雍 混 合 导数 
相等 的 素 实 也 开 不 是 伽 然 的 : 在 很 广泛 一 类 情况 下 都 会 成 并 。 
定理 ” 纺 1 两 获 f(v 人 定义 在 ( 开 ) 区 韦 如 上 ，2) 在 此 区 城 
上 容 在 著 一 阶 导数 入 及 彤 以 及 二 阶 混合 导数 到 与 及 ,最 后 ， 
3) 这 些 二 阶 导数 人 2， 与 及 。， 作 为 < 与 y 的 画 数 ， 在 妇 中 革 虚 
(ezo go) 连 镀 。 于 是 在 此 点 有 : 
(ao go = fys{%os yo). (1) 
证 明 考 不 表达 式 
玉 己 f(xot Rh, yot FE) ~ (sth go) — f(xo go th) + fro, yo) ， 


其 中 品 站 不 为 0, 例如 为 正 数 , 而且 充分 小 , 使 得 短 形 [x0, wo 十 高: 3 加， 
Yoo 二胡 ] 倪 在 纺 中 ;一 直到 寺前 精 束 我 从 束 这 样 来 规定 着 卢 与 。 
更 在 引进 一 个 双 的 埔 助 画 数 ， 
p(w) 一 了 (wan 十 = ftw, go) 


击 假 珊 3), 它 在 区 霄 [ao 人员 有 时 和 
gw) = fa Cw 如 二 如 一 fs go) 


从 而 pt) 是 连 久 图 数 。 位 助 于 这 个 本 ,3 可 将 友 的 表达 式 
mw = 大 froth, yot kh) ~ fvoth, go) foro, yoth) — f(ro, | 
二 让 六 


改写 为 
要 -Ca 十 内 一 9tzo 
人 


因为 p(w) 在 区 间 [aoy sw 十 妇 ] 中 满足 拉 格 朗 日 定理 [第 102 
异 ] 的 一 加 条 件 ,因此 ， 可 用 有 限 夫 是 \ 直 将 全 改写 成 ; 


360 一 
《人 < 局 <1) 
利用 二 阶 导数 fzy 《zx 力 的 存在 性 ， 就 可 在 区 间 [ yo, go 十 上 
寺 王 立 的 功 煞 六 (oo 十 哆 , 扩 再 用 一 泡 有 限 丧 是 公 式 , 这 后 得 
WW =Jjsy (tot oR, yot+ hE) (O00, 1). {2) 
但 到 之 表达 式 吉 一 力 面 合 与 和 另 一 方面 双 以 同样 方式 合 y 
与 尺 。 因 此; 若 将 它 侧 互 相 调 换 , 并 引 人 人 辅助 岗 数 
ly) Cao 十 加 ee #2 ， 


用 局 样 方法 去 论证 , 得 出 苦果 : 
W=fyaCro toh, yo to) (0<0s, ga 一 1)， (3) 
此 环 (3) 与 (3) 有 如 却 
fay rot bh, got- OE) = fys wot Oohy yo + Osk). 
现 全 加 与 6 趋向 于 0, 而 取 极限 。 由 于 因子 9, 纺 ,多 ,603 之 有 界 性， 
故 上 式 去 布 二 方 的 变 元 都 相应 地 赵 南 于 xzo, go。 于 是 出 中 最 后 得 : 
fay (wo, yo) = /ys (wo; Yo) 
故 证 藤 。 
于 是 , 连 模 的 混合 导数 2y 与 9。 但 相 等 。 
在 上 举 的 例子 中 ,这些 混 合 导数 


pb Br ye 
y= fy = TT + * + Cty 0) 


淄 sy0 时 要 本 没有 极限 , 因此 ,在 点 (0,0) 恬 生 间 靳 : 这 时 我 们 的 定理 
自然 不 能 应 用 。 


附注 “也 在 欧 拉 与 亚 莱 洛 @ 《1740) 就 注意 到 混合 导数 之 相 
等 , 并 就 图 去 证 明 过 。 然而 党 一 个 严格 证 明 是 站 到 1873 年 才 由 庆 
瓦 冀 包 给 出 的 。 

我 们 要 注意 商 实 微分 的 交换 次 序 问题 与 第 181 敲 里 讲 的 厦 次 


也” 阿 丙 中 西 斯: 锅 洛 德 ， 克 车 洲 (11713 一 1765) 是 草 航 的 法 园 娄 学 家 。 
地 卡尔 ' 芯 尔 总 阿 瓦 竟 杯 阿 首 囊 竹 (18 和 3 一 此 231) 是 德国 数学 家 。 
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取 极 限 的 交换 式 序 这 个 普 这 问题 疝 的 联系 。 

还 有 有 下面 有 关 混 和 舍 导 数 的 一 般 定 埋 ， 

定理 。 襄 元 责 笋 4 一 fw mo …， ro》 定义 在 一 个 mm 多 开 区 
域 恕 二， 上 且 在 域 中 上 其 有 至 (% 一 了 ) 阶 为 下 的 一 切 可 能 的 偏 时 数 以 及 
mn 阶 混合 导数 , 而 且 所 有 这 些 导数 都 在 儿 中 违 秋 。 

在 这 些 条 件 下 ， 任 一 阶 混合 导数 的 值 就 与 取 微分 的 次 序 无 
关 。 

我 们 不 再 去 讲 这 个 证 明了 , 它 可 以 根据 前 而 定理 导出 。 

我 们 在 以 后 恒 候 堆 导 数 有 右 午 性 ， 那 末 徽 分 的 或 序 就 泡 关 基 
查 了 。 在 使 用 殷 合 导数 时 我 们 常 把 对 同一 变 元 的 各 或 微分 集合 在 
一 起 。 

148. 离 阶 微分 ” 设 在 区 域 甸 中 输出 革 个 具 帮 一 阶 速 绪 俑 导 烙 
的 醒 数 = 了 tw wa am 于 是 我 们 知道 , 其 (全 ) 微 分 dw 就 是 以 
下 表述 式 : 


Cn 


du = 和 do + 说 dr- -二 


其 和 Gzn dm 是 让 变量 名 zw wm 的 性 意 增 量 ， 

我 们 看 到 ，du 仍 是 zy;…, wo 的 一 个 面 数 。 若 谱 4 的 连 种 二 
阶 偏 导数 存在 , 则 dw 克 有 连 简 一 阶 偏 导数, 于 是 二 能 令 夏 到 这 个 
微分 du 的 村 微分 (dw)， 它 称 为 w 之 二 阶 徽 分 (或 第 二 次 微分 ) 
用 记号 Cow 表示 。 

要 着 重 指 则 ， 增 量 der, dxs,…, dicm 在 这 里 要 看 作 常 数 ， 而 且 
由 一 次 微分 情 移 到 下 一 次 微分 时 , 部 保持 着 同一 数值 ( 故 二 阶 微 分 
Ew) 。 

于 是 , 党 应 用 第 1 各 段 中 已 知 的 微分 法 唱 , 就 有 : 


Tu= ddu) = = dm 1 + Pe dn ) = 


-对 并 jie + 区 中 Oe)-de + a 册 


一 吕 2 一 
后 凤 有 : 


D2 D2 dw ) 
i Tr sr -dr tr 
w (5 ! + Br ome Dx 2 十 + ga 二 1 十 


+ (Bde + pg + 十 5 Sar) et 
+ 0 + Be en) dao- 
= + 二 

2 dxidrs 二 2 3 ddes + 二 

+9 区 Fe dradve 十 2 do idwn 


同样 地 可 以 定 艾 三 阶 微分 Ew 等 等 。 一 般 地 ， 若 (a- 卫 阶 徽 
-分 帮 已 经 定义 , 划 ” 阶 微分 本 w 就 定义 为 (3 一 蕊 阶 微分 的 (全 ) 


微分 : 
w= dd), 


车 画 数 各 有 王 至 % 阶 为 止 的 所 有 各 阶 的 回 种 偏 导数 ， 则 ww 阶 
微分 的 存在 就 有 了 保证 。 但 是 各 阶 微分 的 展开 式 却 是 越 玉 越 复 
杂 。 为 了 简化 其 记 法 , 我 们 用 下 面 的 方法 。 

首先 , 对 于 一 阶 微分 的 表达 式 , 我 们 航 定 “可 把 提 国 括号 之 
外 ”于 是 它 就 可 以 短 号 地 写作 


器 a 
以 村 二 (过 co 十 + dn) = 


现在 我 们 注意 ， 才 在 二 阶 氢 分 品 述 式 中 也 “把 入 提出 括号 之 
外 ， 划 剩 在 播 号 ee 
可 


EE 
2 9 gw +t amd 十 … ‘+a dm 


的 平方 展开 式 ; 因此 二 阶 微分 可 以 符号 地 写作 


已 3 3 . 2 
a — | 一 一 一 一 中 图 和 — 本 
i ( Do! 十 3 十: 十 Fy dn ) 记 
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同样 地 可 以 写 出 三 阶 微分 等 等 。 一 般 的 语 则 是 : 对 于 一 钱 的 
2 都 有 符号 等 式 


a 日 
dw=( + + 和) a, C4) 


上 式 应 作 如 此 了 解 : 首先 , 把 播 号 里 的 “多 项 式 ” 按 代数 学 的 乘 才 灶 
则 形式 她 展开， 然后 把 所 得 各 项 “ 乘 "以 ( 圳 写 在 分 子 了 之 后 )， 
只 在 这 以 后 , 一 切记 号 才 回 复 到 导数 与 微分 的 意义 。 

法 则 (4) 可 以 用 数 宇 归 娄 法 来 证 明 。 

于 是 , * 阶 微分 是 2 次 齐 次 完 双 多 项 式 ,或 常 各 为 对 于 自 变量 
微分 的 次 型 ， 其 系数 是 阶 仿 导 数 线 一 个 为 整数 的 常数 ("多 项 
式 " 公 式 中 的 系数 )。 

例如 , 若 % = ftz,y)， 则 


主 
d= oar + ddy + Edy? ， 
3 Ss 
全 个 一 sa 1 ~ dvdy? 二 yr ， 
生 | 全 
du = Zar 十 4 元 二 ddy + 67 a jy 44 2 3 dp + Sey, 


经 鱼 。 有 具体 地 高 warotg 让 有 


_ yr — rAdy 2 一 二 一 
ET du 
d= 【Br22 — Bida 4 (Bory — Sm) dedy 二 
《2 十 久生 
Oy — TBryhirdy? 十 [20 — Gey A 
CT 十 4 )3 


等 告 。 
149, 复合 函数 的 微分 襄 现 在 有 复合 画 数 : 


二, Was "yg Nm)» 


其 中 
vi = Pit di to th). (i=1, 中 = 
在 这 种 情形 一 阶 微分 仍 可 保持 原来 的 形式 ; 
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du = dr Su 十 .十 de 
dx Ora 


(根据 一 阶 微分 形式 的 不 变性 , 第 143 段 )。 但 是 这 里 dix dao … 
dwn 已 不 再 是 自 变量 的 微分 ， 而 是 两 数 的 微分 , 因此 ,本身 就 可 能 
都 是 夯 数 , 而 不 像 前 面 那样 的 常数 了 。 

现在 来 算 这 男 数 的 二 阶 微分 , (应 用 第 143 段 的 微分 法 则 ) 有 [: 


WA) A 


于 各 (do 十 用 -qza) 二 十 (qzn) 一 


=(; 9 一 ri a + "如 十 


Qn ar 
+ 总 dw + 全 - dws 十 … 二 说， "dan. 
”我 们 看 见 ， 对 于 高 于 一 阶 的 微分 ， 形 式 的 不 变性 一 般 闪 不 再 
成 立 。 
现在 米 看 一 个 特例 , 即 zu mo … wm 是 有 to …y 的 入 性 夯 
数 的 情形 , 即 
Ea gto ts 二 :十 :十 疗 ;， GG=1, 23, rn) 
其 中 oj? 和 8B; 都 是 常数 。 
这 时 , 有 


0 二 二 
我 们 着 到 ， 画 数 wu za …， wm 的 一 切 一 阶 微分 在 现在 这 种 情 
况 仍 是 常数 ,而 与 fo ta …， ts 无 关 ; 所 以 第 148 段 中 的 算式 可 以 
不 各 收 动 而 应 用 。 由 此 可 知 ， 在 将 让 变量 way pz … wm 换 为 新 变 
县 bo ta … ta 如 性 丁 数 之 后 ， 那 使 对 高 阶 微分 仿 可 保持 原来 的 
形式 。 在 共 中 微分 dx, Bra Gan 虽 与 增 量 Azob Axs…, Axn 相 
同 , 但 后 者 不 是 任意 的 , 而 是 由 增 晤 Ai Aiz,…; Aly 决定 的 。 


"DD 
这 个 简单 现 重 要 的 附注 是 吏 西 作出 的 ; 我 们 在 下 一 段 并 到 就 
费用 到 它 。 
150. 戴 薄 公式 ”我 人 已 知 [第 107 段 (12 四 9]， 车 责 数 了 R(t) 的 
前 % 十 1 阶 导 数 在 在 , 划 按 戴 芳 公式 , 它 可 腾 开 为 下 面 的 形成 ; 
AF(O = dF(0) + P(to) + dP) 
em a CE (0<0<21) 
这 里 要 普 重 指出 ， 参 与 右边 徽 分 式 中 各 个 不 同 寡 吏 中 的 数量 
dt 确实 等 于 增 量 At, 而 4 是 大 与 在 左 过 的 画 数 增 是 中 : 
后 下 (一 可 (加 十 家 在 一 加 人) 
最 后 形式 的 戴 劳 公式 便 第 推广 到 多 元 画 数 的 情况 ( 哥 西 )。 
为 书写 简单 , 我 们 限于 二 元 责 数 了 (zw 和 的 情况 。 
设 在 某 定 成 (Xo, 加) 的 邻 扰 中 这 醒 效 具有 一 切 的 站 到 (nn 十 1) 
阶 为 止 的 连 悉 导数 。 栓 zo go 以 某 增 量 Ax, Ay， 而 使 联 业 {voy ye) 
后 与 (20 十 Ax， go 十 Ay) 点 的 直线 恨 不 趟 出 点 (ze yo) 的 前 述 邻 域 
之 外 。 
现在 要 证 明基 于 六 2 办 在 上 述 的 假 定 下 ,以 下 等 式 是 正确 的 : 
Aflgo, go) =f (rot Am, yo AY) — f(ro, yo) = 


一 人 (oo Ho) + df ao yo) +e df vo, yo) + 
+ rf roth, yteAy), {5) 
(O01) 
而 且 在 等 式 右 方 各 阶 微 分 中 的 dz 与 dy 正好 竺 于 等 式 碟 方 产生 而 
数 增 量 之 自 变数 坟 量 Az 与 Ay。 
为 了 证 明 , 引 及 新 的 自 变量 ,并 家 
w= tt A y= tAy, (ORESEl1) C8) 


一 886 一 
糙 z 与 2 之 箱 代 入 fla 殷 ， 得 单 变量 于 之 复合 而 数 : 
PO) = fot tear, 十 所 Ab， 
我 科 知 道 ; 被 引入 的 公式 (外 在 儿 何 上 就 表示 联 芋 点 于 oxoy wo) 与 
点 型 1(zo 十 az 加 十 的 的 让 研 段 。 
显然 , 我 们 可 以 考虑 辅助 酮 数 的 增 量 
AF(O)= FD) — FO) 

以 代 赫 培 量 

Af wo; yo) =f{(xot hw, yo Ay)— fro go) 
因为 二 者 相等 。 但 如 ( 纪 是 一 元 画 数 且 有 (十 蕊 阶 连 炉 导 数 ; 因 此 
对 它 可 用 上 涝 戴 劳 公式 而 得 : 

AF(O=F)— FO = AFD) t+ 吉 FC0) 十 … 十 


1 I 祁 十 1 
+ FO + ey FPO), (QO<0<1) (7) 


这 里 凡 现 在 有 方 备品 次 中 的 微分 af 就 等 于 At=1 一 0=1。 
现在 应 用 , 在 变 元 线性 变换 下 , 高 阶 微分 之 形式 也 不 变 之 理 ， 
就 有 
dF(O0) = Ff Co Yo) dx- fs Cros yo) dy = df {0, yo), 
FO) = fos wo, yo) "dr + 2f sy Coy go * drdy + 
+jyy zo Yo) "dy = fre ye): 
竺 等， 最后, 对 于 (ww 十 了) 阶 微分 有 : 
dF = if wt OAr, yo -OAy). 
. 重 蛮 的 是 要 注意, 这 里 微分 dr dy 与 前 面 取 的 增 医 Ax, Ag 蛮 
无 差别 。 实 际 上 , 当 中 =1 时 有 
dz—Av'dt=Arx, dy=Ay'dl = Ay. 
把 这 些 都 代 玉 展开 式 ( 让 ) 即 得 要 证 的 展开 式 (5)。 
这 者 应 迹 卉 清楚 ， 多 元 画 数 藏 劳 公式 的 微分 形式 虽然 和 一 元 
匡 数 的 同样 筷 单 ,但 其 展开 后 的 形式 要 得 杂 得 很 多 很 多 。 
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§3。 极 位 .最 大 值 与 最 小 信 
151. 多 元 和 垃 数 的 极 值 ，。 必 要 条 件 ”就 玉 数 


w= fr Ka “ys Tm) 
定义 于 区 域名 中 ， 而 (zb, x …; 雹 ) 是 这 区 域 的 一 个 内 点 。 
车 对 于 点 (49, 鸣 …, 9) 能 有 这 样 的 一 个 龟 域 
(x9 ~ B15 09 B10 — Ba, 2 Ba i Bm + Br ) 
存在 ,使 在 起 中 一 切 点 上 都 万 立 不 等 式 
frr, a "m2 fr 2 + Th 
(>) 
则 青 此 责 数 了 witos…, mn) 在 该 点 有 一 破 大 值 (家 小 信 )。 
若 此 邻 域 本 取得 充分 小 ， 以 致使 土 式 中 的 等 号 可 以 到 浓 ， 即 在 
域 中 每 点 除去 点 (2X3, 49, …', zz 本身 外 , 都 成 立 严 格 不 等 式 
fw Toy ey Bm) Lf OR, Hay Hm) 
(>) 
鹏 栈 画 数 在 点 (8,28…; 光 ) 有 一 个 站 正 的 极 大 值 ( 极 小 值 ), 否则 
极 天 憾 《 授 小 值 就 称 为 厂区 的 。 
级 天 值 极 小 值 统称 为 极 值 。 
发 西数 在 某 扣 4z1 2838;"… 2 处 有 极 值 。 
我 们 杰 证 时 , 若 在 这 点 有 有 限 博 导数 
所 
存在 ， 则 这 些 颂 导数 就 都 为 先 。 于 是 一 阶 仿 导 数 为 雳 是 极 值 存在 
之 兴 要 条 件 。 
为 此 目的 ， 识 二 x 同和 食 下 wi 变动 ,于 是 有 得 一 
元 ww 的 图 数 ; 
W= fw, XE Wh). 


因为 我 们 便 假 定 了 在 太 (a1) 3,…, w%) 有 极 值 (为 确定 起 网 , 诸 


Tr 


是 极 大 体 ) 存 在 ， 久 此 推 得 ,特别 是 在 点 ou 一 吗 的 某 邹 域 Cx? 一 8 
2 十 8 中 必然 成 立 不 竺 式 
Fmty Has 7 Wn) fr, Wa 

于 是 上 述 一 元 画 数 在 点 21 三 台 就 有 极 大 值 , 而 由 费 凯 定理 L 第 100 
诫 ] 得 一 站 
同样 地 可 以 证 本 在 点 人 az) 其 余 的 俩 导数 也 都 为 需 。 

区 此 ， 关 于 航 值 为“ 可疑 ”的 点 就 是 届 些 在 其 处 一 阶 人 篇 导数 全 
取 需 值 的 点 ; 它们 的 坐标 可 由 解 以 下 方程 租 

fa 1 oa on} = 0), 


了 21 让 2 Tn) “=, 


站 


(1) 


fo li Ta "yg wom) 一 小 


求 出 。 
正如 在 一 元 丙 数 的 情况 一 样 , 这 类 点 叫做 静止 点 。 
152. 烙 止 点 的 研究 (二 元 函数 的 情况 ) 正如 在 一 元 两 数 时 一 

祥 , 在 静止 点 不 一 定 保证 有 极 值 存在 。 著 以 取 简 单 的 莉 数 x 二 wy 为 


1 z 一 
， 
~ 


2 
i 


一 B 一 ， 

个, 则 zz 一 # 瑟 双 天 六 只 在 唯一 的 一 点 -一 原点 (0,0) 周 时 为 寺 , 在 

这 点 z 二 0。 租 同时 很 明显 ,在 这 点 的 任 一 令 域 中 图 数 鲜 取 正 值 双 

取 负 植 ， 因 而 没有 极 值 ， 图 59 面 的 就 是 = 所 表示 的 旧 面 5 观 

昔 雪 网 加 ): 在 原点 附近 共 形 状 是 蒂 形 , 而 在 一 个 惟 直 的 平面 上 向 

上 将 油 , 而 在 另 一 个 垂直 的 平面 上 向 下 谊 曲 。 

于 是 就 产生 了 裤 值 存在 (或 不 让 在) 的 充分 条 件 的 间 题 ， 引起 
了 对 静止 点 所 应 加 补充 的 探 诗 。 

我 们 限于 二 元 栈 数 (4%, #) 的 和 情形。 让 在 基点 (wo yo) 的 邻 城 

中 , 这 而 数 有 定 文 , 连 纺 , 且 有 连 纱 的 一 阶 及 二 阶 什 导数 ,并 识 刀 点 

为 静止 点 , 即 满 足 第 件 
fs 《wo #0) 一 心 f(xo, yo0) = 人 0. Cla) 
为 要 和 确定 我 们 的 画 数 是 否 在 点 (xzro yo) 轩 有 极 值 ， 自 然 让 来 考 


上 嵌 差 数 
: A=f(x, y) — f(ro, Yo- 


按照 具有 拉 格 裔 日 型 余 项 的 戴 劳 公式 [第 150 段 , (5)] 展 开 到 第 二 
匡 为 止 ， 然 而 计 于 仍 定 (zo so 是 静止 点 , 故 第 一 项 消失 而 有 


A= 地 {fs An + 2 AvAg + Ay). (3) 


这 里 增 量 Ax，Ay 就 由 其 数 To # 一 yo 充任 ， 而 一 切 导 数 是 在 


某 点 : 
wottaAr, yot OAYy) 


去 算 什 的 。 
现在 引 久 这 些 导数 在 被 考 癌 点 处 的 值 : 
drs = fs (Lo; yo) ois = fy es #0o), ton = fy wo, yo) (3) 


并 令 
fh (wotOAar, yo OAY) = + ots 


agt tt a fo) = og on 


央 由 二 阶 导数 的 连 种 性 , 有 : 


_ 200 一 
当 Ax0，Ay 一 0 时 ”一 切 a 一 0, z C4) 
差 数 A 现 可 窑 为 
太一 站 (go 人 Am 十 26iaazAy 十 pas 和 及 十 
十 Qi 十 2oloAmAg -oosAgy 

我 们 要 证 明 , A 之 状态 根本 有 关于 表达 式 oaaz 一 ois 之 符号 。 
为 便于 论证 ， 令 Az 一 pcosg，Ay 一 psing, 共 中 p 二 MA 十 Ay 是 
(Cw) 与 (zo; 10} 的 中 炉 。 于 是 , 有 

A— 人 {aneos 加 + docospeaingy + do ing 

ocog p+ oarcospmeingp+ oo din py, 

1 二 首 续 ii 一 人 0 

这 时 mitaas 盖 0 发 的 1 二 0 而 栖 号 …} 中 的 前 一 个 二 次 三 草 式 
可 写作 


| (R10C09p+ osinp) + {an — tls) gin?gp]. (5) 


由 此 明显 地 知 括号 […] 中 之 煮 达 式 恒 为 正 ， 于 是 上 述 的 二 坎 三 项 
式 对 一切 于 之 估 二 不 为 夫 珊 保 拉夫 与 系数 他 风 之 和 共 彼 


值 4: 
ia co + 2mocospeingt arsin yp| m0. 


妇 一 方面 ;在 考虑 括 导 …} 中 第 二 个 二 次 三 磊 式 时 ; 则 由 《dj 

只 村 p( 同 时 Am Ag) 充 分 小 , 则 对 于 一 切 g 就 有 : 
| mrcossp | Sorscospeiny t+ tr sinp | Siomn| 十 
+2laal+ | pas | om, 

于 是 在 括号 全 :小 中 整个 表达 式 , 也 就 是 说 着 数 A, 将 保持 着 与 第 一 
个 三 区 三 项 式 相同 的 符号 , 亦 即 是 mi 的 符号 。 

于 是 , 若 gn 六 0 着 A>0, 而 画 数 在 被 考察 的 点 (Cwo， 名 ) 有 极 小 
慎 ， 而 当 au<0 时, 就 有 A<<0, 而 有 极 大 值 。 

现在 诅 aitam 一 aa 一 0。 


一 好 1 一 

上 先 讨 和 其 ci 十 和 的 情况， 这 时 仍 可 应 用 痰 换 人 和 5)。 当 9$ 一 四 一 必 

时 , 插 号 […] 中 表述 式 成 为 qi 故 为 正 值 。 反 之 ， 车 帕 条件 
doospat aninpa=0 (Caing0) 

确定 由 一 9a， 旭 括 导 […] 中 之 表达 式 成 为 (engia 一 中 二 sin2gps 而 为 
负 。 当 器 充分 小 时 , 括号 【1…} 中 的 第 二 个 二 次 三 项 式 当 P= 与 
y==ps 时 都 可 充分 小 ; 而 使 A 之 符号 由 第 一 个 二 次 三 项 式 的 符号 来 
决定 。 于 是 在 被 考察 点 (zo; go) 的 任 一 个 邻 域 中 在 幅 角 为 9 二 pi 与 
yp 二 qa 的 两 条 射 黎 上 ， 莽 数 和 有 蜡 号 的 值 。 因 此 , 在 这 点 不 可 能 有 
极 值 。 | 

车 au=0, 则 括号 4…} 中 的 第 一 个 二 次 三 项 式 变 为 

Doaracoapsing + goadiny Oo sing" (Duacosy -+ quo Biny), 
这 时 一 定 有 ai 和 0D, 放 可 确定 角 pi 六 0 使 

aos | | sin yi! :21a | cosgil. 

页 当中 一 与 = 各 三 一 时 上 述 的 二 次 三 项 式 有 相反 的 符号 ;二 
是 再 像 前 面 一 样 来 完成 时 认 。 

于 是 ， 者 oalass 一 时 3 由 ， 别 盏 数 flix, y) 在 所 考 缀 的 静止 点 
(zu yo) 处 有 胃 馆 ， 即 当 aus<0 时 有 极 大 值 , 而 当 c>>0 时 有 极 小 
慎 。 车 ortaa 一 ai 一 0 则 浴 有 极 植 。 

至 于 在 92s 一 Qiz 一 0 的 情况 ， 更 想 解 决 这 个 问题 就 融 牵 涉 到 
更 高 阶 的 导数 ; 这 个 "可疑 情况 我 们 暂时 不 芥 。 

附注 ” 欧 拉 最 和 初 注重 到 ,条件 

(oo yo) =0, 并 (ro Yo) =0 
对 于 图 数 了 zj) 在 (zo 0) 占有 模 值 是 必要 的 。 然 而 他 绒 误 韦 以 为 ， 诸 数 分 
别 地 对 于 每 个 亦 元 骨 有 同型 极 值 册 现 【例如 当 fa 上 5 fr: 辣 号 时 就 是 这 样 } 
就 是 充分 条 件 。 拉 格 遍 日 看 出 了 欧 拉 的 钳 识 , 并 冬 定 了 不 等 式 
0 

为 充分 条 伴 。 也 是 他 指 邢 了 , 租 反 的 不 等 式 就 可 决定 极 值 不 出 现 。 然 而 届 汕 
有 彻底 地 访 证 这 点 。 

鲍 1) 研究 以 下 苹 数 的 极 大 与 横 小 利 ， 


= ' 
s ~ 十 汤 fi 由 总 辣 四 )， 
计算 篇 导数 : 
区 一 了， = 


豆 立 遍 可 内 哗 一 和 交 静水 点 馈 举 标 原 点 90， 
计算 alt pla 上 easy 得 


_1 pop sl 
RI Uy Ce 


Pr 
故 ea- 中 >0。 因 此 , 在 点 (0 0) 醒 数 z 有 极 小 值 。 然而 达 也 能 韦 接 看 终 。 
达 圆 数 的 几何 图 形 是 以 坐标 床 点 为 顶点 的 酉 贺 揽 物 西 (第 235 面 上 图 
G65), 


2 
2) + p>, 4>0); 
我 们 有 i 太一 一 全 
这 里 也 可 看 用 , (0, 0 是 静止 虚 。 
我 们 算出 | 
. 2a1 一 万 ， Wir = 0, qo 一 一 二; 


故 aitaas 一 ais<0。 于 是 六 市 概 什 。 
在 几 俩 上 ;我们 尖 到 交 是 北 井 抛物 面 , 其 盾 点 基 琢 标 原 兵 。 


3) z= | 或 | 二 
在 这 琴 个 情况 下 把 (0, 0 都 是 本 止 成 而 在 这 点 tigz 一 432 = 0。 

我 们 的 制 红 站 不 能 给 赎 答案; 然而 量 而 易 见 ,在 第 一 个 情况 有 极 小 值 出 
锡 ; 而 在 第 二 个 情况 草 深 有 航 值 。 

153. 函数 的 最 大 值 与 最 小 信 "和 例 于” 融 画 数 4 一 f(z tar 
xm) 定 义 并 连续 于 某 个 有 界 闭 区 域 史 中 ， 并 在 这 个 区 域 中 有 有 限 的 
但 导数 。 由 维尔 斯 德 撤 斯 定理 [第 136 段 ]， 在 这 区 域 中 一 定 可 以 
找到 一 点 《at 8%，…, zm)， 使 在 其 处 本 数 取得 它 一 功利 中 的 最 大 
‘最 小 ) 值 。 若 此 点 《mt 区 在 终 的 内 部 ， 则 在 其 处 画 数 显然 
有 禄 大 值 ( 极 小 信 )， 于 是 在 这 一 情况 下 ， 我 们 所 注意 到 的 点 成 一 定 包 
含 在 对 于 极 慎 为 “可 疑 "的 静止 点 之 中 。 然而 东 数 * 也 可 能 在 区 域 
边界 上 和 到 其 最 天 (最 小 ) 值 。 所 以 , 为 了 求 出 画 数 w= 了 (x aa 


一 只 8 一 
wn) 在 区 域 切中 的 最 大 ( 玻 小 ) 什 ,必须 要 在 区 越 的 内 点 中 找 出 一切 
静止 点 ; 即 对 于 极 值 为 "可疑 的 点 ,和 茜 册 在 这 些 点 的 两 数值 ,大 把 
它们 与 区 域 界 点 上 的 父 数 值 作 比 较 : 这 些 值 中 的 最 大 (最 小 ) 值 ,就 
是 夯 数 在 整个 区 域 中 的 最 大 ( 节 小 ) 什 。 

我 们 举 几 个 例子 来 襄 明 。 

1) 在 由 x 聘 ,y 寺 上 旦 面 鲁 x 十 y 一 27 所 国盛 的 三 角形 区 域 ( 图 和 0) 上 歼 男 
煞 d= sinzt siny— 和 本 (十 二) 
的 最 大 值 。 牧 全 有 


Ur = 6008 从 一 COSLF YN Vy = eo08y ~ cos(s+y). 


在 区 域 的 内 部 导数 只 在 唯一 的 虑 ( 25， 守 同时 为 


过 ,而 在 这 卡 w 一 2 3。 因为 在 区 域 边 界 上 ， 即 在 


Ee 


2 ” 2 
让 楼 z=0，9=0 与 < 二 y=2r 上 此 图 数 为 哮 , 因此 ， 2 | 
> dr 2 . | HY% 
在 上 述 点 (名 各 ) 现 数 显然 迷 到 最 大 值 。 ; 
2) 求 韭 负数 xz ;zt 之 积 图 挫 . 
二 THs . 
之 最 大 值 , 但 弛 四 数 之 和 为 常数 


室 十 和 十 8 二 二 
我 们 要 证 明 , 当 这 中 个 央 子 相等 时 :， Fr 一 3 一 = 一 (由 ,4 达到 最 大 值 。 
由 所 痊 之 第 作 确定 t+ = 一 站 一 六 一 有 代 大 站 之 表 进 式 ， 市 
计 二 一 下 一 村 一 45》， 
- 0，y 记 人 sD 
上 。 在 几何 上 这 区 域 是 一 个 四 面体 ,而 由 丰 而 z=0, y==0, z=0, 2 十 y 十 # = 
一 4 所 围 成 。 
算 启 凯 虹 数 并 伟 它 榈 民 于 少 
时 
an™ Yd 一 2 一 下 一 & 一 由 


一 ayK4e ——y—22)=0. 


在 区 域内 部 满足 这 些 态 积 的 只 有 一 点 +=y=#+=c， 而 在 这 点 w=s4。 因 为 


好 时 
Fri 2 和 C22 = 从 


中 只 是 为 确定 起 见于 取 因 于 数 为 四 个 ; 对 任意 多 个 因子 菩 米 仍 是 一 样 。 


一 294_- 
看 边界 上 妈 二 0， 琢 在 六 得 成 图 浴 术 到 最 夫人 慎 。 

于 是 苇 们 前 断言 得 证 , 国光 当 w=y 一 #5 时 岂 有 + 上 = 由。 

附注 ”在 以 上 两 全 例 中 , 在 所 竹 察 的 区域 内 部 者 只 有 一 个 睁 止 点 。 且 已 
证 区 本数 在 这 忆 有 用 入 二。 然而 ， 与 “元 本 数 销 守 不 同 (时 第 118 民 附 注 )， 
攻 在 用 个 区 城下 的 生 大 亿 

下 面 的 往昔 例子 指明 , 这 样 的 结 苇 , 实际 上 可 能 会 得 出 不 正确 的 车 果 。 游 
虑 定义 在 短 形 [一 5,5; 一 上 全 中 的 印 数 

Te 
其 达 沼 
Ur = 0 Batoy, v= 2 Dy 
在 时 区 域 中 只 在 点 (外 站 为 愉 。 用 第 153 段 的 刊 吕 洽 容易 证 归 ， 存 读 处 郴 数 
省 被 天 扩 ( 等 于 四 。 维 而 这 个 数值 共 不 是 责 数 在 这 区 域 中 的 最 天 得, 国 为 , 例 
如 在 点 司 , 人 由 处 范 数 箱 就 是 站 。 _ 

由 此 , 在 多 元 画 数 的 情况 , 当 求 画 数 在 一 个 区 域 中 的 最 大 值 与 晤 小 适时 ， 
击 去 装备 它 的 极 大 值 与 极 小 入, 这 在 实用 上 是 无 必要 的 。 

154。， 和 问题 ”着 多 湖 题 一 - 用 有 数学 质 域 中 侨 题 ， 也 有 其 他 科学 和 技术 
领域 虫 的 阅 显 一 -都 导致 求 其 些 责 数 最 大 和 值 与 
量 小 值 的 问题 。 

癌 题 1 3) 的 租 与 工段 考虑 过 的 例子 有 关 。 

1) 在 第 摊 为 站 的 已 知 天 的 一 切 内 著 三 角形 
中 求 面积 最 大 的 一 个 (地 时)。 


其 间 有 关系 起 > 十 y 二 =2m 由 此 2=2r 一 2 一 纹 
三 和 角形 之 协和 五 可 用 这 三 个 角 毒 未 如 次 : 

号 一 六 Besin 如 十 Bsiny + 六 Rosin 名 一 到 也 “Laingt sing— sin(s+ yl. 

2 与 9 的 变 域 可 以 条 件 x 过 0 Jy:0, 2 十 gc2r 来 决定 。 现 在 吉村 各 出 使 括号 
中 的 才 和 村 式 取 最 大 值 的 尿 些 变 元 的 值 。 


我 们 已 知 [第 153 段 ,1]， 这 就 是 zc=g = 号 v 故 4 二名 <: 于 是 得 到 等 边 
他 ”由 上 巡 可 知 ,总 和 为 4 的 四 个 正 数 之 逆 积 zst 不 会 超过 e+, 帮 
区 而 Fe 
即 几 便 蔡 均 数 不 超过 等 术 平均 数 。 这 苦果 对 任意 多 个 数字 都 正确 。 


和 


若 以 本 切 z 吉 三 外 形 三 边 所 强 的 问心 巩 , 则 ， 


一 总 5 一 


三 角形 。 
3) 在 巨 郑 局 蕊 为 2p 的 一 切 三 角形 中 , 求 面 积 卫 为 最 大 区 一个。 
设 叫 护 8; 表 三 角形 的 边 托 , 则 出 已 知 全 式 
P= pp rp ~ p27. 
可 以 全 gs 一 2 一 了 一 4 圣 王 化 为 
P=Vp(p -a (py ety-p) 
并 求 这 画 数 在 其 个 三 角形 区 环 ( 就 是 在 第 123 段 四 中 甩 讲 过 的 那个 区 域 ) 中 
的 最 大 值 。 
我 们 现在 另 用 他 法 : 把 间 是 楼 化 为 求 正 煞 之 积 
WD PY PD—#) 
之 最 大 值 , 惜 这 三 个 正 数 之 和 鸭 常 数 :， 
(Pp 一 2 十 地 一 切 十 ( 一 2 二 8p 一 2p 二 $. 
我 仿 已 释 知 道 [第 153 段 2)], 只 有 在 所 有 因子 都 相等 ， 郎 x=y 二 #4= 
时 冲 能 达到 最 大 估 : 于 是 又 得 等 边 三 角形 。 
3) 现在 考 谍 具有 并 联播 头 的 殿 电 网 路 。 图 68 是 纹路 草图 而 号 4 


如 
3 


与 吾 联 在 电源 上 ， 市 Py Pz Pn 各 为 咽 要 电流 i 的 攻 电 器 ， 计 
7 
显然 ， 只 须 考 察 一 条 导 生 44r 朗 可 , 因为 另 一 邯 车 让 在 类 似 的 条 性 下 。 
Dy 1 了 nn 雪 和 段 A da 之 长 (以 米 计 》 以 人 和 
9n 表 其 蕉 面积 (以 毫米 : 计 )。 于 荐 由 达 式 
= 
， 正 者 示 所 霹 庙 的 体积 (以 开 沁 厘米 计 ); 并 要 使 其 达到 最 小 值 ， 而 使 在 44% 上 
之 中 个 降 攻 为 oo 
很 容易 计算 在 线 和 让 44ub 4142 :didn 中 所 称 过 的 电流 ; 
一 站 赴任 十 二 利加 一 站 十 和 十 二 各 J 三 高 
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车 以 ? 家 示 长 六 tm 埠 面 积 为 fm 的 钥 导 入 的 电阻, 则 其 上 铝 自 的 电 咀 为 


ply rls 


六 1] 三 yh 


dz ? 型 ”和 
于 是 在 落 辣 民生 电 征 降落 , 田 欧 姬 定律 ,为 


Phi, pla : 
PO = 
py ' 卫 宇 "" 人 了 村 帅 ” 由 在 


81 = ru 一 Aion 


为 了 避 吕 和 旧 奖 的 计算 -， 我 们 不 才 变 量 让 1 He "Hn 而 二 大 此 17 和 2 Bry 其 
于 有 简单 的 其 深 式 81 十 Bs 十- en= 68; trBb 让 村 一 上 一 你 一 健一 字 是 


A oe ... dn plndn 
2 e ” EE Be 性 e 8 一 人 一 8 二 -一 
而 . 
性 二 a Bs dt 3 3 1 十 1 | 
£1 巨 Lr | BEB—81—"— En] ? 


而 让 变量 et ez …, ew_l 之 变 域 由 以 下 之 不 笑 式 规定 : 
E10 oy nal 0 etest :te ie. 


合 % 对 各 自 变 量 之 依 晤 数 为 者 , 即 得 方程 组 : 


187 .7 _o 
是 
17, a _o 
of to oD, 
2 1 7 
”3 tee er 
于 是 {再 引入 z,}) 即 浓 
J 站 
ee e227 


为 方便 计 ， 兮 全 比 为 村 (>0)。 于 是 
E41 = NL 了 ， ez 一 Now 了， ty en= Nn Tn 
而 * 可 以 很 容易 地 由 十 6 十 十 en 二 8 得 有 上， 


加 


站 一 -一 一 一. 
Lv 十 Ta 十 十 HT 
最 后 ， 加 到 原来 的 变量 香 1 卫 27 郎 得 
Ui = dz -SV “ur n= VT 


-Ph 
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于 足 , 取 适 合 的 茂 面 面积 -与 电流 丸 小 之 平方 概 成 正 古 。 

附 往 头 为 在 这 个 情况 变 力 81, ez Bi 之 变 域 是 开航 ， 于 是 绯 呆 斯 
德 拉 斯 第 二 定理 [第 188 段 」 不 畜 和 直接 适用 ， 和 然而 注意 到 区 域 的 边 掉 由 以 下 
的 关系 式 求 决定 : 

B10 do nO, ei 二 eo 二 十 B11 所 

其 中 凶 少 有 一 个 式 子 中 等 号 成 讶 。 于 是 当成 《el ea En-1) 通 近 演 界 时 ， 
量 # 增 长 到 无 将 。 出 此 可 知 ， 所 得 的 et ez, en-i 之 值 能 使 画 数 4 法 刹 最 
小 值 。 


第 十 章 原 函 数 
(不 定 积分 ) 


§ 1。 不 定 积分 及 其 最 简单 的 计算 法 _ 
155. 原 函 数 概念 (及 不 定 积 分 概念 ) 在 许多 科学 技术 问题 

中 , 需要 由 已 如 导 画 数 还 原 为 原画 数 。 
在 ?8 段 里 ， 我 们 假设 了 已 知 运 动 方 程 a= f(t), 各 站 和 了 时 站 


的 变化 而 效 化 的 规律 , 我 们 用 微分 法 先 找 出 了 速度 ov 一 学 ， 然后 又 _ 
找 出 了 加 速度 “一 至 。 但 事实 上 常常 需要 解决 反面 的 闫 题 : 答 出 
了 加 速度 e , 为 时 间 记 的 面 数 4= w( 旧 ， 面 要 来 决定 速度 ”及 所 历 
路 程 8 与 1 的 关系 。 如 此 , 这 里 就 要 由 画 数 a= ce 人 所 来 还 原 到 那个 
以 & 为 导 男 数 的 画 数 v= 一 (办 ; 然后 ,知道 了 画 数 罗 来 找 那个 导 画 
数 为 中 的 画 数 8 三 s( 站 。 

同样 , 在 78 耻 里 ,我 们 知道 了 沿 % 坦 上 站 米 段 [0, 2] 违 纺 分 布 
的 质量 避 = 训 (zx), 和 而 用 微分 法 找到 了 “线性 ”密度 p 二 p(x)。 但 自 
然 发 生 这 样 一 个 癌 题 如 何 由 已 知客 度 变化 律 P P(z) 来 寻找 所 2 


rr 


四 


汶 导 男 数 的 原画 数 mm 
一 个 已 知 区 天 光 上 的 面 数 好 (xz 叫做 本 数 fOr) 的 原画 数 中 


Pe na 人 


者 就 是 届 各 果 f(z)dz 是 了 (2) 的 微分 
P(r) = 了 7) BAF) = fr dr®. 


中 “原画 数 "这 个 名 称 嫩 于 控 想 詹 日 ( 寡 并 第 一 分 册 147 页 底 注 )。 
镶 在 这 请 形 也 辽 , 图 数 F(x) 是 第 分 式 了 (xz) dr 的 原 疼 数 (或 积分 。 


求 一 个 本 数 的 至 体 原画 数 哈 做 亡 的 “积分 ”或 " 求 积 "， 并 且 这 
是 积分 学 里 的 问题 之 一 ; 显然, 这 就 是 微分 学 基本 问题 的 反面 。 . 
定理 “如果 在 某 一 个 (有 限 的 或 无 限 的 ,于 的 或 开 的 ) 区 问 光 上， 


pre rr ar ut anemiarurt mrrruraurumre ar IE 


丽 数 耻 ( 思 是 画 数 f(z) 的 原 图 数 , 则 丽 数 PR(z) +C 在 0 为 性 何 常 
” 数 时 也 为 其 原 夯 数 。 芭 之 , 区 风 红 上 f(x) 的 得 个 原 汪 数 都 可 以 志 
成 这 个 形式 。 | 

证 座 数 了 (2z) +C 与 了 F(z) 同 为 故 o 的 原画 数 ， 这 一 眠 是 人 
明显 的 , 因为 [F(x) 二 0]' 一 F(x) = fo)。 

现在 发 中 (2) 是 亩 数 丸 z) 的 任 一 原 量 数 , 而 在 区 间 2 上 有 

B(x) =f(2). 
弃 然 画 数 F(z) 与 画 (z) 在 该 区 浊 上 有 同一 导 画 数 ， 则 它们 相差 一 
个 常数 [110 段 , 推论 ]: 
Dlr) F(x) 十 局， 

这 就 是 所 要 证 朋 的 。 

由 此 定理 可 见 , 只 要 知道 西数 1x) 的 一 个 原画 数 了 (2), 也 就 
知道 它 的 所 有 原画 数 了 , 因为 它们 和 钼 叱 只 差 一 常数 项 。 

因此 ， 天 (zw) 十 0 这 个 含 尾 章 常 数 0 的 式 子 就 是 有 只有 导 本 数 
f(z) 或 微分 了 (x)dz 的 画 数 的 一 般 形 式 。 这 个 式 子 就 是 画 数 Fe) 
的 不 定 积分 而 吉 以 符号 


| mean 


其 中 已 经 洱 著 有 任意 常数 在 内 。 生 积 /re)az 称 为 被 积 式 , 和 而 夯 数 
(2) 称 为 被 积 画 数 。 
例 设 了 (zw)= 坟 于 是 不 难 秆 鳃 , 这 个 而 数 的 不 定 积分 就 是 
fede= 和 +6. 
这 很 容易 用 着 过 算 一 -微分 法 来 授 粗 。 
在 此 提 艇 苇 老 注 咨 :“ 积 分 ”号 J 了 要 号 的 是 所 求 原 国 激 的 从 


坦 


二 i 


| ， 一 0 一 
分 ， 而 不 是 导 划 数 (在 上 鲍 中 要 窟 的 是 z dz 而 不 是 x)。 下 面 175 
段 将 要 说 明 ， 这 种 写法 乃 出 于 历史 傅 航 ; 它 表现 许多 优点 ， 因此 你 
持 这 种 博 芍 是 合理 的 。 

由 不 定 积分 的 定 光 可 直接 推出 下 刻 性 质 : 


1. af de= f(r)ds, 
邹 符 号 4 与 当 4 站 前 时 相互 抵消 。 

2. 钱 然 下 (x) 是 本 (四 的 原 南 数 , 我 们 有 

|P'(e)adr= PCo) 十 巴 
这 也 可 写成 
ve = F(x) +0. 

由 距 可 品 ， 玉 (z) 前 的 符号 4 与 当 4 居 后 时 了 世 可 粗 互 抵消 ， 
但 绢 在 (x) 上 潍 补 一 个 任意 常数 。 

国 到 开头 那个 力学 问题 ,更 在 我 们 可 以 写 

5 一 | ed 及 s=|o(D dt 
涛 确定 起 网 , 假 验 所 指 乃 等 加 巡 运 动 ,例如 在 重力 作用 之 下 ; 于 是 
a 二 g( 若 名 人 硬 方 向 朝 下 算 作 正 向 ) 村 且 不 难 了 解 

v= |gat~—gt+c. 四 
”我 们 得 出 了 速度 的 一 个 玫 出 式 ， 其 中 除 时 间 上 外 还 含有 -- 
个 尾 意 常数 C。 在 不 同 C 俏 之 下 ， 在 同一 瞬 关 也 可 得 出 种 种 不 同 
的 速度 之 值 ， 所 以 我 们 现 有 的 栖 料 还 不 中 完全 解决 问题 。 要 完 公 
解决 问题 , 只 变 知 道 纤 一 瞬间 的 迷 度 值 就 够 了 。 例 如 ， 识 我 们 知道 
. 在 t= 采 巡 度 o= wm; 将 这 些 值 代 入 所 得 速度 表达 式 
v0 二 9 十 0， 由 此 得 C=vo 一 gtoy 

现在 我 们 的 解 就 厂 为 完全 确定 的 形式 ; 
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v= tC—t,)} + vo 
其 垃 , 我 们 来 找 路 程 3 的 式 于 。 我 们 有 


. 5 一 | [9 一切 十 ws Tat = 地 9 (tt)? +vd(t 一 t,) + 


(用 微分 法 很 容易 验 诈 原画 数 可 取 这 拌 的 形式 )。 这 个 新 的 未 知 常 


数 0' 可 以 这 样 业 决 定 ; 例如 ,和 葵 定 在 量 问 t 一 色 路 程 s=80 如 此 找 
出 了 CO=89; 了 于 是 所 求 的 解 可 写成 这 最 后 的 形式 : 
s= 直 g(t 一 b+wo(t—) 十 Bu 


ty 80; 20 赋值 相 欧 称 污 坟 9 二 许 变 量 的 初 值 。 
同样 可 以 写 


m= |p(z)dz. 


这 里 积分 时 出 现 常数 CO;， 这 回 它 可 由 “z=0 时 持 量 名 籽 庶 化 为 0" 
这 个 系 件 来 决定 。 

156. 积分 与 求 耐 积 玛 题 。 髓 然 历史 上 原画 数 构 念 是 密切 联系 
着 求 面 积 加 是 的 , 那 末 我 们 在 此 就 来 计 一 应 这 个 问题 { 鲜 用 的 是 在 
面 图 形 面 积 的 填 觉 梅 念 ， 这 问题 的 严密 提 法 则 留待 第 十 二 章 再 计 
葵 )。 


《 非 负 值 )。 我 们 来 看 这 个 图 形 4B8CD( 图 63), 它 由 其 如 y= 了 (2)， 


轴 的 一 超 所 包 才 ; 这 种 图 带 
叫做 曲 粮 屏 形 。 要 决定 这 个 
图 形 的 面积 P， 我 们 来 考察 
朗 动 图 形 4AKLD 的 茄 各 的 
变化 情况 ， 这 个 图 形 是 包围 
可 63， ”在 初 航标 粮 x 一 及 相应 于 


役 在 区 得 [4, 5] 上 和 给 定 了 -一 个 连续 副 数 y= 了 (x)， 员 取 正 舍 


栅 祭 称 获 z=a 和 z=5 及 * 


Me 站 
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区 间 [ww 2 上 任 一 2 值 的 扒 蒜 线 之 半 的 。 在 2 变化 时 亦 面 积 也 随 
着 变化 ,而 对 每 一 2 值 都 有 其 一 个 完 双 确定 的 相应 值 , 如 此 曲 焙 梯 
形 4KLD 的 面积 是 zx 的 一 个 画 数 ; 表 之 以 P(x)。 

现在 我 们 的 问题 是 要 来 找 这 个 画 数 的 导数 。 因 名 我 们 给 ?一 
个 增 量 Az (此 方 膏 是 正 的 黑 ); 于 是 面积 Pw) 也 得 一 相应 增 其 
AP。 
雪 总 名和 型 各 现 夯 数 fx) 在 区 更 [x; x 十 A%j 上 的 最 小 仁和 最 
-大 植 173 段 ], 然后 将 面积 AP 与 以 A% 为 底 允 和 型 为 高 的 短 形 面 各 
作 上 比较 。 显 然 有 
< 
因此 

mM. 
车 Ax 一 0, 则 由 于 束 午 狂 宅 和 开 将 趋 于 了 (x) 而 此 时 也 就 
已 (一 lim ~ J). 
和 如此, 我 们 导出 了 这 个 著名 的 定理 一 - 世 称 咎 幅 - 菜 内 


a 


fo 

” 换 句 疡 说, 变动 面积 P(x) 就 是 其 输 责 数 y 二 f(z) 的 一 个 原画 
数 。 这 个 原 西数 在 一 切 其 他 原 除数 中 具有 这 样 的 特征 : 它 在 z 一 6 
时 化 为 0。 所 以 ， 只 要 知道 画 数 fz) 的 任何 一 个 原 图 数 i Fo), 并 


按 前 段 的 定理 
Pla)=F(g) +0, 


剧 常数 0 就 容易 决定 , 在 此 分 z==&: 
中 事实 上 ,这 个 命 通 已 册 中 赂 的 学 生 次 酝 充 ， 巴尔 罗 (1630 一 1677) 所 发 表 , 县 
航 形 式 不 同 。 


0=F(eg) 二 0， 加 此 得 0O= 一 P(e). 
畔 于 得 出 
P(g) =F() — Pla). 
要 得 蕊 个 曲 炎 梯形 4BCD 的 面 
积 忆 则 只 月 取 x 二 5: 
P=F(5)}— F(a). 
作为 一 个 例 予 ， 我 们 来 求 这 样 一 个 图 
形 的 面积 Ptz): 它 由 抛物线 9y= azz% 相 
应 对 所 答 = 值 的 机 标 故 及 = 二 的 一 民 所 图 
图 绚 ”成 (图 届 ); 钙 然 该 扫 先 线 切 和 师 于 坐标 原 
点 ， 姑 = 的 初 秆 在 此 等 六 fg。 国 数 f(z) = wo? 的 原画 数 容易 按 出 : 了 (2) 二 
= 等。 这 图 数 恰好 在 z=0 时 化 为 呈 如 下 : 


P{z) = P(r) = 一 空 
5[ 参 立 委 段 31。 


有 此 于 这 种群 算 积分 与 求 下面 图 形 面 的 关系 ， 或 者 吕 与 成 
的 关 洒 0， 通 党 也 就 称 积分 的 计算 为 夏 方 或 求 积 。 

要 把 以 上 所 说 的 完全 推广 到 西数 也 取 负 值 的 情形 ， 只 须 构 定 
将 国 形 落 在 z 四 下 面部 分 的 面积 算 作 和 的 。 

各 此 不论]x) 在 区 因 [a,5] 上 是 一 个 怎样 的 画 数 ， 芒 省 总 可 
坊 想 象 其 原 醒 数 为 扇面 数 图 象 所 国 的 变动 面积 。 但 把 这 种 几何 只 
胃 将 作 原 面 数 存 在 的 锋 明 当然 是 不 行 的 ， 因 为 画 积 概念 本 身 还 没 
有 严格 建立 。 

在 一 过 193 所 我们 半 对 个 重要 间 给 严密 的 和 外 术 


i i dE Ee 


前 我们 先天 职 这 个 于 实 。 


国 “FEaxpagypa 一 仓 诛 科 “ 将 图 形 化 为 方形 ?以 生计 算 曾 积 之 间 , 通常 也 就 意 玫 
为 准 积 分 而 与 HHTeTPHP0BBHHG 没有 吴刚 -一 -者 者 计 。 


-一 805 一 

在 本 达 里 凡 称 原画 数 都 只 对 速 午 画 数 丽 苦 。 如 果 一 个 画 数 具 

体 痊 出 而 有 不 和 速 模 点 , 则 我 们 只 考 处 使 它 连 模 的 区 并 。 因 此 , 承 于 

了 上 面 所 陈述 的 事实 以 后 , 我 们 就 无 需 每 次 都 声 朋 积 分 的 存在 : 我 
人 后 考 庶 的 积分 全 是 存在 的 。 


157. 基本 积分 表 微分 学 里 每 个 确定 共 冰 数 (2) 的 导 图 数 
是 作 z) 的 公式 都 可 以 导出 一 个 相应 的 积分 公式 


|raaz= Ps) 上 


把 81 秋 的 初等 落 数 微分 法 公 * 式 撤 过 来 ， 我 们 肪 上 就 能 做 内 下 而 这 
个 积分 帮 : 


1. lo.a=0 
2 |1-a= |ar=2+0 


+O (pn 了 


g py zt 
EE “Tri 


4. 全 ze=[ 守 = [x| +0 


| 
5, 上 -全 -arotgz+C 

6 | 元 Td | 一 一 -an 这 交 十 下 
VI MI Sn 
[oa to Jerdz=eto 


及. sinwde— 一 cogX 十 他 


9, {ooszdz= sinz 十 中 
10. | 


tet - 
ain 世代 in 


一 90 一 
11. [a i d= -| 名 .ter+0 
关于 公式 4 我 们 用 作 解 各 ， 尼 适 用 于 性 何不 包含 0 的 区 间 。 事 实 
上 , 如 果 这 个 区 天 落 在 0 的 右边 ， 所 以 0， 而 由 已 知 微分 法 公 
式 [inz]' 一 寺 立 序 推 知 
传 =mz+e 
- * n 
如 果 祝 区 间 落 在 0 的 左边 而 x<<0, 则 由 微分 法 容易 看 油 
[in( 一 x) 了 = 由 ,因此 
传 -mC-， 区 十 加 


这 两 个 公式 合 井 起 来 就 成 公式 4。 
上 面 这 积分 表 的 应 用 范围 可 以 由 积分 法 则 予以 六 无。 
158. 最 信 单 的 积分 法 则 工 营 4 为 当 数 (a 二 0), 虽 


| 


jo- few)ar 一 站 | ra 
京 实 上 ,微分 等 式 :右边 , 得 [91 各 ,I 
da | (a =a [f(a |=0-fC2)as, 


所 以 这 个 式 子 就 是 微分 式 a*f(z)dz 的 原 丽 数 ， 这 就 是 所 要 证明 
的 。 
如 此 ,常数 因子 可 以 提 到 积分 号 外 面 来 。 ' 
EL fC) + gs) as = | (dot [gca)ae 
微分 等 式 右边 [参阅 91 段 ,了 
中 | eae 十 je)azj= 直 fs)dztd|gls)drm 
={Lf(2) tg(2) Jdr; 
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如 上 时, 迹 式 序 最 后 这 个 微分 式 的 原 丽 数 , 这 就 是 所 间作 阴 的 。 


庄 微 分 之 和 (或 老 ) 的 不 定 积 分 等 于 各 微分 的 积分 之 和 ( 吏 


送 )。 

注 ”对 这 两 个 公式 我 们 加 注 如 下 。 公 式 里 的 不 定 积分 每 个 者 
含有 任 演 常数 项 。 这 样 的 等 式 应 理解 为 两边 送 一 营 数 。 有 时 这 种 
竺 式 岂可 控 卖 面 理解 为 完全 相等 ， 但 此 时 其 中 所 出 现 的 积分 有 一 
个 就 不 是 任意 的 原画 数 了 ， 写 的 常数 在 其 它 积 分 的 常数 值 逃 定 后 
也 就 跟着 确定 。 这 个 重要 的 马 注 此 后 要 对 在 心 冻 。 

I. 若 


[AGE 


出 
(Flaz+ 5) dz= .For 二 二 CO， 
事实 上 , 该 关系 式 即 等 价 于 : 
(站 一 到 (一 有 从， 
于 是 
EF(asth) = (art b):amaflartb), 
所 以 : 


DE by, 


郎 广 了 (ax++ 6) 事 实 上 为 面 数 faz 十) 的 原 萎 数 。 
特别 常见 的 是 a= 工 或 8 一 0 时 的 情形 : 
|f (et Bdr=F(ot5) + 0 JCanadr= F(a) +O 


《其 实 法 则 下 是 不 定 积分 变量 替换 法 风 的 一 个 很 特殊 的 情形 ， 
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关于 一 般 法 出 后 面 160 段 里 要 计 。》) 

159. 例 DY oz 一 3z 十 5)dz. 

应 用 法 则 工种 工 ( 及 公式 3.2)， 我 们 有 : 

se 一 sz+5)dz= | 6zzaz- |azzz+|5as= 
=6| ras—3 rdsts |dr= am 一 二 ze+5z 二 CC 

一 般 多 项 式 也 窗 易 积分 。 

2) [rv yds= [+4/ m+60tdrV +r)de = 

= az 二 和:aas +6jzazT4 dz 十 | eaz= 


BB 1 
一 人 十 于 了 十 3 + 十 于 人 十 {FE, 1: 3. 2} 


dr = 


fxr RTT) 
从 语 全 


妆 
一 zidz- madz= 生 5 Bt. | : (1; 3) 
我 们 给 几 个 法 则 页 的 应 用 笑 例 : 
和 (flnlzalto, (4) 


Te 让 -jc -axgz= 


(> 
EE CC (1: 3) 
i Ch lr—a)rl 7 ， 
后 》 Cf ah Ht 一 一 Taogmat 0 CH; 8) 
{m0 
(91 cosamardz 一 上 sin mrt ‘EB; 9) 
六 


{和 下) 


1 ax 于 . 
6) (a es To 《本 站 ) 
底 
【EN07) 
(60) dx i te +O, (EF; 5) 


(a) 


分 母 以 复杂 的 分 式 如 果 先 把 它 分 解 为 几 个 分 其 圈 人 简章 的 分 式 之 和 再 亲 
积分 , 往往 市 以 容易 一 些 。 例 如 ， 


1 ,1  __Il.. 1 } 
"ma 《党 一 rte er +a 


所 以 
ar liraz dz 六 
7) ja 20 [Feri | 六" sl+o. 
某 些 三 前 画 数 式 烃 适当 初等 变 撞 后 也 可 以 用 最 简单 的 法 其 来 积分 。 
显然 , 例如 


心包 Mi S10 Hw 二 


1— cos Dmez 
+ 


因此 


1 1 ， 
2 = 一 一 - 
By) Cl CO Herdr 可 沁 十 了 mn Sin2mzT oO 


| sin? meds 二 oi mt UC. . . Cm 并 的 
160. 变量 替换 积分 法 我 们 来 说 一 种 最 强 的 积分 法 一 一 变量 
奉 换 法 或 惫 换 尘 。 巧 所 根据 的 是 下 面 这 一 简章 的 事实 : 


如 果 知道 了 
[ra=6 +o, 
joyw arelelD)+0 


[所 有 在 焉 出 现 的 团 数 gD oktzyy ez) 和 都 假 琢 是 建 神 的 。 ] 
注定 于 由 汪 合 而 区 给 分 法则 ( 刘 34 段 ) 
{107628 


一 310 一 
G(r)) =G (oz)) 0 (zr) = gtr)) ew (x) 


推出 , 只 要 注意 到 在 此 G'(#) =g(t)。 这 也 可 以 用 菇 一 种 方式 来 由 
出 : 我 们 说 ， 
dG = g(t) at, 
这 关系 式 在 自 变数 1 代 以 画 数 “ (时 也 仍 成 立 (参阅 92 段 )。 
设 要 计算 积分 
[rpan 
在 许多 情形 下 ,新 变数 可 以 逃 = 的 这 样 的 画 数 :t= o(z， 使 科 积 式 
， 变 成 这 枞 形状 : 
f(s)dr= glo (2)) w(x) dy, © 
这 蛙 g() 是 一 个 比 jx) 使 于 积分 的 丽 数 。 于 是 ， 按 上 面 所 语 ， 
要 来 找 积分 
[sta =a +o, 


使 硒 i=w(z) 这 个 置换 后 可 由 它 得 出 所 求 的 积分 。 通 常 也 就 简写 
成 
| rar=|eDe (2) 
而 了 解 为 在 右边 积分 时 的 # 的 画 半 已 做 了 上进 桂 搞 。 
例如 , 我 们 来 求 积分 
| sinswoosgzdz 
刻 然 qdasinz=cogzdr 区 全 二 sin%y 税 积 式 变 汶 
ain ycostdz 一 sinaxdsinz 一 只 0 
最 后 一 式 的 积分 很 容易 算出 : 
_# 
| tdi= + 0. 
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剩 下 只 要 忆 sinz 代 tt 而 变 回 变量 4 
< Jsinzooswdr=s3 +0 


要 注意 的 是 ， 在 选择 简化 被 积 式 的 锌 换 上 一 oktz) 时 要 记得 被 
积 式 中 须 有 因子 w(x)dx 这 个 答 出 新 变数 革 的 微分 的 部 分 [和 参 间 
(1)]。 在 前 例 中 国 换 t= sinx 的 成 功 是 由 于 有 soszaz= 必 这 个 
因子 。 

关于 这 一 点 我 们 来 看 一 个 有 数 育 意义 的 例子 ; 

| Sin Se, 

这 里 置换 + = sins 是 不 适用 的 ,因为 小 有 所 强 那 条 因子 。 如 果 由 被 积 式 昌吉 
图 分 纪 丙 子 snxaz (或 一 sinwdzx 更 好 作为 新 变数 的 微分 ， 期 置换 应 鼓 是 
t= cosx; 县 然 制 下 部 分 


和 — Hinix= cngirm—1 
在 这 苦境 之 下 简化 ， 居所 取 思 换 是 适当 的 。 了 是 我 们 有 
sin srdz= | 一 dt == 2Z_ oogw+0. 


有 于 置 撞 法 世 坟 与 所 祝 不 同 的 形式 米 应 用 。 郎 ， 在 帘 积 式 

flz)dz 里 遇 以 新 变量 1 的 求 数 4 一 9( 四 来 替换 Zz 而 桔 果 得 出 
PEDP at= gt at 
显然 、 加 梨 在 这 个 式 子 里 作 嚼 换 =w(x}， 这 里 w(w?) 蚌 Fp( 拉 的 反 
图 数 , 我 们 就 加 天 了 所 求 的 铃 积 式 了 (zw)dr。 所 以， 等 式 (2) 依 然 成 
立 , 而 在 此 计算 积分 后 右 过 应 分 上 一 oz)。 
我 们 来 求 这 个 积分 作为 一 个 例子 : 
” IV EE 

根 号 下 的 下 方差 (第 一 个 平方 是 常数 ) 据 示 我 们 三 角 寺 的 z=asint. 四 


or 


四 ”家 在 此 指出 ,zx 看 作 是 变化 于 一 9 与 4 之 阐 , 而 + 变化 子 一 豆 与 村 之 间 。 所 以 


并 
下 关 aCSim 


一 过 一 - 
于 是 有 . 
| Ma =a008t, dr=icostadt 
汗 且 . 
人 dA 2| costdt. 
但 我 们 已 灼 知 道 积分 
or | osztdi -~ 叫 去 -地 sin2t |+0 | 
[159 段 , 8]。 为 了 变 回 到 z 我 们 全 t= arosin 一; 第 二 项 的 变换 这 样 做 比较 窜 
曼 : - 
和 sin3t = 立 asin tirost = Sa a 
如 起 贬 于 得 用 
iv 0 zt dr= 半 aV a 十 和 are sin 二 十. 
找 适 当 钾 摸 的 本 镇 可 以 鱼 软 如来 坪 养 。 虽然 对 蕊 不 能 烙 企 么 一 般 的 措 


示 : 但 有 助 于 导 技 起 坑 的 个 别 畦 次 方针 读 壮 可 在 下 一 艇 里 找到 一 些 ”在 典型 
的 情形 ， 沉 换 冉 列 在 懂得 正 廊 中 挫 由 。 


.例如 fe a , pd, FE 
Hh) 解 识 t= 我们 有 让 二 254zx， 于 晨 


{fe "dre ‘dt = 二 ett+O= 六 


Ee” 十 实 . 
6) 所 示 。” 几 间 一 租 换 法 。 管 案 。 arctgee 0. 在 两 神情 形 积分 客 有 有 
该 样 的 形式 : 
人 CY dr = | gr dr, 
这 旱 9 是 一 个 傈 于 税 分 的 栈 数 ; 对 于 这 种 税 今 自然 宜 -采取 荔 换 t= 


2 (| 至 do (OO jE | 


和 
撮 东 ”所 有 这 些 积分 都 有 这 样 的 形式 ; 


人 wino 宇 = |g llaz)alns, 


一 全 3 一 
而 用 置 措 t= jns. 
. 1 工 
管 秦 《8 可] 2 十 全; (Hylnlnzt+ (3) -Tt0. 
引 象 _ 
ocsing). * Co mA, [gleosa): "ginzdr, jsttgs) .-e i 
这 冬 形 状 的 积分 各 采 皮 转换 
t= 匠人 区 一 08 省 ， t=tg, 
们 加， 
《ay | Cos | aretgt+0=aretgsinz+ 0 


了 十 sin2x 


《三 》 eaaz=| 22 sin yy (二 一 = -in|#|+0O=—Inionzl 二 


4) 【1 (3 ‘GY Yetgaaz, 


解 (a) 若 合 t 一 2 十 1， 划 分子 2xdz 恰 成 dt; 而 读 积 分 化 为 
[ 宇 =InltlO=In(+D)+0.. 


我 们 要 尘 主 ; 只 要 被 积 式 分 于 成 分 母 的 微分 而 所 器 积分 有 


六) _ [afiry 
Fim) az 一 | Fix) 


形式 时 , 总 是 用 上 = 六 2 这 个 轿 换 就 解决 脱 题 子 : 
[=Intt 1+0=1n|f (1+0. 


这 样 我 们 有 
Coy | etgzaz =- [2= In|sinzj 十 局 [大 阅 3{6)]. 


Tt 
5) | 二 . 
nit a dr 
浇 换 : =atgt@D, da top 2 +o 0 iit [rey 


= Bf eos: idt = Datt tsinteost) +0 [参半 154 段 , 87。 


@ 在 此 只 要 咒 ; 0 
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现在 合 t= arctg = 持 B tgt = 二 表册 sint 及 cosf 而 杰 固 变数 四 如 此 
最 后 有 


2 1 EM _ 


ee (om0) 


”人 VBITG -ix 而 取 上 作 新 求 数 。 平 方 起 求 ， 两 边 的 z 消去 ， 精 时 


~- #2 一 站 
ot 1! 


| 一 二 一 一 一 在 一 t2 二 三 4 村 
, ~ : at ~ or ? “TT 


[和 Inltl tO=Inlst vy aTal+0. 


162, 分 部 积分 法 如 如 二 了 (z) 太 vt 一 g(x) 是 困 个 2 的 画 数 ,各 
具有 回转 导 画 数 w= 了 (x) 及 w=g'(z)。 于 是 按 梯 积 微分 潜 则 有 
二 二 vd 了 一 A 一 Va :显然 (wy) 的 原 国 数 是 
U0; 所 以 成 立 这 个 公式 


(wao = -pm 《3) 
这 个 公式 就 吉 出 分 邦 积分 的 法 出 。 它 把 wdv=w'd2 一 式 的 积 


分 化 为 wu = 一 式 的 积分 . 


例如 ， 设 要 来 冰 积 分 [zeosedz， 我 个 全 


uu=% d= coa mds, 如 此 dr= dr t= dnt 
而 按 公 过 {3) 有 


DD 全然 对 于 我 们 的 目的 只 要 有 一 种 方式 把 cosrdx 表 为 如 的 形式 就 行 了 ， 琢 
无 必要 宇 出 的 舍 企 意 常 数 的 一 般 形 式 。 这 虐 伟 后 应 范 在 心头 。 


| zcoszaz= | aesinz=zsinz- | sinzdz=zsinxt roaz+io, {44) 

如 此 , 分 部 积分 法 能 将 复杂 的 被 积 珊 数 zcos+ 化 为 简单 的 sin ge。 咽 便 积 
和 全 coszradz 而 得 肛 名 一 一 这 是 “分 上 部 积分 法 ”名称 的 来 源 。 

用 公式 (3) 来 计算 积分 必须 把 被 积 式 分 解 为 丁 个 因子 : % 及 
dv 二 vdx, 其 中 第 一 因子 在 滤 向 等 式 右 演 的 积分 时 要 也 已 徽 分， 而 
第 二 因子 要 予以 积分 。 必 须 尽量 使 微分 dv 积分 起 来 没有 困难 ， 
并 使 以 du 替代 ,以 0 营 代 dv 后 总 起 来 能 使 彼 积 式 化 简 。 如 此 ， 
在 前 例 中 显然 不 宜 ( 凡 万 褒 ) 取 xdx 作 dw 而 取 cosz 作 We 


舟 猎 菜 笑 后 就 不 会 对 wo 的 取 法 威 党 困难 而 能 立 朗 运用 公式 


了 [ 寡 关 (4)J。 
分 部 积分 法 适用 范围 较 变 数 痊 换 法 稍 罕 ， 但 也 有 许多 整 类 的 
”积分 是 可 以 用 这 方法 来 计算 的 , 例如 


| 2 rar, | x gin bwdr, [x cos brdzr, wredzr, 于 等。 


163, 例 1) | zlnwaz. 
laz 的 散 分 能 起 简化 作用 ,， 所 以 我 休 裔 
ulnz， 员 二 widr， 如 邮 dw 一 字 ，v= 工 2 
人 enzae= 去 winz- 寺 人 "dz 一 卫 nr 一 和 十- 
2) Ca) | lnzdz，《〈6) |aretgzaz 
在 两 种 情形 都 取 de 一 do 如 此 得 : 
(3) | lnzaz=zlnz 一 | zalnz=zlnz- 人 ac=ztnz-D+G 


一 一 -dx 一 


(6 | aretgmiz= zaretgz-|zaaretgz= saretgz 一 1 TI 


= XarO4L -Fln(w?+1) 十 它 [16I1 自 ,4%)].. 


i st ss . 一 
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二) Iasin der。 


我 们 有 


| za 一 coat) = -zeosz—{( —o0sr)dtriys 


= ons wt Ireosrdr. 
如 二 黎 情 把 所 求 的 积分 化 成 了 巴 知 的 积分 [162 段 ，(4) ]; 将 就 结果 民 
入 上 渤 朗 每 . 
| zgin ms = 一 中 2605 闪 十 号 [sinz 十 os2z) 十 安 ， 
在 一 般 稍 复杂 的 展 下 这 里 分 部 积分 法 需要 施用 两 欢 。. 
同样 ; 由 章 复 施用 此 主 可 算出 下 列 积分 : 
| 了 (er | Prix)sinbrdzr, | Plr) eosbhrdrs 
这 里 五 (z) 是 + 的 多 项 式 。 
4) 有 趣 的 例子 是 积分 
| seos brdr, esi brasr. 


如 果 对 它们 施行 分 部 积分 法 (在 两 例 都 取 , 比方 通 ， 49 一 er，v 二 二 eo) 
则 得 


| eeos brdr= 十 e77008 加 下 十 =| srsintrdr, 


| erssin hraz= 二 6 9in bs.— 2 ferroos bod. 


如 下 , 每 个 积分 多 宙 另 一 积分 所 雪 内 人 。 
， 但 如 果 以 第 二 公式 里 的 积分 代入 第 一 公式 , 则 时 出 一 个 关 皇 第 一 积分 的 


{eoospzar= Buinbr-| neogbhsr go 


全 二 六 +0, 


思 ” 如果 操 积分 理解 为 确定 的 原画 数 "天 并 158 眉 注 ], 则 机 在 第 二 公式 中 有 与 第 
一 从 起 中 相 局 的 夯 致 时 ,严格 设 来 ， 自 苇 在 有 边 下 附加 一 个 常 况 ， 当然 , ' 世 在 最 后 的 式 
子 里 将 筱 手数 已 及 嫂 : 所 吸收 。 


回 粹 求 肌 第 二 积分 为 : 

{ ersinbaadr = ssinbe boosbs , sr4+ 0 

5) 作为 分 部 积分 基诺 用 的 最 后 一 个 例子 ， 我 们 来 推导 计算 这 个 积分 的 
遂 推 公式 : 


| . 
.= [rs bs 


应 用 公式 (3) 而 合 四 
2 dr 
WT 有 
我 由 得 出 
_ 于 EE 
ta rt ee 


后 一 税 分 可 变换 如 下 ; 
{Xo 


了 
完 
(rm Td | tar dr 


一 
糙 几 式 代 大 前 面 的 等 式 , 我 们 得 出 这 个 关 柔 : 


Tn TT 2s Bnei nr 
i] 
1 Ee 2n 一 11 
J it = Dada (ri aiyr + Dm id ne (5) 


所 得 公式 把 积分 Jnti 的 计算 化 为 的 计算 , 使 指标 值 降 1, 知道 了 积分 
= 二 aretg 之 


L159 委 , 6)(6); 我 内 取 其 一 个 信 j, 边 此 公式 w= 工时, 得 
2 
Da tea 
[这 苇 果 我 们 前 合击 别 的 方法 得 则 ， 参 关 161 段 , 5)]。 在 公式 (5) 中 使 二 2 
更 得 


可 一 


下 
“2 + gate 


二 时 3 
I TT 2 


这 样 推 下 去 。 如 此 我 们 可 以 对 任何 自然 数 撕 标 算出 积分 了。 


I + Be rr + or Bar retg 


一 引 台 一 


“对 8。 有 理 式 的 积分 


164. 有 限 形式 积分 法 问题 的 提出 ”我 们 已 坡 熟 悉 了 一 些 计算 
不 定 积分 的 初等 方法 。 这 些 方 法 并 不 能 确切 种 定 计算 一 个 积分 时 
罕 应 走 什么 途径 , 而 年 往 取 决 于 计算 者 的 技巧 ,在 这 一 段 及 趴 下 各 
段 我 们 将 番 麻 一 些 重 要 的 特殊 类 型 的 融 数 并 且 对 其 积分 建立 一 种 
完全 确定 的 计算 程序 。 
现在 我 们 来 表明， 在 积分 上 述 类 型 的 函数 时 究竟 要 注意 的 是 
什么 , 以 及 按照 什么 梯 的 原则 而 把 它们 特别 划分 出 来 。 
在 中段 时 已 经 描述 过 数学 分 析 首先 应 用 到 的 丽 数 的 类 别 ; 这 
就 是 所 谓 初 等 画 数 及 由 初等 画 数 有 限 次 算术 运算 及 淡 置 所 下 出 的 
画 数 (未 经 极限 过 程 )。 
在 第 五 章 里 我 们 已 经 着 到， 所 有 这 种 画 数 都 是 可 微分 的 并 且 
其 导 男 数 仍 属 于 同一 类 型 。 积 分 的 情形 就 不 同 了 : 常常 会 属于 所 
如 这 类 理 的 画 数 积分 后 不 局 于 哉 类 了 , 也 就 是 吝 , 不 能 以 有 限 灵 上 
这 拓 作 用 初等 再 数 表 出 了 。 属 了 这 种 显然 不 能 赤 为 有 限 形 戏 的 积 
分 的 例子 有 
| 一 oo |s; ndr, | eesszaw 
(2 | de, -2 


其 他 这 类 例子 以 后 还 要 举 出 (169 段 及 I?2 ]。 反 要 注意 多 


| 
和 


I 


能 以 有 限 形 式 实现 基 积 分 的 国 数 所 知道 的 只 有 不 凶 几 种 类 
型 ; 这 些 类 型 我 们 将 罗 加 研究 。 其 中 龙 其 应 将 有 理 画 数 这 个 重要 


四” 参 因 186 和 妥 对 此 所 嗲 的 镍 。 后 而 193 其 我 们 还 要 蔬 到 这 一 点 。: 


-一 3 一 
类 型 放 在 第 一 位 。 

165. 简单 分 数 及 其 积分 ” 径 然 假 分 式 可 以 分 思 整 式 部 分 而 其 
积分 并 无 困难 ， 我 们 只 要 从 事 壬 分 式 (分 子 次 数 低 守 分 母 ) 的 积分 
就 行 了 。 | 

就 中 我 们 在 此 先 灵 前 所 谓 葡 单 分 式 ; 这 就 是 下 列 四 种 类 异 的 

分 式 : 


总 过 有 3 十 可 Hat+N 
a to Brot titpeta™ 
(b=2, 8, ee) (m=2, 3,.…) 
这 里 4, 及 ,入 , 0,.p;9 都 是 实数 ;下 及 IY 两 型 的 分 式 我 们 假 衣 三 项 
式 2 十 pr 十 #9 无 实 根 而 、 
_ 
z 他 人 。 
工 及 工 两 型 分 式 我 们 已 经 会 积分 [159 段 ,4) ]: 
4 这 = 4imnlz 一 zl 二 e - 
4 1 - 
de- G0 | 


芝 于 下 及 人 两 型 分 式 则 其 积分 用 下 列 交 换 可 以 省 为 ,我 们 由 
22 十 pt 十 9 一 式 里 分 出 一 个 二 项 式 的 完全 平方 :， 


人- 


加 六 全 -Zz ) 
-(z+$) + 人 (2 5) 


最 后 括 绝 里 的 式 子 按 假 届 是 正 数 , 可 分 其 等 于 wz, 如 果 取 


1 
a= + 二 


现在 我 们 矢 取 贞 杭 


一 30 一 


+ -ar=dt, 


nr+y=+e, Mr+N= Mi+( N-2) 


于 是 在 各 型 的 : 汪 形 我 们 有 : 
+r dip 
; ME 冯 一 一 二 
dee| ( 可 2 :t= 
Tiy t+ 


-A oidt i(w-22j| dt _ 

2 二 a 号 /+a 

Mi nr l -2 二 

= nt te) rai(y 3 Jarotg tO, 


变 回 2 大 以 a 的 原 值 代入 则 有 : 
| Mw 二 讨 


dn 十 2 十 他 十 


2N — Mp gx+p 
+ or ‘le yg — 0 tO 
对 于 TI 型 由 间 样 的 慎 挽 得; 


_Mp 
we 
{x 十 2U 十 g (a) 
MI 2tat -38) dt 
caro (ets 1 
右边 的 第 一 个 积分 窜 史 用 置换 世 十 好 一 区 34 性 一 du 来 计算 : 
21dt du 1 1 
(a) | 委 mi wit 0 = 
1 1 
TO (2) 


右边 第 二 个 积分 在 尾音 的 ;之 下 可 以 用 163 段 (5) 的 递 推 公式 来 
计算 。 然 后 只 晋 下 在 千 果 中 合 ; -和 i 恢复 原 变 数 z。 


一 5321 一 
到 此 简单 分 式 的 积分 问题 完全 解决 了 。 
166. 半分 式 的 积分 如 此 , 简单 分 式 的 积分 我 们 已 丢 会 做 了 。 
至 于 任意 的 里 分 式 ， 则 其 积分 要 依据 F 丁 这 个 在 代 束 骂 各 里 所 证 
嚼 的 重要 玩 理 : 


处 个 半分 式 | 
Pim) 
We) 

都 可 以 分 解 汶 有 限 个 简单 分 式 之 和 ， 


er re rr ee rT ED 


这 其 分 式 分 解 为 简 分 式 问题 密切 联系 着 其 分 母 的 因子 分 解 闫 
“ 题 。 大 案 知 道 , 每 个 带 实 系数 的 过 项 式 都 可 以 分 解 为 x 一 ga 及 如 十 
二 px 十 9 型 的 实 因子 ; 在 比 二 次 因子 假设 是 梁 有 实 根 的 ， 所 以 不 能 
再 分 解 苍 一 灾 实 因子 。 把 相同 的 因子 【如 果 有 的 贡 ) 合 井 在 一 起 ， 
井 生 为 简单 起 内 假设 多 项 式 8(z) 的 最 高 次 项 邓 数 等 于 1， 如 此 可 
坊 把 这 多 项 式 的 分 解 式 莘 酷 地 写成 
四 (zy 一 {Rm Ea (3) 

的 形状 , 这 里 ……:, xm，…… 是 自然 数 ，。 

我 们 注意 , 如 果 多 项 式 @ 的 家 数 是 2%, 旭 旺 然 所 有 指数 大 的 总 
和 加 上 所 有 指数 双 的 总 和 的 两 倍 就 恰恰 得 出 %: 


E+ m=n (4) 


在 代数 思 已 炙 让 有 ,对 于 身分 式 分 母 分 解 式 中 每 个 象 (2 一 a)* 


这 样 的 因子 , 恒 有 这 样 一 粗 雍 个 简单 分 式 与 之 相应 : 


4 -上 4 A 

wa aay t Tea 

而 对 于 每 个 象 (2 十 pz 十 四 * 这 样 的 因子 ， 异 有 这 样 一 组 宫 个 隧 单 
从 式 与 之 相应 : 

Mr Ni Mag Ns es Wn Dm C6) 


w+ pr g 《号 十 了 二 9 了 A + prt gq 


(5) 


一 双 2 一 
这 里 4, Hz, N 等 都 是 数字 系数。 各 此 ， 知 道 了 分 解 式 (3), 则 所 答 
分 式 万 所 要 分 解 成 的 简单 分 式 的 分 避 了 就 知道 了 。 剩 下 的 只 是 决 
定 分 子 的 问题 , 也 即 决定 4 用 ,NW 等 系数 的 问题 。 旗 然 (5) 直 分 式 
的 分 子 有 到 个 系数 , 队 (6) 租 分 式 的 分 子 有 2m 个 系数 ， 则 由 (人 ) 式 


其 总 数 汶 nn。 
要 决定 上 述 系 数 通 常 条 用 未 定 系数 法 ， 其 法 如 下 。 知道 了 分 式 


右 的 分 解 式 的 形式 ,将 它 写 在 等 式 右边 ， 分 子 里 带 着 未 定 系 数 ( 用 
字母 丧 出 ) 。 所 有 简单 分 式 的 公分 二 显然 应 该 是 9; 把 它们 加 起 来 
而 得 一 身分 式 ?。 现 在 如 果 将 两边 的 分 二 8 去 挤 ， 则 得 一 个 < 的 
恒等式 , 其 两 边 都 是 一 1 次 的 多 项 式 。 有 边 多 项 式 各 * 方 塞 的 条 
数 都 是 未 定 系数 的 一 次 齐 次 式 ， 将 它们 各 与 多 项 式 P 的 相应 数字 
”系数 对 等 起 来 ， 艇 于 得 出 一 租 ”个 一 次 方程 ， 由 此 定 出 妊 未 定 系 
数 。 谣 然 预先 知道 访 分 式 一 定 能 分 解 为 简章 分 式 ， 故 所 疝 这 租 方 
程 也 一 定 是 可 解 的 , 朗 不 会 是 矛盾 的 。 

驶 且 ， 刻 然 所 条 这 租 方程 无 洽 其 自由 项 ( 邹 多 项 式 一 的 系数 ) 
如 何 选 择 总 是 有 解 的 , 则 其 行列 式 必 不 等 于 0。 挤 名 话说 , 这 和 粗 方 
程 总 是 有 定 解 的 。 如 此 也 就 顺便 让 阴 了 算 分 式 分 解 为 简单 分 式 的 
分 解法 是 惟一 的 


议 二 所 堆 的 现在 举例 说 明 如 下 。 


2m3 二 2r 二 13 
没 答 了 一 分 式 722 守 吕 寺 坞 ，。 按 一 般 的 定理 它 应 有 这 样 的 分 解 式 : 


22z2 十 2r 十 13 A BC Tew 十 硬 
(YY 一 2) (zz 十 1)2 wc-2 wi+l Crt1)2" 

乾 焙 来 决定 其 系数 则 ， B, 0, o, 吾 ， 由 这 个 恒 圭 式 田 发， 

2 十 22 十 13= 4 人 2 二 1 十 (Bz 十 如 ) (et1) (zr 2) + (Dri+ E(x—2). 


对 等 两 过 z 同方 泄 的 系数 ,我们 得 一 和 组 五 个 方程 


名 ”有理 丫 分 式 之 和 恒 为 鞭 分 式 。 


一 923 一 
4| A+B =0, 
3| 2B+0 =0, 
2| 24+B -20+D =%, 


#1 一 2 十 三 一 3 十 召 一 2 
型 A—20—28m13, 
中 此 解 得 
习 二 1， B=—1, ?= 3, D=—» FEF=~—4, 


最后 得 上 出 一 
2z2 十 2r 十 13 1 w+2 : 3x+4 


(zs— (tly wd rtl™ (rly 


刚才 所 建立 的 代数 事实 可 直 搂 应 用 了 于 有 理 分 式 的 积分 。 我们 - 
在 上 一 段 已 经 看 到 ， 简 分 式 可 积分 为 有 限 的 形式 。 现 在 我 们 对 尾 
意 的 有 理 分 式 电 同样 可 以 玫 样 谣 。 如 果 榨 关 一 - 通 表 以 来 出 多 项 式 
及 性 人 盘 式 的 积分 的 画 数 的 类 别 ， 划 可 陈述 出 这 个 比较 确切 的 精 
如: 

性 何 有 理 画 数 的 积分 都 能 以 有 限 的 形式 用 有 理 夯 数 、 对 数 及 


alibaba 


例如 回 到 刚才 那个 例子 大 记得 前 面 所 时 出 的 公式 (165 假 )， 我 全 有 : 


' 2 十 35 十 3 dre Z 十 3 3 3F 十 _3r+4 
{TT 一 22) ‘s+]) 一 TF 2 TT 
- = i ne 2 一 44arcet 开 十 已， 


“2 +1l 2 十 ] 
注 人 入 分 式 (部 分 分 式 ) 分 解法 举 源 于 区 上 尼 慈 。 他 很 轻松 地 克服 子 分 
八里 的 一 次 因 于 , 那 悄 是 相应 十 重 很 的 。 在 虚 模 的 情形 则 沫 小 尼 兹 将 每 个 这 
种 根 与 其 共 辐 模 两 两 结合 而 得 实 二 次 式 。 但 这 他 不 是 永远 成 功 的 ， 例 如 
stat = (mH Darta?) (zz 一 Dora). 
这 个 分 解 泪 他 当时 就 不 会 , 而 是 后 来 戴 芝 所 指 而 的 。 决 定 溪 分 式 分 子 的 未 定 
条 数 法 属于 移 坦 ， 上 努 里 。 
167. 奥 斯 度 罗 执 拉 德 斯 基 的 积分 有 理 闻 分 分 出 法 类 斯 蛤 多 属 拉 德 上 


“一 


一 -32 生 一 

关中 指出 了 一 种 方法 ,使 涡 分 式 的 积分 大 为 简化 。 这 方法 能 拒 积分 的 有 理 部 

分 坟 隶 代数 方式 分 离 出 来 。 
我 们 已 起 看 到 (165 段 )， 积 分 II 与 11 型 簿 分 式 时 ， 在 积分 精 果 中 得 出 

有 理 项 。 存 前 一 种 博 民 积分 立即 可 以 写 出 : 


| 4 1 
[es to (7) 
现在 我 们 来 确定 , 积分 
Mx+N p’ 
过 页 有 :下 样 的 有 理 部 分 。 


诉 隔 我 们 所 熟悉 的 置换 = 十 生 一 上 而 利 用 等 式 (1) (2) 长 163 段 的 递 失 


公式 (5); 在 此 n=m%w 一 1。 甘 回复 为 灾 数 z 则 得 
| Mri+N 页 和 十! tol [ey 
(CTT (tp ram it oT pr Tom ， 


这 里 于 ,NM' 及 器 事 示 常数 系数 ， 按 此 公式 ， 将 六 代 以 mm 一 1 荐 加 >2 出 对 
其 中 后 一 积分 我 们 有 
| oo 型 1 二 tr +8 x “ 
(T2 + pIHa ml (ri prto) 富 5 | (二 十 和 和 


如 此 递 推 , 直到 右 动 积分 中 三 项 式 2?+ pz 二 4 的 指 梁 降 军 1 为 止 。 所 有 逐次 
分 六 的 有 理 项 都 是 鞭 分 式 。 归 并 起 来 得 糖 虹 如 下 : 


财 十 六 jz . Rly +x[ RE 
J Cri prta {at Priam it petg 


这 时 RUx) 是 一 个 多 项 式 ， 其 次 数 丘 于 分 国 四 ， 大 是 一 个 沉 数 。 
嫩 有 一 不 可 绝 划 分 式 吾 ; 并 设 其 分 伍 抽 分 解 成 简章 因 于 [参天 (3)]。 于 
是 将 于 分 起 的 积分 表 为 (5) 上 (0) 形 起 的 分 式 的 积分 之 和 和 。 营 (或 各 } 大 于 


C8) 


2, 基 所 有 分 式 租 (5)[ 或 (6) 的 积分 除 第 一 个 外 都 可 控 公 式 (7) [或 (8)] 来 变 


网 。 把 所 有 入 些 苦果 归 间 起 计 ， 获 于 导出 这 样 一 个 公式 : 


Po EPE TVPaf2) 
Qtze) Cr) | 


et (9) 


有 


家 和 大学 家 。 
男 基于 166 眉 诡 注 。 


rr 


一 和 2 吕 一 ， 
这 积分 的 有 理 部 分 于 是 由 下 面 所 身 册 的 有 理 吉 分 相 加 而 得 的 ; 因 厂 它 首先 是 


一 个 凌 分 式 , 而 其 分 慰 有 分 仇 式 
一 dl 十 Dz 十 le 


至 于 积分 务 下 的 分 式 全 ， 则 安 可 由 工 及 下 型 分 式 租 吉 而 得 ， 如 此 它 也 是 一 个 


着 分 式 而 
Ram) (rapt 
虹 然 [参天 人)]， 外 二 多 人 . 
公 过 上 风 是 全 时期 腹 村 格拉 德 斯 关公 去 。 


经 过 微分 , 恋 公 式 可 灰 成 这 个 等 价 的 形式 : 


=[ 妇 | + 全 (to) 


我 们 扎 靶 知道 ， 如 果 已 知 多 项 式 和 的 因子 分 解 为 式 (3), 则 多 项 式 旬 及 
9; 就 容易 找 霹 。 但 它们 不 舍 这 因子 分 钥 式 也 能 决定 。 事 实 上 ， 师 然 导 数 式 
人 @@ 包含 旦 所 分 嘱 成 的 全 部 因子 ， 而 指数 降 一 . 则 81 就 是 8 和 9' 的 最 大 公 因 
子 , 因此 可 以 由 这 些 多 项 式 用 思 转 相 除 之 类 的 方法 来 决定 。 如 时 外 已 知 , 则 
由 只 要 1 除 总 即 得 。 

现在 再 求 决定 公式 (10) 里 的 分 子 Pi 和 Po。 这 也 用 未 定 系数 法 。 

以 np ms 省 囊 多 项 式 外 Wy 生 的 或 数 ， 而 则 十 加 = 十 于 是 多 项 起 已， 
Py 忆 的 次 数 将 不 高 于 % 一 2m 一 1 nz 一 1 我 们 把 Pi 及 Ps 下 成 带 未 定 柔 激 
的 和 一 工 耽 项 同一 上 沪 的 多项式 杀 数 的 个 数 冲 其 是 员 十 mz， 邹 # 个。 我 位 
把 C10) 里 的 微分 做 出 来 

0 PO ,Ps, EE 
嫩 Qs a 

更 在 绵 们 来 年 明 ， 第 一 个 分 式 异 可 净 其 分 亩 化 为 出 而 分 子 仿 保持 为 整 

式 。 印 
r 
POP TT We pgp 
i G0. g 

这 里 互 志 示 岂 中 。 但 这 个 分 式 可 来 为 整 式 。 惠 实 上 , 如果 全 包含 (z 一 a)* 而 
kz] 则 丰 t 包 含 (一 6 3 而 信和 包含 jw 一 吕 对 (十 pz 二 gm) 形式 
的 多 项 式 而 可 也 可 必 同 样 的 精 险 。 所 以 分 子 鼠 可 被 分 好 整除， 而 今后 也 可 


1 


一 乳 6 一 
理解 为 上 束 多项式 (次 数 为 加 一 1)。 

解除 公分 母 8, 得 恒等式 

Pi — PIH+ Pi =P, 

其 两 锯 为 上 -~ ] 次 的 多 项 式 。 于 是 ,同上 面 -“ 样 , 要 决定 所 引 T 有 的 2 个 未 定 系 
数 我 们 得 一 棚 关 个 一 欢 方 程 。 

上 新 然 已 释 衣 册 , 无 疹 己 如何 分 解 《10) 首 是 可 能 的 , 央 问 一 次 太 程 租 无 谢 
常数 项 (自由 项 ) 如 何 选 取 总 是 有 解 的 。 由 引 推 知 其 行列 式 异 十 0 而 就 方 入 
组 必 有 定 解 , 并且 (10} 式 在 所 指定 分 母 1 及 @ 之 下 , 其 分 解法 是 惟一 的 中 。 


例 发 要 分 出 积分 
dr +de + 16r? + 112228 
【十 202 十 了 7 
的 有 理 部 分 。 
我 们 有 


= = i) = rz 十 1， 


4r'+ dx 16x? T1238 =| | dr 十 ez 十 地 
【区 3 十 2 十 卫 十 二 3 和 二 十 ww 十 1 


十 十 工 十 1 
午时 有 
4 + dw 1 122+8= {295 {r+ 二 x*w 二 1) ~ 
一 Car 十 prot3r torA+1) + (drert A 二 + 2 十 十 1). 
对 等 两 边 疗 次 项 的 乘 数 而 得 一 方程 租 , 由 此 定 由 未 知 条 数 @ …, ff: 
于 |1G= 以 在 以 下 方程 由 @ 已 计 久 ,不 表明 写 ) 


Te | 一 十 #8 二 和 . 

本 | 一 中 -+e 十 了 一 4 K 一 一 了 五 一 十 ， 
2 4 一 疙 一 3 十 2 十 了 二 1 6 二 一 4， 如 一 由 
好 2 一 236 十 6 十 耻 = 1 2 a=3, f=3. 
了 1 一 上 4- 了 一 站 


如 此 , 所 求 积 分 为 


3 一 区 于 和 


| de tr +160 + 13778 — 
(attl) etritrtl 
他 se 一 加 十 竹 


+3| 


I> rer t 3aretbgst 让 . 


中 参阅 区 3 矶 关于 蝶 分 式 分 解 为 莘 分 式 的 类 介 的 碳 。 


On, .. 


--997 一 


在 这 个 例子 里 后 一 积分 很 容易 一 下 就 算 内 来 。 在 别 的 例子 往往 织 重 新 分 解 为 
得分 式 。 但 近 方 法 也 可 与 前 面 的 方法 精 合 起 来 。 


$ 3。 某 些 根 式 的 积分 法 
168，R(z,Y 下 二 8 )ara 型 很 式 的 积分 法 上 三 我 们 已 研 寺 
候 样 以 有 限 的 形式 求 有 理 微分 式 的 积分 。 以 下 各 种 类 型 微分 式 的 
积分 主要 地 就 是 要 找 这 样 的 置换 1 一 w(z) (这 里 w 就 以 初等 丽 数 
表 出 )， 将 被 积 式 化 为 有 理 形式 。 这 种 方法 我 们 叫 伍 被 积 式 的 有 理 
化 方法 。 
作为 这 种 方法 的 第 一 个 应 用 实例 我 们 来 看 这 样 的 积分 : 


飞 守 二 -如 
| az VY 224 有 4 )az, (1) 
这 时 玉 表示 双 和 月 变数 有 理 沽 数 , rw 是 自然 数 , 0 2,Y, 3 县 常数 ， 
合 


_ _ orth jn_ Ort+p 
t=ow(x) V+, t yta’ ™ —p(#) = 


at™*—B 
一 


该 积分 化 为 
[R90, Dp' Cas 
这 里 微分 式 已 区 有 了 有 理 形式 , 因为 R,9,9' 都 是 有 理 珊 数 。 于 是 
可 以 控 部 段 的 方法 算 岂 这 个 积分 ,并 分 1=w(z) 而 变 回 原 变 数 。 
可 化 为 (1) 型 积分 的 还 有 这 些 更 一 般 的 积分 : 
,fOr Yr Qaxpa NY 
ja(» (SF), 人 ja 
这 至 所 有 指数 *, s …… 都 是 有 理 数 ; 只 要 把 这 些 指数 化 为 同 分 母 
mm 而 使 被 积 式 碟 为 ” 与 Y - 竺 二 和 的 有 再世 数 就 行 了 。 


叶 千 后 一 律 以 R 烘 示 其 和 变数 的 有 理 副 数 。 


一 328 一 


| 
2 


党 
3 jz+1 tl ，， 6 
1 
于 是 
3 十 1 Ax 一 3 t+2 
| i 
1, £2 2 十 二 
= 互 省 二 Dy Laretg 7 十 如 
az 十 ] 
这 里 t= V2 
169. 二 项 式微 分 的 积分 法 所 谓 二 项 式微 分 就 是 
emgt pr Tax 


这 样 的 式 子 , 这 里 @5 是 尾 党 的 常数 , mm,%,p 是 有 理 数 。 我 们 来 诸 
这 种 式 子 积分 成 有 眼 形式 的 情形 。 

这 一 个 特殊 情形 是 很 明显 的 : 如 果 了 是 整数 ( 正 、 和 下 天 则 
上 式 臣 为 前段 所 讨论 的 类 型 。 这 就 是 说 ， 如 果 以 入 志 示 分 数 n 与 
站 的 分 匡 的 最 小 公 倍 数 , 则 我 们 在 此 有 刁 (XA dz 这 样 的 式 子 , 而 
其 有 理化 只 要 采取 人 种 换 二 x 就 行 了 。 

现在 我 们 用 z 二 x” 来 把 前 面 所 答 的 式 子 予 以 变换 。 
于 是 有 


gm (t+ ba yrde 1 (q+ 62) re ld 


并 且 汶 简单 计 分 


3 十 二 


名 -l=g 


而 有 
je"c+ br aw = 二 |(a + bz)rerde, (2) 


如 果 4 是 整数 , 草 我 们 又 将 导 荡 所 诸 脸 过 的 那 种 闫 型 的 式 子 ， 


本 


-一 妆 2 站 一 
事实 上 ,如 果 以 > 表示 分 数 了 的 分 母 ， 则 经 变换 后 的 臣子 有 如 (3， 
Vat6z) 的 形式 。 被 积 式 的 有 理化 可 以 用 
t=ad dao Veat bs 


这 个 置换 来 实现 。 


最 后 , 我 们 把 (2) 式 第 二 积分 写成 这 样 : 


[E22) sas 
高 


容易 看 出 , 在 p+g 为 整数 时 我 们 也 有 所 讨论 过 的 情形 ; 变换 后 的 
式 子 有 R(z, 旬 的 形式 。 在 所 给 积分 中 被 积 式 也 可 章 取 由 


.下列 置 怕 来 有 理化 : 


+ 二 f=: /ar ?二 b. 


如 此 ， 车 
及 人 P19 
请 数 中 或 (同属 ) 
p,m tl Ln 
nn 如 


上 


分 成 有 限 形式 的 。 
我 们 来 看 几 个 例子 : 
1) SE |e ?+t) ia 
三 十 
1 i 
这 里 如 = 一 二 ， 和 t= 坟 当 一 朗 然 一 = 一 2 2， 则 我 们 有 第 二 种 
4 


一 外 9 一 


=Y1+V i, z=(t3—1), dr=12t(t3— 1)at, 


于 是 
| ri 
| Ca 《4ta 一 7 十 记 ， 等 等。 
Vs 
他 了 -二 
2 1- Tt #8， 
ml 
这 加 m= 二 0，# 二 4 p= 一 二 而 属 第 三 种 可 积 情形 ， 因 六 一 一 十 电 一 
-1 1_n dd. 
和 庶 0 这 里 和 4; 全 
4 + 1 
f= pl 二 ~ Ite z={t4—1) 4, 
5 
dz=— tt (tt ol) ar, 
了 
tn Ir =trot (tt 1 + 
| 
人 j= t+1 +—1 2 1 十 二 
工 ，|z+1] 1 ， 
一 去世 n || - 寺 aretgt+ 


入 等 。 


I170，RCY, a a 十 bz 十 0) 型 根 式 的 积分 法 欧 拉 氏 任 换 法 
现在 我 们 来 看 另 一 重要 潜 型 的 积分 
| es wv 十 -CT (3) 


当然 我 们 假 衣 这 二 次 三 项 式 没有 相等 的 根 , 如 此 其 平方 根 不 能 世 
有 理 式 来 替代 。 我 们 来 研究 三 种 诈 换 , 中 做 欧 控 证 换 , 出 此 这 里 的 
被 积 式 总 可 以 达成 有 理化 。 

第 一 种 置换 适用 于 a>0 的 情形 。 此 时 改 


a ord bri c=t or Hy, 


DD 也 可 址 Vor?+Bbrtc=t+V or, 


— 331— 
把 这 等 式 平方 起 来 , (对 消 两 边 的 aa2. -项 ) 得 如 十 一 天 一 2 a tx 
如 此 
Oe tbo 

ov att+b "~ eet br te 9 Gatto 


ee 
欧 拉 置 换 的 巧妙 就 在 , 得 出 一 个 一 次 方程 来 决定 4， 如 此 4 以 及 模 
式 v ax 十 px 十 5 同 时 都 能 以 上 的 有 利 式 表 出 。 
如 果 把 所 得 旗 式 代 大 (3), 则 半 葛 从 为 求 -一 个 二 的 有 理 画 数 的 
积分 。 最 后 须 合 
—v aw dre + a 
而 詹 复 到 变数 x。 
第 二 种 置换 适用 于 >0 的 情形 。 在 这 情形 可 以 设 


Vv amtbrie=rt+v em. 
如 果 平 方 起 来 , 两 边 对 消 c 并 葛 去 四 则 得 qz 十 6 一 zt2 十 2 全 让 
这 义 是 一 个 x 的 一 欢 广 程 。 由 此 有 
本 Dv ct—b 


at 


ve btiav ee 


， ~ er2 十 bite oi 


Var bi oa 
(a 1373 dt. 

将 此 代入 (3) 式 , 显然 我 们 就 达成 被 积 式 的 有 理化 ,于 是 积分 以 后 ， 

而 分 


好 和 一 之 


VPR 
法 1 上 面 所 考虑 的 两 种 情形 (a>=0 及 c> 9 一 种 可 售 z= 荆 


呈 咸 股 ww ET bie=rtm yo. 


一 8 和 一 


而 化 为 另 一 种 。 久 此 总 可 以 避 絮 利用 第 二 种 车 换 。 

最 后 ， 第 三 种 生 换 送 合 于 二 次 三 项 式 qx 十 bx 十 tc 有 ( 相 异 ) 实 
根 及 鼎 的 情形 。 于 是 这 三 项 式 , 大 家 知道 ,可 分 解 为 一 次 因子 

wr + bate=ats— NM (wo pp). 
我 们 襄 
Vv aribret+e=t(r— NA). 

玫 方 起 来 乔 鹏 去 x 一 XM， 在 此 又 得 出 一 个 一 次 方程 atx 一 凡 ) 一 
二 六 (zw 一 入 ), 如 此 


— QMt At” A— pt 
ji ww 5 了 二 5 一人 化 二 
一 六 
dx a Aat 


钾 血 。 
注 1 ”在 所 作假 识 之 下 根 式 V G(r 一 Rte 一 1 (为 硝 定 起 见 
可 斌 为 ,比方 襄 , 2 之 和 ) 可 以 变 为 | 
-NY 
的 形式 , 如 此 在 所 考虑 的 情形 


Rix, rv ori tote) =R(, Yak) 


而 我 们 事实 上 所 处 理 的 就 是 168 段 里 所 守 菩 过 的 那 种 类 型 的 微分 
第 三 种 欧 拉 转换 可 写成 
— Tw 
WA 
的 形式 , 这 就 与 在 168 段 所 已 指出 的 置换 一样 。 


更 在 我 们 来 证 明 ， 单 是 第 一 用 第 三 两 种 欧 扩 置 换 已 经 是 够 在 
一 切 可 能 情形 来 实现 43) 中 被 积 式 的 调理 化 了 。 事 实 上 , 如 笃 三 项 


和 看 车 下 理 时 


式 aw* 十 bz 十 c 有 实 棋 , 旭 我 们 已 看 出 可 适用 第 三 种 置换 。 如 其 没 


一 333_-。 
有 实 根 , 即 如 至 一 4ac<0 刚 三 项 式 
ei = 亏 [ 《26z 十 百 )2 十 《4ee 一 问 2 


在 变数 * 的 一 切 数 秆 之 下 恒 有 & 的 符号 ( 正 负 号 )。a<0 的 情形 我 
何不 威 兴趣 ,因为 此 时 根 式 完 双 没有 实数 值 。 在 o>0 的 情形 旭 适 
用 第 一 种 只 换 。 

上 而 这 些 论 廿 同时 也 就 导出 这 个 一 般 的 业 哈 : (3) 型 积分 总 可 
以 取 有 限 的 形式 , 并 日 表 出 这 种 积分 所 需要 的 西数 , 除去 用 以 表 出 
有 再 微 分 式 积分 的 画 数 以 外 , 还 只 需要 二 次 根 趟 。 


rm 一 rr rr 


例 1) 在 161 段 个 我们 事实 上 应 用 了 第 一 种 轿 措 来 计算 积分 


n+ 


虽然 第 一 个 基本 积分 
dx 
| Hal 
我 们 已 灵 会 用 初等 的 方法 来 做 , 但 为 了 款 习 起 见 , 我 们 现 相 食用 欧 拉 栓 换 。 
Wa) 如 黑光 用 第 三 种 置 找 


ar = ta 2), 


由 
{2 1] ,datat 5 at 
| ER 1 Vo = 
而 
ds sz | 
7F -2 re tegt+i+0 = aaretgA/ 4 一 “十 过- 
既然 有 重 等 式 


2aTC NE are asin 二 十 可 【一 让 志和 二 在， 
其 这 个 精 果 和 和 己 知 的 不 同 。 


| ed rd ee 


rr 


-中 4 


了 -一 一 2 人 = 一 2aretgt 上 CO= 
本 一 名 - 
二 下 
一 -2aretgs 二 Ya 一 -小刀 


这 里 我 何 碰 上 另 一 种 有 亏 的 情况 :这 精 果 各 别 适合 于 .区 后 (一 4,0) 及 区 间 
{Og 而 泪 态 T= 
一 2aretge te — Vo— 
类 二 意义 。 此 式 在 5 一 一 0 及 z 一 十 1 时 机 限 不 同 : 它们 各 等 于 "及 一 x; 对 
上 述 两 区 则 常数 0 各 取 不 同 数值 , 使 第 二 值 比 第 一 值 大 2", 如 此 能 做 成 一 个 
在 使 区 隔 ( 一 a, a) 瞎 粮 的 醒 数 , 只 要 在 +=0 时 取 左 右 共同 极限 作画 数值 就 
行 了 。 

这 回 我 们 还 是 得 出 了 以 前 的 糙 果 ， 只 是 形式 不 同 , 因为 我 们 有 这 个 异 等 


式 
aresin 二 和 过 过 
一 一 -一 下 ' 了 
oaretg rt VY a —r _ " 
信 - 
aresin 二 十 7， 一 避 芝 不 之 科 , 
他 工 
2) 【1 一 一 一 -一 -一 ， 
) T+ ri—x+1 
Ca) 先 采 用 第 -~ 种 甘 斤 ; Ar2 一 了 十 工 一 + 一 到 ， 
_ t?—1l1 _ gt 一 :十 1 
TT at 1] 了 dr a 
| 以 2 人 一 2 十 2 
了 十 Ar rt +t(2t—1) 
1 全 3 3 1 
-TD 
-3. 1 3 
= 一 与 于 一 TI 十 2 81 一 部 Ini2t 一 工 十 好。 
如 果 在 此 合 上 = 了 + VY 一 Tz 十 T， 则 最 后 得 : 


A -_3 1 
Le “一 由 十 二 2 24 十 2w7 wi—r+1—1 


-Inl2r+t2 Esti-ll+2lnls tM BsF1il+0. 
(6) 下 在 采用 第 二 种 置换 : V 5TT= iz- 1 


5 一 


2 一 二 t2 一 十 1 i2 t+1 
wT 二 一 2 “Tt Met1l= ~ ， 


7 十 A 2 一 区 十 1 = 


f 隶 丈 =| —213 二 2 一 2 i 二 
这 


Fw 如 一 了 1 一 1 十 1 
= 二 -二 庆 - 1 -了 -一 
由于 


-十 所 -去 t—1] -Sln t+i}i+to. 
= ;+2 ln | £1 ni | | 


莘 下 在 邮 合 t= 芝 一 < 二 ++1 ， 浆 明基 的 化 简 后 得 : 


| 斌 了 _ 3 + 
x mr r+1+r+1 


4+olnlv Riri+1| -nV sti-s+1| 一 


-FnV Eerietll 十 
这 式 于 虽 形 式 上 与 前 面 所 得 的 不 同 , 但 在 0!=0 十 二 这 关系 之 下 上 前 式 是 恒 
党 的 。 


$ 4， 含 有 三 角 函 数 六 指数 函数 的 式 子 的 积分 法 
171. 微分 式 瑟 (sinzy coosx)dz 的 积分 法 ”这 样 形式 的 微分 可 
以 用 置换 1 一 训 村 (一 <z<7) 来 有 理化 。 事实 十， 


Se se 
BInT 一 “ 2 on -tt 
4g T+ 1 于 
2 
zanetet, dr=— pL 
™ 2 2dq 
上 一世 
Rieinw, ooBxw)} dr ~ -R(T ji’ TB) Tr 


6 
如 此 , 条 

{RCsing, oosw) de 01) 

这 种 并 型 的 积分 恒 可 各 为 有 限 的 形式 ; 其 表 出 式 ， 除 有 理 微分 式 的 


积分 类 灯 中 所 见 的 各 种 丙 数 以 外 , 只 还 需要 三 角 画 数 。 
上 述 置 换 员 普通 运用 于 (1) 型 积分 ， 但 有 时 引起 较 复杂 的 计 
第 。 下 国 将 指出 一 些 可 以 用 过 简单 导 撞 村 成 目的 的 情形 。 我 们 先 
计 一 点 初等 代数 的 秆 备 知 识 。 
如 果 一 个 有 理 整 丽 数 或 分 式 醒 数 (wy 必 ) 在 其 一 个 自 变数 , 比 
方 说 蛮 寻 时 不 变 其 值 , 印 如 果 
RE~w ot) = RCW, Js 
剧 洗 可 以 化 为 
Rw v) = RW, v) 
的 形式 , 其 中 只 合 久 的 偶数 实 方 其。 
反之 ， 如 果 画 数 忆 (ae 在 & 变 号 时 变 值 , 朗 如 全 
下 (一同 针 一 一 可 (4 1) 
剧 寂 将 化 为 
Ru 5) = Ro(w, 0) 
的 形式 ; 这 只 要 把 上 放 的 话 应 用 到 画 数 也 妈妈 上 亦 序 可 以 推出 。 
1. 现在 识 Rwy?) 随 着 世 一 同 变 号 ; 于 是 
FR{sinz, oorxw)adz = Rol sin:r, cogx) sinzxd% = 
=— Roll — coogirx, Cogx)d oogr, 
而 有 理化 可 由 亿 反 1 二 cosx 达成 。 
IL 同样 ,如果 请 Cw 起 随 着 4 一 向 变 号 , 则 
Rlping, coer)dr = Ri( sing, cogsr) cos rdsro— 
= Rteins, 1 — sin’w}dsinx, 


如 此 这 里 宣 取 荔 换 {二 sinx. 


ne 


一 
8. 最 后 ， 我 们 假设 闸 数 天 fw, #3) 在 共和 名 加 时 变 号 时 不 变 其 


值 : 
Ri—%u, —Y) = RW v). 


在 这 情形 , 以 了 将 代 必 将 有 
Riw, 1) = 大 全 v0)= R*(, ) 


搂 面 数 尺 的 性 属 , 如 果 刀 和 + 变 号 (此 时 比率 二 不 变 ) 


ws -es 
RE*(Y, o) - Rr(, 2 ) 


R{sinz,s cosz) = Riltgz, osx)= Ri( ta, Ti) 


号 简单 一 成 , 分 


于 是 我 全 知道 


所 以 


Rlsing, cosr) = R(tge), 
> 六 型 计 | = 了 TT: 
这 里 可 以 由 愉 换 t= tof i ) 过 成 目 的 , 因为 
_ 
1+ #2 
表 之 为 三 个 上 上 述 尾 萄 类 型 的 式 子 之 和 ,例如 可 以 司 
RCw,?) = 生 TT 民 一 入 中 一) 


Rlging, eosr) dz = ROE) 


Rl- —2) 二 RR(m, 人 
一 一 一 本 一 


第 一 式 在 4 变 号 时 变 号 ,第 二 式 在 % 变 号 时 变 号 ,第 三 式 刚 在 % 与 


" Di 
rr rr pe eT 
rr 


-4989— 
v? 同时 变 导 时 不 变 其 值 。 将 Csinz, cosx) 式 俘 为 相应 如 项 ;出 可 
在 第 一 项 上 施用 只 换 1 = cosz 在 第 二 项 上 施用 督 换 + 一 sinz， 在 
第 三 项 上 施用 年 搞 主 一 按 Y。 如此， 对 于 (全 积分 的 计算 这 三 个 间 
换 就 能 了 。 

例 工 ) | sinzxeosargr。 证 家 式 在 eposm 代 以 一 eosy 时 变 号 , 故 了 到 证 找 


t= sn 


。 3 6 i 
| sinsrenssogx 一 | tl— tiat = 二 一 三 十 她 + 


2) [er 牙 积 式 在 sinz 代 以 一 sinz 太 cosx 代 以 一 50385 了 时 


tse0g 
不 变 其 值 。 二 是 农民 可 二 一 二 天 
dw + _,， 2 I 
| | qt 一 
=tgxz 2ctgxr— 于 etgsz 二 0. 
本 _ 本 世 i 
3) | ”SinzfStos2me 一 1y9 取 笨 所 # 一 cosx: 
| dx 2 ， 
sinr (2eosx—1) Jil— lor 
1 Tt 2 ead 
] -一 一 一 一 = 
Va It 2 也 | te 
1 1+V 2 nes | 下 
1] | 一 一 一 一 一 一 ln | te — Ee. 
a " 1— VEeoszl "| I+ 
4) 去 | 一 避 二 5dr (0<r<1l， -<z<r)。 在 此 我 们 一 律 施用 


权 摸 t=tg-— ge 如 此 有 


1 at 
ep i (TI—r 本 7 十 ( 工 寺 77 本 


= ATG te( 下 六 ) =arcte fi ig )+0. 


下 面 这 样 的 积分 也 可 化 为 这 个 税 分 : 


3 


全 -二 ”esz I reosr rss i -j[ 冯 + 一 他 
1—2renszrir 人 1— tr lr 


二 证 Are tg (4 tg 2) 十 局， 
172. 其 他 情形 概述 ”在 163 段 我 们 已 扣 到 过 ， 加 何 积 分 下 列 
各 种 形式 的 式 子 ; 


后 [Je Plr)ginbrdr, Plx) eosbrdr, 
这 里 已 是 一 个 整 式 。 值 竺 注意 的 是 ， 分 式 (% 为 自然 数 ) 
qn Sn ye, LOSrgy 
x ? Tr 2 和 
就 已 经 不 能 以 有 限 的 形式 积分 出 来 了 。 
用 分 部 积分 法 容易 栓 这 些 式 子 的 积分 建立 直 退 推 公式 并 各 昌 
车 为 三 种 基本 情形 : 
|Saz=| 生 =iy8C 积分 灶 数 ); 


my 


下 | nxgw 一 giw(“ 积 分 正弦 ”); 


I | ae 一 ciz(“ 积 分 余弦 ”)@。 
我 们 已 灰 知 道 [163 段 ,4) ] 这 几 个 积分 : 


| eeingwdr— em eer + 


| eTooghrdr = 2 onee bx ear 十 让, 


依据 它们 , 棍 以 有限 形 式 来 求 积分 
re ginbrdr, Jerer*oos bresy, 


这 里 #%= 02, 3, ……。 籽 就 是 向 , 按 分 部 积分 法 我 从 得: 


、 wainbr 一 hoogbx 
ze sandrdr or 
二 < 十 几 


B ”用量 的 = ing。 
四 但 三 种 情形 都 还 读 疯 定 其 任 书 滞 数 ;入 以 主事 做， 


| eazgim Bo 十 一 |e erroospedo 


a 二 信 十 可 
peinbr-tacoghe 
TE 站 兢 ~ 用 虹 避 
EerooPrdr—=s 一 一 人 一 
| pi 


_， 2 amt Binbxde — i i [ter oo0gbwdi, 


这 枫 个 浊 推 公式 可 以 把 我 们 所 要 考 庶 的 积分 归 化 为 =0 的 情形 。 


§$ 5。 椭圆 积分 
173. 定 巡 由 170 处 所 请 的 象 
| Rc, WA ar 十 有 二 下] 


这 样 永 可 入 为 有 限 形 式 的 各 分 , 我 们 自然 联想 天象 
| Rm Va Tb onTd yd, . (1 


| Rs, Vr Tho Hor rast ed, (2) 


这 种 含有 三 次 耿 四 欢 多 项 式 平方 根 的 和 总 分。 这 是 一 类 很 重要 的 积分 , 在 灾 用 

上 常会 遇 到 。 但 要 知道 象 (1).(2) 这 样 的 积分 一 般 已 经 不 能 以 有 限 形 式 用 和 初 

等 辆 数 表册 了 。 所 以 我 们 放 在 最 后 一 自 来 撩 ,以 吏 条 肠 本 党 的 主要 足 神 证 
然 本 章 主 要 目的 是 时 询 各 类 能 丧 为 有 限 形式 的 积分 。 

要 号 下 的 多 项 式 假 均 其 有 实 系 数 。 时 外 , 我 们 永远 献 为 它 没有 重 棋 , 因为 

和 否则 就 可 以 由 模 号 蔡 据 田 一 个 一 次 因 了 于， 如 此 问题 就 亚 成 前 画 所 计 葵 过 的 

式 子 的 积分 , 而 能 以 有 限 彤 式 才 册 了。 景 后 的 情形 有 时 部 使 天 有 重 根 也 可 以 


发 生 ; 例 如, 不 难 屋 证 
T-Hzt dr 
上 一 下 WA la = Vit 
| 1 BT +tO 
"3 i 二 一步 导 : 


象 呈 ) 及 (3) 类 型 的 积分 一 般 称 为 袖 赔 积分 , 因为 这 种 积分 晨 初 是 在 解 机 
略 弧 长 疝 题 [ 201 段 , 4) ] 时 济 遇 到 的 。 但 让 名 称 取 严 格 意义 时 通常 只 指 其 
中 不 能 表 汐 有 限 形 式 的 韩 旦 积分 而 半 ; 共 他 各 刚才 甩 举 天 例 则 称 为 仆 搞 轩 积 


和 四 ur 
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《1 及 (的 形式 的 积分 在 任意 有 骏 获 后 5 op 之 下 入 穷 或 多 表 ( 即 做 数值 
表 } 当 然 都 是 相当 国 玲 的 ,因此 自 煞 铬 系 把 所 有 这 些 积 分 化 为 少数 的 典型, 使 
共 中 所 含 任 意 邓 数 ( 和 参 变 激 ) 症 量 闫 少 。 . 

174， 人 性 为 典 式 ”我 们 首先 指出 ， 一 般 只 要 寻 莘 秽 号 下 是 四 欧 多 项 式 的 
捕 形 就 够 了 , 因为 三 次 的 展 彤 也 很 窜 易 化 为 四 或 的 情形 。 事 实 上 ， 带 突 系数 
的 三 次 多 嘲 式 az 十 5 十 ex 十 4 必 秆 有 一 实 棋 [的 段 ]， 比方 襄 ; 是 * 吧 , 于 是 
可 以 有 过 样 的 灾 因 子 分 解 式 

qari hrcermi d=atr— A) 二 pr 二 9). 
证 措 5 一 X= 这 或 2 一 X= 一 全 谣 可 实现 所 要 求 的 变 和 化: 
[RG Va Td | ROHN HV ar Tat. 


此 后 我 全 只 来 杖 痊 (23) 型 邦 种 含有 下 殉 多 项 式 平 无 各 的 积分 。 
用 我 各 计 比 所 不 话 细 诗 的 初等 变换 皮 僵 措 ， 首先 每 个 椭 轩 积分 (2) 一 一 
除 坪 能 表 为 有 阻 形 式 的 以 秆 一 一 都 可 北 汶 集 
I Ristyis 
JAA C1— 2) 1— bis) 
这 样 形式 的 所 请 些 式 积分 , 这 里 是 一 个 正 的 图 分 数 ; 0<k<T。 
中 有 理 辆 数 及 分 离 出 束 式 节 分 之 后 ; 对 于 狂 下 的 那个 分 解 成 简 分 式 的 旗 


(3) 


ed 
re hed rd ee ee ed 


| ds i gids 
El hig) J {1— 2) {1 hs?) 
及 

| HH 

4 (tha (1 — a ) (1— Ee) 
这 里 巧 后 一 个 积分 中 为 也 可 以 是 复数 ,这些 积分 称 里 遍 但 泵 氏 指 出 已 不 能 成 


(OR), 


rd Te ee eT ee 


只 含 一 个 疹 变数 及 而 最 后 一 类 划 除 此 以 外 还 有 一 个 关 变 数 (复数 的 )。 
盘 社 德尔 还 利 肌 局 换 a= sing( 9 由 0 变 平 了 j 答 这 些 积 分 带 求 了 更 进 
一 步 的 化 竹 。 如 此 第 一 关税 分 直接 化 为 


全 二 ,ML DeeDndret1753 一 1 有 333 及 J Lionville (1300—1882} 都 其 法 国 的 形 
出 数学 家 。 


rr 


一 32 一 
tp , { 
| ) 
第 二 类 这 样 变 村 ， 


sin?g dy 1 do /工本 站 2 
一 一 一 一 KE* sn Ty 
vl— risinig KT— kisiniy l 


即 化 为 一 个 前 -- 类 的 各 分 及 一 个 新 的 积分 
Mn (5) 


最 后 , 第 三 灶 积 分 在 鼓 首 换 下 化 为 
| 一 -一 一， 6) 
hn DY 人 ain 3g 

其 中 特别 重 要 的 并 常常 用 到 的 是 前 两 种 。 如 果 训 为 这 两 个 积分 在 n= 
时 等 于 路 兰 册 此 定 出 其 中 任意 常数 之 值 ， 则 得 到 两 个 完全 欧 定 的 p 的 本 数 ， 
勒 冒 德尔 各 玫 之 以 下 全 的 及 再 (os 这 里 除 独 立 变 数 m 外 还 指出 了 一 个 
芳 数 式 中 的 大 变数 吓 做 模 。 

荐 吞 德尔 答 这 些 图 数 就 种 称 5 及 值 答 出 了 大 本 的 数 秆 束 。 上 其 中 不 仅 
是 可 解释 为 角 的 自 变 数 ” 卖 成 了 麻 数 , 模 上 ( 它 是 一 个 首 分 阁 ) 也 看 成 了 要 一 
个 角 的 正弦 , 而 在 大 里 也 就 震 代 横 的 地 位 葵 六 了 潜 角 的 度数 。 

此 外 ， 勒 让 德尔 以 及 其 他 学 肴 也 深 大 地 研究 了 这 些 画 数 的 性 度 , 建立 了 
一 系列 关于 它们 的 公式 等 等 , 因此 , 着 让 德尔 画 煞 吕 及 吾 在 解析 牙 共度 用 让 
取得 与 初等 画 数 向 等 的 地 位 。 

我 们 目前 所 学 的 积分 学 初等 部 分 同 然 只 耻 于 “有 限 形式 的 积分 丘 ”， 人 但 
不 要 讽 於 为 积分 学 问题 一 般 也 限于 此 。 椭 图 积 分 下 及 再 峙 是 这 样 的 画 数 的 
例子 : 它们 昌 不 能 以 有 限 形 式 用 初等 夯 数 才 出 , 但 按 其 积分 研究 出 让 党 的 精 
果 拭 且 有 成 巧 的 应 用 。 


第 十 一 章 ” 定 积分 


§ 1。 定 积分 定义 及 存在 条 忻 


175. 解决 面积 问题 的 另 一 涂 径 ”我们 加 到 156 段 所 群 过 的 
曲 稳 梯形 面积 定义 问题 (图 65), 现 在 来 计 这 个 问题 的 另 一 解法 了 )。 

把 曲 灶 梯形 48CD 的 
底下 4B 和 任意 分 为 若干 段 而 
在 各 分 感 上 一 一 怪 立 相应 和 拟 
坐标 终 :; 如 此 亦 形 容 分 成 了 
一 过 列 案 条 ( 见 附 图 )。 

现在 每 一 窗 条 都 以 一 个 
和 矩 束 作 其 近似 代表 ， 这 和 矩形 
与 该 条 同 底 ; 共 高 剧 等 于 该 条 的 所 坐标 区 之 一 ， 此 方 府 , 就 取 其 最 
左边 的 独 坐 标 生 时 。 如 此 ， 访 曲线 梯形 就 被 一 个 由 答 形 想 成 的 阶 
梯 样 图 形 所 替代 。 

各 分 点 的 横 举 标 表 以 

Eo 一 妾 < 首 1 < 和 < < 人 Te mn = bb, (1) 

第 个 短 形 的 底 显 然 竺 于 xii 一 Xi 二 0 T， 2 pp 一 1)， 他 后 
未 以 Axi。 至 于 其 黄 ; 则 按 所 说 上 应 等 于 yy; 二 了 fw;)。 所 以 第 i 个 矩 
形 的 面积 是 yyAri = 二 XD Yio 

把 所 有 这 些 答 形 的 男 各 加 起 来 ， 我 们 就 得 出 曲 简 梯 形 的 面积 
五 的 近代 值 : 


n—i 守 一 1 
PP 二 yA 识 记 二 > fr) A 
[| 三 必 


D ”在 此 扒 广 了 一 个 并 一 庶 应 用 于 蛙 倍 的 榨 人 鳄 143 段 9)]。 


一 - 昌 半 一 
这 村 式 的 歌 羔 在 所 有 Axi 无 限 册 变 小 时 赵 近 于 零 。 于 是 面积 疡 的 
精确 竺 就 得 出 是 这 个 极限 : 

P=lim 六 入 和 和 一 lim SS f(r) aA. (2) 


此 时 假设 所 有 ax 之 长 同时 趋 近 于 雾 。 
辣 此 方法 可 适用 于 计算 图 形 4KLD( 图 63) 的 面积 Plx), 只 
是 在 此 要 分 段 的 是 区 间 4 站。 我 们 还 再 声明 一 下 , 当 #y -一 xz) 取 角 
值 的 情形 ， 也 如 156 段 开 样 构 定 把 > 朝 下 面 屠 部 分 面积 看 必 是 鲁 
的 。 | 
总 和 宇 gax 的 表示 法 ( 严 榨 地 攀 , 这 总 和 的 极限 令 的 表示 法 ) 荣 F 尼 兹 也 
采用 了 ydz 下 样 的 符号 ， 下 里 yaz 理解 为 恋 和 的 代表 项 ， 而 | 是 杰 写 拉丁 文 
Summa 一 季 的 第 一 个 宁 他 So 中锋 航 志 和 示 这 个 档 限 什 的 面积 同时 也 就 是 了 (zx) 
的 原本 数 , 则 不 而 数 也 就 用 间 一 符 荔 来 表示。 全 JL;, 如 果 和 用 用 图 数 表 示 符 号 ， 
出 次 动 面 积 订 写成 
| Fira 
页 与 由 a 谈 至 相对 应 的 固定 图 形 480D 的 面积 , 就 写成 
Ea 
{| f(x)az. 


为 了 能 自然 引出 象 (2) 式 那 洋 的 总 和 的 极限 , 我 们 利用 了 面积 
的 直觉 概 心 ， 而 芯 极 眼 在 历史 上 也 下 是 连 系 着 面积 计算 于 题 产生 
的 。 但 是 面积 概念 本 身 还 有 竺 严格 建立 ; 并重 如果 对 曲 午 梯形 而 
车 , 也 正 古 要 肤 上 述 极限 来 建立 。 当 然 , 我 们 应 芯 先 独立 地 研究 极 
报 (2), 而 不 联系 几何 概念 。 这 就 是 本 章 所 要 计 的 。 

象 人 2) 那 样 的 极限 在 数学 分 析 及 其 种 种 应 用 中 占 非 常 重要 的 
地 亿 。 井 只 这 里 所 受 展 的 概念 ， 将 以 种 种 形式 在 全 数 杜 中 磋 次 重 


四 “积分 ” 产 出 起 丁 京 itegrai， 邵 “ 整 ” 的 辣 叫 ) 一 天 力 莱 卜 尼 花 的 学 生 及 局 
洪 移 者， 竹田 星 (3, Beraoulli 抽 提出 ; 菜 小 尼 瘟 本 未 是 觅 : “7dx 的 总 和 


— 5345— 
复 提 到。 _ 
176. 定义 ” 设 有 一 图 娄 f(z) 答 定 在 某 一 区 间 [g, 6] 上。 我 个 
在 & 与 5 之 癌 插 人 人 一些 分 点 {1), 而 和 将 弯 区 阅 性 意 分 为 若干 段 。 邻 
后 以 表示 差 数 Axi=xin1 一 (i 一 0, 1 ?2 一 1) 中 之 最 大 者 。 
在 每 个 分 区 间 [ae w+i] 里 各 取 一 个 任意 的 点 < 一 去 中 。 
二 011) 
而 做 成 总 和 
T -三 EDam 


现在 我 个 来 建立 这 个 总 和 的 (有 限 ) 航 限 概念 : 
f= lim CF (3) 
我 们 想象 把 区 卫 [a,5] 深 次 进行 分 割 ， 先 按 一 种 方法 来 分 , 然后 按 
第 二 种 方法 来 分 , 又 按 第 三 种 方法 来 分 , 如 此 进行 下 去 。 这 种 分 荐 
法 的 序列 , 如 果 其 相应 序列 和 =》 Na Xe …… 赵 于 雳 , 则 称 为 主 分 
其 法 序列 。 
等 式 (8) 我 条理 解 为 这 样 的 意义 : 相应 于 任何 主 分 割 法 序列 的 
”和 值 序 列 ,不 险 比 时 如 如何 取 法 , 恒 趋 于 一 个 极限 了 。 

这 里 也 可 以 用 “s-8 音 套 ”来 答 该 极限 的 定义 。 也 就 是 设 , 如 果 
对 每 个 s 一 0 入 能 找到 这 样 一 个 8>0， 使 得 不 给 二 如 何 取 法 ， 在 
ic 一 下 < 到 8 

则 称 总 和 = 在 X 0 时 有 一 极限 7。 

这 两 个 定义 的 等 价 性 可 以 用 与 33 段 中 相同 的 想法 来 放 朋 ,第 
一 个 用 “序列 言辞 ?的 定义 可 以 把 极限 胸 基 本 概念 及 命题 也 搬 到 这 
种 新 型 极限 上 来 。 


中 ”前 曾 我 但 和 将 一 律 项 最 小 值 2 作 时。 


”一人 一 一 一 
+ 


一 446 一 
党 和 9 在 X0 时 的 有 限 极限 工 就 时 做 画 数 人 x) 在 由 0 至 4 
这 区 半 里 的 定 积分 ,并 才 之 以 符号 @) 


5 
r= | Ke)az; (4) 


如 果 这 样 的 极限 存在 , 肛 殉 数 了 (x) 称 为 在 区 辣 [a, 5] 里 可 积分 的 。 

与 5 二 数 各 称 为 积分 的 下 限 与 上 限 。 在 上 下 限 均 为 常数 时 
定 积分 也 就 是 一 个 常数 。 

这 个 一 般 的 定义 属于 黎 曼 ， 他 最 先 忆 一 般 形式 陈述 出 来 井 研 
究 了 其 应 用 范围 。 总 和 本 身 有 时 也 就 科 称 为 黎 曙 和， 虽然 这 样 
的 和 的 极限 早 么 如 而 明白 条 用 于 连续 责 数 的 情形 。 我 们 为 了 强 许 
其 与 积分 的 关系 宁 称 之 为 积分 和 。 

现在 我 们 来 关 肌 这 个 问题 ， 在 什么 条 件 之 下 积分 和 有 有 限 
的 极限 , 也 就 是 说 ,在 什么 条 件 之 下 定 积分 (和) 存在 。 

首先 我 们 要 注意 , 上述 定 义 其 实 只 能 适用 于 有 界 的 两 数 , 事 实 
上 , 如果 一 个 画 数 了 (ww) 在 区 则 [a5] 再 是 元 界 的 ， 则 在 任何 分 制 活 
之 下 总 至 少 有 一 个 分 区 问 里 该 画 数 保持 无 界 这 个 性 质 。 于 是 在 这 
分 区 赔 里 凭 £ 的 选 控 总 可 以 使 f(&) 连同 总 和 o 大 到 任何 所 要 的 
程度 ; 在 这 情形 之 下 显然 0 的 有 限 极限 是 不 能 存在 的 。 所 以 , 可 各 
分 的 范 数 必 须 是 有 界 的 。 

因此 以 后 我 们 一 律 巴 先 假设 所 研究 的 丽 数 f(x) 是 有 界 的 : 

如 果 a<s<5 则 me) 二 帮 。 

177. 达 布 和 ”作为 一 种 帆 助 的 研 守 工具， 我 们 陈 积 分 和 以 外 


， 全 这 个 定名 和 分 写 持 县 法 国 数学 家 和 物理 学 家 二 立 叶 LI. B. J Fourier1768 一 
1830) 所 齐 拟 的 。 哆 坊 (Enler) 的 和 法 姑 比 轻 此 形 ， 


|zaz[ 4 


还 来 游 虑 象 过 布 中 和 点 及 其 全 类似 而 较 简 单 的 和 。 
我 们 以 yn 展开 ; 各 表示 图 数 1x) 在 区 间 x， wit1] 里 的 下 确 
民有 太 上 确 界 扩 上 且 做 成 总 和 


= Smears 号 一 人 asAze 


这 阿 个 和 就 各 称 为 下 (积分 ) 和 及 上 (积分 ) 和 , 或 达 布 和 。 

在 特例 ， 当 f(x) 连 强 时 ， 这 些 和 就 直接 是 相应 子 任 一 分 割 法 
的 积分 和 的 最 小 者 及 最 大 者 , 因为 在 这 情形 廿 数 fz) 在 得 一 区 周 
旦 都 挝 到 共 上 下 确 界 ， 而 点 所 可 以 ( 按 要 求 ) 取 得 饶 

ED = ED) = NM 
转 到 一 般 情 形 , 由 E 下 界定 义 本 身 我 们 有 
nue fi) a NM. 
将 这 些 不 等 式 逐 项 各 汪 纺 Axithx; 是 本数 ) 寺 个 求 其 总 和 ,我 们 
得 到 
#0 

在 泽 定 的 分 淹 法 之 下 总 和 3 玻 身 者 成 常数 ， 而 此 时 站 季风 
仍 保 持 汶 变数 ， 关 为 上 是 任意 的 数 。 也 容易 看 出 , 多 6; 的 选择 ， 
刀 5 的 值 可 使 戎 间接 近 于 mi 节 可 和 戎 意 接 近 于 肛 ,, 这 就 是 襄 ， 总 
和 可 使 随意 接近 于 s 或 8。 于 是 上 面 的 不 竺 式 导 至 下 面 这 向 已 
纸 很 一 般 的 郁 : 在 答 定 的 分 蛮 法 之 下 , 渤 布 氏 总 和 s 及 各 可 作为 
各 分 和 的 下 确 异 及 上 殉 愤 。 

述 布 天 总和 具有 下 人 齐 简 单 性 盾 : 

第 一 性 质 如果 在 一 起 现 有 的 分 点 上 添加 一 些 新 的 点 子 ， 则 
雪 布 兵 下 和 只 要 困 此 有 境 雹 减 , 其 上 和 只 能 有 减 无 增 。 


Me ee 


证 多 要 证 朋 这 个 性质 ， 只 要 在 现 有 分 碟 让 再 兵 男 一 个 分 点 


如 达 布 (GDarhottr 1842 一 1917) 是 一 共 法 国 执 学 家 ， 


Te rr 


一 绎 8 一 
2 就 能 了 。 
珊 此 点 落 在 or 与 zr+1 之 间 : 
TEE EK EEL 
如 时 以 表示 新 的 上 和 ， 则 它 与 上 和 5 的 差别 只 在 这 里 : 旧 
和 & 中 相应 于 区 间 [zxs, sa] 的 是 
了 pe 一 各) 
这 一 天, 而 在 新 和 SS 中 萌 相 应 于 访 区 疯 交 有 画 项 
MW; (2 — Tp) 十 型 。 (xpri1— 2 ), 
这 里 形 。 及 天 ;各 为 贡 数 了 (x) 在 区 问 [zs 加] 长 [zx， zs] 中 的 上 
确 界 。 饶 然 这 两 个 区 同 都 是 区 圈 [xny za] 的 一 部 分 , 则 
NM, MS Mr, 
正和 而 
TE —Zk) Mt — wp), MM (wpri— Hw ) Mg Tt). 
把 这 两 个 不 等 式 两 过 加 起 来 , 香 
M(x ~— se) + M(xpss —2) Mp ~ ER), 
也 斑 就 推出 ,S 夺 5S。 对 于 下 和 社 嚼 法 与 此 相 侦 。 
第 一 性 质 个 个 达 布 氏 下 和 ,无 绚 基 相应 于 息 样 的 分 类 法 ,部 
不 大 于 每 个 上 和 。 
证 明 ”我 们 把 区 间 [a, 5] 任意 分 为 一 租 分 区 辣 并 对 此 分 割 法 
做 出 相应 的 达 布 开 和 
3 引 政 辣 1. (EY) 
现在 我 位 洪 记 区 并 [a,5] 的 男 一 个 与 前 面 那 个 之 元 联系 的 分 
羯 法 。 宕 血 有 其 一 个 相应 的 达 布 氏 和 
sa 政 Bo (1) 
要 来 证 朋 , 81< gas。 为 此 我 们 把 两 个 分 荐 法 的 分 点 合并 在 一 
起; 于 是 得 出 第 三 个 辅助 的 分 振 法 , 世相 应 于 这 布 兵 各 
5 有 5 {I 


-一 引 各 一 
这 第 二 :个 分割 法 是 由 第 一 个 添加 新 分 点 得 出 的 : 所 朗 , 根据 所 


证 明达 布 氏 和 的 第 一 性 质 我 们 有 


B13. 
现在 对 比 第 二 与 第 三 分 牢 法 可 同样 得 出 棱 巷 : 
a. 
但 8 所 gy 所 以 由 刚才 得 于 的 不 等 式 从 而 有 
81 Oy 


这 就 是 所 要 证 朋 的 。 

由 所 证 阴 的 推 知 ， 双 体 下 和 和 的 第 合 (48} 基 上 方 有 瞄 的 , 例如 枉 
何 上 和 心 就 是 它 的 一 个 .上 界 。 在 这 种 情形 (参阅 第 6 段 ) 训 集合 朋 
一 个 上 确 界 

了 .一 Bapfsy 
厦 旦 不 答对 哪个 上 和 六 恒 有 
Ix, 
如 此 ， 上 和 的 集合 既然 下 方 裤 Ix 一 数 所 洛 ， 风 它 有 一 个 下 确 界 
I*=inf{8), | 
而 显然 
Tu Tt*. 
总 记 ， 对 枉 何 述 布 下 和 及 上 和 我 们 重 有 
8 (5) 

178. 积分 存在 条 件 ”有 了 法 布 氏 和 的 帮 驴 ， 我 们 现在 就 容易 
陈述 这 个 条 件 了 。 

定理 ”要 定 积分 存在 , 必要 且 充 分 条件 

lim [一 3) =0. (6) 

116 段 所 襄 的 足以 刚 阴 这 个 极 险 的 意义 ,。 例如 , 用 "s-8 言 许 ” 
来 襄 , 条 件 46) 就 表示 , 对 任何 s 二 0 慎 可 找到 一 个 这 样 的 8-0， 使 
得 在 MX<8 时 (即将 区 更 分 为 长 度 Az;<8 的 部 分 时 ) 恒 成 立 不 等 式 


. SC 一 8 
证 明 必要 性 我 们 假发 大 分 (4) 存 在 -于 是 依据 任何 答 定 的 
8 六 0 来 找 一 个 这 样 的 80, 只 要 所 有 Axs 一 5, 包 上 就 有 
fo 了 < 或 一 sgo<Ti8, 
不 渝 £; 在 相应 分 区 较 内 起 样 取 法 。 但 我 们 已 么 证 明 , 总 和 = 及 
在 答 定 的 分 割 法 之 下 各 为 积分 和 之 下 确 界 及 上 确 界 ; 所 以 我 他 有 
I— esi 二 2, l 
如 此 
lims= 7, limS = 《了 ] 
由 味 从 而 有 (6)。 
充分 性 ”我们 假 家 条 件 (6) 已 实现 ;于 是 由 (5) 显 然 有 I 一， 
并 且 妈 [ 果 以 了 表 共 共同 值 央 
a [TN. (5*) 
如 困 0 理 解 汶 与 8 及 如 相应 于 同一 分 荐 法 的 积分 和 佳之 一 ， 则 我 
们 知道 有 
. 8 
按 条 件 (6), 如 合 所 有 Am 充分 地 小 , 有 旭 。 与 3 之 差 将 小 于 任意 取 定 
的 80。 但 在 这 情形 这 话 对 于 介 平 它们 之 了 阐 的 数 o 及 了 也 是 成 
可 的 : 
| 一 了 | <， 
如 此 工 是 王 的 科 限 , 世 即 为 定 积分 。 
如 凡 表示 男 数 在 第 i 分 区 倍 里 的 至 幅 机; 一 m;，、 则 我 们 将 
有 


完 一 二 


外 一 1 
S—s= YS (Mi—m) Ari= YS ww 
t= +=0 


面 定 积 分 存在 条 件 可 写成 这 样 ; 


1 


lim >_jwiArs = 0. (8) 


上 30 = = 

这 也 就 是 遂 带 所 应 珊 的 形式 。 

179. 可 积 函 数 类 别 ”应 用 所 求 得 的 检 了 可 法 ， 我 们 可 以 来 确定 
儿 类 可 积分 的 画 数 。 

1 车 下 歼 f(z) 在 区 间 [La， 5 中 连续 , 则 恋 图 数 必 可 积分 。 

证 明 ” 论 然 两 数 了 (2) 连续 , 则 根据 康 托 尔 定理 的 推 其 [75 段 ] 
对 尾 好 町 定 的 s 二 0 总 可 以 找到 这 样 一 个 5->0,， 使 得 在 区 间 [a, 4&] 
分 为 长 度 as<8 的 小 区 间 时 ,所 以 wi 二 5。 
同 此 丰 

Sa > oa), 

谋 然 5 一 a 是 常数 而 5 可 和 任意 她 小, 则 条 件 (8) 区 实现 , 故 积分 
存在 。 所 证 明 的 这 句 凋 还 可 稍 加 推广 如 下 。 

0. 一 个 在 [a, 5] 中 有 界 的 茵 数 f(z) 若 只 有 有 限 个 断 点 ， 则 必 
可 积分 。 

还 明 我 们 不 妈 限 于 4 与 58 间 只 合 一 个 断 点 x 的 情形 ( 辕 
66)。 取 任 一 8 记 0, 以 分 域 tw 一 8,w 十 6) 将 点 ww' 国 起 米 , 在 共 余 丙 

1 
a ri 8 


1 T + 了 上 rr 
了 I 


图 86. 
闭 区 癌 里 西数 f(x) 就 成 连 炽 的 了 ,而 我 们 可 在 每 个 里 面 各 别 应 用 
康 托 尔 定理 的 推 攻 。 依 。 所 得 到 的 两 个 3 中 我 们 到 其 较 小 的 一 
《不妨 也 就 以 8 表 之 }。 于 是 它 将 同时 适用 于 上 渡 两 个 区 阅 。 我 们 
当然 不 妨 取 8<<s。 于 是 将 区 间 ro, 妇 任 套 分 为 小 区 问 ， 而 使 其 长 
Ax; 全 都 小 于 8。 所 得 分 区 间 将 成 这 样 两 类 : 


nr or 
rp mr 


一 35 一 

1) 整个 区 间 和 者 落 在 所 分 出 的 断 战 邻 城 之 外 。 在 这 种 区 部 里 画 
数 的 加 筑 0; 三 

1) 整个 区 丙 都 洲 在 所 分 田 令 域 之 内 或 一 部 分 进 人 立 郭 域 。 

猎 然 画 数 fx) 假设 是 有 界 的 ， 则 在 任何 分 区 阅 里 其 皖 幅 不 会 
超过 全 区 天 te, 2 中 的 摆 幅 如 。 

我 人 将 总 和 


全 atAzi 
3 


分 为 两 个 : 
人 oA 及 这 wrArw 


每 个 各 仲 展 在 第 一 类 及 第 二 类 区 则 上 。 
对 于 第 一 个 和 , 也 如 在 前 定理 中 一 样 , 我 们 将 有 


了 > ofragir<ca Avelh 一 可)， 


至 于 第 二 个 和 ， 划 我 们 注意 第 二 类 完全 落 在 臣 邹 域内 的 区 尚 
之 长 在 总 和 中 小 于 或 等 于 28; 部 分 进入 廊 邻 域 的 区 奖 则 至 多 只 有 
两 个 , 而 其 长 度 之 和 小 于 28， 世 即 远 小 于 2s。 所 以 ， 


> OA > Ae ds. 
+t i , 


如 此 , 我 们 终于 在 Axis<8 之 下 有 : 
Doare[ (60) +40]. 


外 然 旋 插 和 内 天 个 常数 而 5 可 性 意 地 小 ， 这 就 证 明了 我 们 的 
命题 。 
最 后 我 们 指出 一 类 简单 的 可 积 配 数 , 未 包含 在 前 两 类 之 内 。 

是. 任何 单 翌 醒 数 了 2) 旷 可 积分 。 

证 明 认 1(e) 是 一 个 单调 增 画 数 。 隆 是 它 在 区 间 [zo zs 
里 的 摆 往 为 . 
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wi= fmt) — f(r), 


答 定性 一 s>0 而 人 
0 FOE) Fay yay 
只 要 Ax;<8, 我 们 就 有 
Dy oiAr Bo fr) Jr) =8[f(6) — f(a)]=s, 
出 此 可 喝 芒 画 数 是 可 积分 的 。 


广 ”可 积 画 数 在 大限 个 点 (上 个 尺 ) 上 的 的 画 西数 值 变 化 不 影 啊 积 


A 


分 的 存在 , 也 不 影响 积分 的 值 。 

钱 然 这 种 变化 圣 多 只 牵涉 到 总 和 六 Taraxs 的 天 项 , 则 在 一 0 
时 蔬 和 将 仍然 趟 于 0。 至 于 积分 之 值 , 阳 对 于 原来 的 画 数 及 变化 后 
的 图 数 我 们 选择 点 二 时 , 总 可 潍 开 那些 丽 数 值 不 同 之 点 。 


$2。 定 积分 性 属 


180. 依 有 向 区 岂 的 积分 以 前 我 们 襄 “ 在 由 «至 5 区 同上 的 
定 积分 "时 总 指 的 是 a<<5 的 情形 。 现 在 我 们 来 消除 这 个 腿 制 。 

因此 我 个 先 来 建立 有 向 区 间 的 概念 。 所 站 有 向 区 昌 [o 5( 这 
里 可 以 4 一 6 也 可 以 o 间 我 们 指 的 是 各 满足 不 等 式 

a 或 re 

的 3 值 的 森 合 ,而 次 序 是 由 4 于 5 即 在 a<<6 时 取 增 序 或 5 时 
取 减 序 。 如 此 区 立 [a, 5] 与 [5, a] 我 们 看 作 是 有 区 别 的 ， 成 分 相同 
(看 作 数 的 集合 ) 而 方向 有 别 。 

在 176 段 里 所 和 给 的 积分 定 久 可 以 设 只 对 有 向 区 间 [wm 相 在 
让 < 五 的 情形 而 营 。 

更 在 我 们 来 考虑 在 o 一 这 慨 发 之 下 有 向 区 闻 [o 5] 上 的 积分 
定义 。 在 这 情形 仍 可 重复 寻常 的 区 问 分 害 手 秆 而 做 4 至 4 的 方向 
搬入 分 态 ; 


Tr 
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MO 1 一 
在 每 个 分 区 [wo irs ] 电 和 省 取 一 点 a i 9 而 做 成 积分 
和 


C 一 SE ane 


这 里 这 同 所 有 Ax:==wirl 一 X10。 最 后 ,这 个 和 的 极限 导 至 这 个 积 
分 的 概念 


六 
| f(s) dr =limo. 


如 果 对 区 间 [e 5 和 [及 go]( 这 里 a 和 b) 取 相同 的 分 点 及 相同 

的 专 点 ,区 其 相应 积分 和 将 只 凑 一 个 正 负 号 。 由 此 取 极 限 列 得 这 
人 的 全 

”如 虹 fz) 在 区 并 [ww 里 可 积分 ， 则 它 在 区 间 [b, a] 里 由 
ar 


Wey 一 一 ra 
到 六 


但 是 ,这 个 等 式 岂 就 可 以 取 作 a>>5 时 积分 | 和 要 此 时 


积分 | 存在 。 
我 们 还 指出 , 作为 定义 地 


[roar=o 


181. 可 用 等 式 表 出 的 性 属 ”我 们 再 列举 一 些 可 用 等 式 表 出 的 
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定 积分 性 质 宁 。 
2° 下 认 J2) 在 [os [mc! [eo, 5 加 le 个 里 可 


mE A 全 人 rar 


ee 


不 葵 oy Bsc 三 态 的 相 三 位 证 如 何 。 

证 朋 ”我 们 不 姑 沈 假设 4 二 6 一 2 而 机 数 在 区 间 [&,5] 里 可 积 
分 。 

我 们 考虑 区 间 [a, 5] 的 一 种 分 割 法 而 点 6 看 作 其 中 分 点 之 一 。 
于 是 我 们 首先 有 


加 . 站 
DwAr= DwAr+ Swarm, 
己 虹 全 


着 且 一 一 有 鉴于 所 有 的 项 都 是 正 的 一 一 由 左 壕 的 和 和 赵 于 加 从 而 右 
边 的 和 也 者 于 0 如 此 末 数 zx) 在 区 间 [Lo ec] 及 1c5 时 的 可 积分 
性 就 诉 胃 了 了。 现在 显然 


POAr= DAs! SEA. 


取 A 一 0 时 的 极限 , 我 们 就 得 出 所 要 求 的 等 式 。 

点 a Be 的 其 他 布 列 情形 都 可 化 为 这 种 情形 .例如 , 蔗 5<a<e 
而 画 数 f(x) 在 区 间 [c,5] 里 可 积分 或 ( 靶 1° 这 是 一 样 的 ) 在 区 则 
[5, 6c] 里 可 积分 。 在 这 情形 极 据 所 证 明 的 我 们 将 有 


二 Sdn | 均 计 为 可 能 有 a 过 b 此 9> 沽 种 情形 ， 


名 ”这 仿 衣 也 可 民 之 以“ 图 数 pix) 在 隔 个 粮 小 的 区 间 里 都 可 积分 ”。 这 时 收 它 在 
壕 大 的 一 个 区 阅 旺 也 就 可 积分 。 
曲 ”这 姆 示 法 的 意义 不 竺 解释 当 可 牛 明 。 
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[far= {76art+ |f (nan, 
| 囊 二 
由 此 将 第 一 第 二 积分 移 至 等 式 另 一 这 而 (根据 性 盾 1°) 对 讽 积 分 限 
邹 仍 化 为 前 面 那 个 关 柔 式 。 
3” 如 虹 团 数 (x) 在 区 其 [a, 5] 里 可 积分 , 刚 如 ze) 也 在 此 
区 则 里 可 积分 , 而 


a 而 
-fts)ar=8. [fads 
4 如果 了 (zw) 及 g(x) 同 在 区 间 [oa 351 内 可 积分 ,和 凤 f(x) 填 git%) . 
也 在 此 区 则 内 可 积分 , 而 
办 


[beosee jaz 一 ewart focwar 


旺 并 


这 两 条 恬 质 晤 站 明 疆 相 亿 , 都 只 要 在 积分 和 至 取 航 人 限 避 行 了 。 
例如 我 们 来 证 印 后 一 条。 

将 区 疝 La,5] 任意 分 为 者 干 小 区 问 并 倒 出 所 在 三 个 积分 的 积 
分 和 和 和, 此 了 时 点 到 在 每 个 分 区 吧 时 都 是 任意 选取 的 ， 但 对 所 有 三 个 
积分 和 和 都 尔 取 同一 套 吉 : 于 是 我 们 有 

fe) Eg) am = HEI Am S96 AN. 

现在 谣 和 一 0; 赋 然 对 右边 两 个 和 极 陷 存在 ， 剧 对 左边 的 和 极 
小 也 存在 , 这 训 证 明了 六 4) 一 9(%w) 是 本 积分 的 。 在 该 竺 式 中 取 极 
限 , 就 导出 所 要 求 的 关系 式 。 

1982, 可 用 不 等 式 泰 出 的 性 大 ”至今 为 下 我 傅 芳 感 的 都 是 可 用 
等 式 表 出 的 积分 性 盾 ; 现在 来 者 虚 用 不 等 式 丧 出 的 性 盾 。 

5。 如 果 画 数 fw) 在 区 并 a, 51 内 可 积分 ,并 且 无 久 什 而 < 
则 


一 怠 1 一 ” 


下 
| Fe?ae>o 


会 明 是 明显 不 待 计 的 。 
击 此 (及 上) 可 得 出 简单 的 推 花 : 
6” 如 果 丙 个 丽 数 f(z) 及 g(x) 在 区 网 [5] 内 可 各 分 ,并 县 避 
有 f(x) <g(w), 则 在 假 让 4<5 之 下 也 有 


[rare |rom 


上 村 应 用 前 一 性 盾 于 8 一 天 人 就 行 了 。 
7” 改 机 数 六 zx) 在 区 间 [a,51 内 可 积分 且 @<<5; 于 是 图 数 | f(z)| 
在 此 区 同 内 也 可 积分 关 由 有 不 等 式 | 


Wenar|<)ise) a 


我 们 首先 来 证 角 [f(x)| 的 积分 是 存在 的 。 如 果 在 区 问 
traii1 里 取 任 意 商 点 下 于 用 [第 名 自 ] 
1 Ke 一 [es 一 Fas 
所 以 ， 如 果 用 ot 表示 画 数 [7z)| 在 区 佑 [zs zc] 里 的 摆 枉 ， 
则 按 摆 幅 的 定义 [第 73 段 ] 我 们 将 有 地 wp 如 此 


0 >, AT 的 0 
而 外 边 的 和 赵 于 0 时 左 壹 的 也 就 跟着 趋 于 0。 
所 要 证 明 的 不 等 式 就 容易 这 样 得 出 : 只 要 由 积分 和 
(Eta) < EE) ae 


@ 鱼 然 0<b, 关 了 折 有 Az1>0。 


TT 站 A 
一 358 一 
出 发 而 合 艳 于 极限 就 行 了 。 
8。 如果 f(w) 在 区 间 [m 51(a 一 全 内 可 积分 ,并且 在 这 肯 个 区 
阿 内 成 立 不 等 式 
ns fr) HY, 
旭 | _ 


mlb) a). 
可 应 用 性 质 6” 于 图 类 7 Jtr} 型， 但 更 简单 是 直接 用 这 个 
明显 的 不 等 式 
mn, 总 Ts > JE SS 本 rs 


而 合 趋 于 极限 。 
所 证 丙 揭 不 等 式 也 可 赋 以 适当 的 等 式 形式 ， 同 时 还 可 龟 除 
9< 的 限制 。 
9* 中 值 定理 设 访 z) 在 [a， p10) 内 可 积分 并 沿 在 此 多 区 
阅 内 m< 了 x), 则 


| rea p60), 


这 里 mm 所 所 佬 , 
证 朋 ”如 果 g<b, 则 按 性 质 8° 我 们 有 


看 
| 
Th pf rar. 
必 


， . 
-|f (eae= Fs: 


邵 得 所 求 等 式 。 


359-— 
对 gz>b 的 情形 我 们 可 对 | 进行 同样 的 演 证 ， 然 后 取 极限 而 导 
' 5 | . 


至 前 而 的 公式 。 

关 才 所 证 明 的 公式 当主 数 了 (x) 如 糖 时 可 矶 将 别 简单 的 形式 。 
事实 上 , 如果 把 加 及 打 看 作 是 该 出 数控 雁 尔 斯 脱 拉 斯 定理 [第 73 
段 ] 所 实现 的 最 小 值 及 最 大 值 , 则 按 波 尔 查 雍 - 癌 西 定 理 [第 70 段 ]， 
西数 天 2 应 在 区 间 [e 85] 内 基 一 点 《下 取得 中 国 慎 jw， 如 此 - 


lxaw- (8 fle), 


这 里 属于 | a 9 |。 

这 个 公式 的 几何 意义 是 
明显 人 的 。 训 ww) 守 9， 我 们 
来 看 则 粮 y 二 J 了 tx) 下 的 则 如 
图 形 4BCD (图 67)。 此 时 图 67. 

曲 胡 图 形 的 面积 (可 用 定 积分 玫 出 ) 等 于 这 样 一 个 策 形 的 面积 ， 这 
短 形 与 电 杂 图形 同 底 而 以 某 - -中 间 乔 标 姜 研 虹 为 高 。 

10 "中 全 定理 的 推广 ” 识 了 1) g(x) 及 乘积 lz) :9(z) 在 区 半 
10 5] 内 可 积分 ; 27m 了 2) 志 有 ;38)gtx) 在 全 区 癌 里 不 变 正 外 
号 : 9(*) 守 0[g(x) <0]J。 于 是 


良 


五 8 
| fC)9 C0)ar= 4 g(a, 
这 里 mm 所 上 所 条 。 : | 
证 明 ” 先 发 g(z)>>0 并 且 a<b: 于 是 我 们 有 
mo f(r) Mg tw). 
由 这 不 等 式 , 我 们 根据 性 质 8” 及 3° 得 草 


[2 点 下 
m|gla) dw JCw)g Cw)ar< Mga)aw. 


i . 


一 上 入 由 一 


由 关于 画 数 g(z) 的 假 丽 及 性 质 5° 我 们 有 


| g(x)dz>0. 
如 果 这 个 积分 等 于 0, 则 由 前 面 的 不 等 式 显然 同时 也 有 
jew 0， 


而 本 定理 显然 成 立 。 如 果 尽 积分 大 于 0 则 用 写 逼 除 上 而 所 得 的 双 
重 不 等 式 而 分 


{70g (wa 
oe = 


如 此 导 至 所 求知 果 。 四 
其 实 a<5 及 9g(z)30 这 限制 并 不 需要 : 对 换 积 分 限 或 改变 


g(x) 的 正 负 号 并 不 破坏 等 式 。 


如 果 f(z) 连 标 , 则 这 个 公式 可 以 号 成 这 样 : 
内 : 电 
[10 (war=7o oa 


这 里 td 属于 [a， 5]。 
注 我们 粹 东 用 字母 zx 表示 积分 变量 : 但 是 , 如 果 我 从 用 任何 
别 的 字母 替代 2 只 要 保 皖 积分 限 a 和 mb 及 被 积 图 数 了， 当然 还 是 


没有 六 响 ,符号 |fdw 与 | TD)4 下] Tau 入 和 者 雪 示 网 一 


个 数 。 这 个 明显 的 繁 注 我 们 器 上 就 要 用 到 。 
_183. 定 积分 作为 上 限 的 亢 数 ”如果 西数 f(x) 在 区 间 [a, 可 
(a 乏 5) 内 可 积分 ; 基 [181 段 3"] 尼 在 区 间 [o z] 内 也 可 积分 ,这 里 


一 条 1 一 
z 是 [e; 5 中 的 尾 一 个 值 。 芒 变量 2 蔡 代 定 积分 上 限 5 我 们 得 到 


Be) = {f(at, © (GD 


区 显 然 是 2 的 泵 数 。 这 西数 有 具有 于 烈性 撒 : 

11” 如果 两 数 fx) 在 Lx,b] 内 可 积分 ,出 名 (x) 在 该 区 国内 为 
z 的 连续 而 数 。 

让 明 ”有 虐 ”以 任 一 增 县 Az 一 妨 只 要 xz 二 不 越 出 所 考 旋 的 区 
间 之 外 ， 如 此 我 们 得 到 疼 数 (了 的 一 个 产值 


T+ 于 十 为 


D(zth) = | toa=l+ | 


[ 参 关 3 ] 司 


D(z+h) -Br) = | #0a. 


对 这 个 积分 应 用 中 值 定理 9": 
z Dr+h) — Br) = ph (9) 
这 里 必 介 乎 夯 数 ja) 在 区 闫 [az 十 向 内 的 确 界 om/ 与 MW' 之 前 ,所 

以 更 不 成 问题 也 介 平 它 在 区 间 [48] 内 的 (常数 ) 下 界 加 与 上 界 及 
”之 间 @。 

现在 如 果 误 记 趋 于 0, 则 显然 

Gth) B00RDt Bz), 

这 就 证 明了 画 数 后 (z) 是 连 竺 的 。 

13” 如果 画 数 (和 ) 在 点 二 一 5 连 楼 , 则 在 此 点 基数 下 (有 导 
数 , 等 于 


DD 我 们 在 此 以 t 弄 示 积分 变数 , 是 为 了 注 范 与 上 限 相 混 。 
多 要 前 福 可 积分 图 数 是 有 办 的 [第 476 多]。 


一 862 一 
Dr) = fx) TD, 
证 明 兴 灾 -上 ,由 (2) 我 休 有 


但 刻 然 西数 (四 ) 在 1 一 x 时 注 贺 ， 则 对 任 - - gs 一 0 可 找到 这 样 一 个 
> 使 | 过 8 时 对 区 网 [x,z 十 问 夫 一 切 工 值 恒 有 
fix) sf EH) 8. 

在 这 情形 , 也 成 立 不 等 式 [61 

了 (zy — em < 
如 遇 世 就 省 - 
一 28) 十 度 ud 一 站 | < 8. 
现在 显然 


全) 一 Det) Pe), 一 lim = T(r) 


这 就 是 所 求证 的 。 . z 

我 们 得 出 了 一 个 具有 重大 原则 性 及 实用 意义 的 结论 。 如 果 候 
珊 画 数 (zx) 在 全 区 则 [a,5] 办 连 炉 ; 则 它 必 可 积分 [179 段 , T] 井 且 
前 面 的 论断 可 近 用 于 这 区 关 的 性 何 一 点 * 上 :; 积分 (1) 对 上限“ 的 
导数 处 处 都 等 于 被 积 丽 数 在 苞 点 上 的 画 数 值 f(2)。 

换 句 话说 , 在 区 向 [m 5] 里 连 粹 的 贺 数 f(x) 总 是 有 原 遇 数 的 ; 
它 的 一 个 例子 就 是 具 变 上 限 的 定 积分 (1)。 

如 此 ,我 们 蒜 于 建立 了 那个 在 156 段 已 提 到 过 的 命题 。 

特别 是 ,我 们 现在 能 把 蒜 让 德尔 枚 数 及 [174 写 成 定 积分 的 形式 ， 


中 这 个 重要 命题 一 一 对 在 全 区 则 内 连 午 的 丽 数 一 -最 先 独 环 西 拱 严 俐 丁 且 
£1823 年 。 

各 果 回忆 一 下 定 积 分 的 男 积 几 倍 解释 [175 展 ], 见 定 再 12* 可 与 所 红牛 由 与 获 
忆 获 定理 等 1156 县。 
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再 
所 _ 13 _ 
Pk p) := rs a Etk, yp) {7 kein ds 


按 副 地 所 遍 明 的 , 这 就 各 为 画 数 | 
1 Al To— isin 加 


的 局 国 数 盾 且 在 y==0 时 等 于 0。 
注 本 眉 所 征明 的 渝 吸 容易 推广 下 肤 是 变数 的 情形 ， 因 为 


由 1 有 
{rat=— fra. 
这 个 积分 业 的 导数 显然 等 于 一 了 (x), 只 要 x 是 这 续 点 。 


§ 3， 定 积分 的 计算 及 变换 


184. 用 积分 和 的 计算 ”我 们 举例 技 定 积分 定义 直接 由 积分 和 
来 计算 定 税 分 。 预先 知道 速 续 亢 数 的 积分 是 存在 的 ， 于 是 我 们 可 
以 专 为 便 和 着 想来 选择 分 割 法 和 点 fo > 


11 | singea， 把 区 前 [mw， [分 为 相 必 的 中 而 纲 A<8 双 丽 数 sinz 


的 站 在 4<b 时 我 站 工 它 在 每 分 区 间 的 右 湛 之 什 , a>>5 时 则 算 它 在 左 映 之 值 。 
于 是 


六 
or =h sin (qi) 
我 们 来 给 右 边 的 和 拷 一 个 隧 单 的 志 出 式 。 LL 2sin 立 乘除 之 , 然后 将 每 项 
都 于 为 余 将 之 差 , 如 此 不 难得 由 


起 


sintatik) = Sasin (at ih)sins ~ 


E 一 1 usin 备 t=1 


2 


一 3S64 一 


-1 pa 


2singi-! 


ceos( e 十 到 一 cosf ea 十 豆 】 
加 2 2 1 
起 ) 
Bi -一 


2 
如 二 E 


[es ( 十 寺中 一 eos (e+ z+)| 


Sinm 一 一 
n 


骨 然 #0 时 hk 一 0， 其 


h 
Bb 2 
全 + » 1 1 sm 
|sinzdz = lin 本 COS a+ Bh) eos vt = C030 — COSH, 


> 站 “ 
2y [sras (5>a>0, 4 汶 任 音 实 数 )。 
本 


这 回 我 四 把 区 间 [e 器 分 为 不 相 综 的 部 分 , 即 在 0 与 5 之 半 揪 大 一 1 个 
几何 中 天 。 摸 名 话说 ;说 
三 Yr VE 


Gy Rs Oy "= Lb, 


而 来 考虑 这 个 几何 手数 


我 们 注意 , 在 4 时 公 比 gg 一 1 莽 数 a 则 小 于 bg 一 1 于 0. 


就 左 绒 算 扩 男 数值 , 如 此 我 们 有 
一 中 一 1 1 一 1 
«n= agi)* Cagitl agt) =art! (g— DS 1), ~ 
+ 尝 必 . i= 


上 先 假 设 上 证 一 六 于 是 


全 了 


一 十 
一 dt1 Te 一 1 一 一 和 一 一 一 WA 一 【PP#+l 一 i 


” 兰 且 利用 已 知 的 极限 L65 段 ,3J， 我 们 得 出 


一 各 三 后 一 
和 . 1 be+l p+1 
请 
a pti tt Fn 一 外 
| 和 


在 = 一 1 的 情形 则 


Ga 一 种 (on 一 1 = 中 - 喘 


并 且 根 据 功 一 已 知 洁 时 [65 段 , 20] 
[9 
人 性 = lmoo=limn(A/- 1) =1nb— 1na. 


185. 积分 学 基本 公式 ”我们 在 183 段 已 经 看 到 ， 对 于 在 区 间 
[qb 里 连续 的 隔 数 (2) 积分 


Bo) =f(0as 


是 


就 是 它 的 一 个 原 函 数 。 如 果 (zx) 是 函数 f(z) 的 一 个 任意 的 原 函 

数 [例如 用 前 章 和 一 4 的 方法 所 找到 的 ], 则 [565 让] 
Dr)=Ftr}+o, 

和 4 就 容易 定 出 ， 因为 (6) 一 0; 我 们 有 
= 者 (g)=F(a) 十 0, 由 此 得 C= 一 F(a). 

终于 得 出 . 

Pr)=F(tr)— Fla). 
特例 ,在 = 时 我 们 得 到 


~ ow-jear Fb) — Pa). (A) 


这 就 是 所 谓 积 分 学 菇 本 公式 中 。 
各 此 ， 定 积分 之 值 可 表 为 低 一 原 函 数 在 <=5 及 “=a 时 两 值 
之 着 。 


”这 里 的 演 证 完全 与 156 臣 计 算 函 数 P(x) 及 面积 P 时 所 用 的 相似 。 公 式 (A) 
本 身世 就 容易 由 对 比 158 段 及 175 段 的 结果 而 得 出 。 


TT nr pp pp Er A Ta 
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公式 (4) 答 我 们 一 各 有效 的 方法 来 计算 加 入 数 f(z) 的 定 积 
分 。 要 知道 对 于 许多 类 这 种 简单 丽 数 我 们 会 将 其 原 夯 数 以 有 限 形 
式 用 初等 浒 数 卖 出 。 在 这 些 情形 定 积分 就 可 直接 用 该 基本 公式 算 
出 。 公 式 右边 之 羔 通 常 也 以 符号 了 (z)|" 来 表示 (所 请 “由 型 1 
的 二 交代 入 ”而 流 公 式 可 写成 这 梯 


| orzo 9 


” 屋 如 ,这样 我 们 羡 即 可 避 找 册 : 


恒 
1) | snaao- 一 COS 和 | = or 0080, 
2 加 
wtl | 也 一 De+1 
2) |#e= : = TT, re (LQ 一 1)， 
， 
3) 上 nz in5 一 Inaa (a>0, 5>0). 


这 些 结 果 在 前 一 段 里 是 很 虎 点 力气 才 得 出 来 的 。 
186. 定 积 分 中 变数 疹 换 公式 ”基本 公式 (A) 还 能 办 我 们 建立 
定 积分 号 下 变数 过 换 的 法 则 。 


. a 
玻 要 计算 积分 f(z)dz， 这 里 f(z) 是 在 区 间 [a 5] 内 这 炬 的 。 


会 z=p(t), 这 曾 数 p(t) 其 备 下 列 条 件 : 

1) 西数 g(t) 在 某 一 区 半 [a, 8] 内 有 定义 且 颁 粳 , 而 其 值 当 + 
在 [68] 内 变 导 时 恒 不 越 出 区 固 [a, 5] 吕 的 范 团 ; 

2) plo)=0, p(B)=D; 


也 图 数 tz} 有 出 订 以 在 拉 [op] 去 的 区 网 [ 闪 ,BB] 里 育 定 义 半 连 独 , 在 这 时 候 
只 也 pt 和 的 秆 不 详 出 区 间 [J4, BJ 的 范 注 就 行 了 。 


re 


-一 如 7 一 
3) 在 区 癌 [c, 6] 有 一 连结 导 丽 数 9"(。 
于 是 破 二 公式 | 


而 Nn | : 
Jar= |f (9 0))9' Dat. (2) 


出 于 丢 积 面 数 假发 是 违 炉 的 , 不 但 这 些 定 积分 存在 ,同时 其 相 
应 不 定 积分 也 存在 , 并 且 在 两 情形 都 可 以 用 基本 公式 ,但 如 果 F(%) 
是 微分 fz)dz 的 原画 数 之 --， 居 画 数 古 (1) = 了 (p(t1))， 我 们 知 
道 , 就 是 微分 fp(0)) p(t)at 的 原 茵 数 [ 参半 160 段 ]。 所 以 我 们 
同时 有 
[a 


| Fe 二 而 [本 一 机 (an 


及 
jg?epDae =B(8)}— Ba) =F (g(8)7— Fly(a)) = 


| = Fh)— Fin), 
”由 旗 得 出 所 求证 的 等 式 。 

注 我 们 指出 公式 (2) 的 一 个 重要 特点 。 在 用 变数 茜 换 法 计 
算 不 定 积分 时 ,得 出 所 求 的 丽 数 是 以 变数 表 出 的 , 我 们 还 须 还 原 
为 旧 变 数 zx 而 在 这 里 就 不 必 这 样 了 。 如 果 定 积分 (2) 中 第 二 个 
( 它 是 一 个 数 ) 已 经 算出 , 则 同时 第 一 个 也 就 算出 来 了 。 


例 1) 用 置换 =- asint 求 积分 [VR 一 2 do; a 与 6 在 这 里 就 是 0 
总 . 


ere rr ee re epee A rT 


一 3569 
[ 参 关 160 段 ]。 
2} 我 们 来 看 各 分 - 


TanrT 


到 

于 十 ros aT =J+ | 
8 0 
ie 


最 后 一 积分 由 的 措 x*=7 一 t(t 用 也 变 至 0 


v。 至 
sr— +t})sint -人气 (r 一 划 simt 
Crt ent 
-| 1+-eoa’t To 
T 站 


2 
霸 雪 为 这 样本 积分 之 差 的 形式 : 


2 


. gin +t t gint 7 
| 让 本 人 一 | 下 * 
-外 0 
代 大 化 简 后 得 : 
Tainz = "re — sarctg Ceost)| mr 
J +eosw 1+ eosst 到 


17- 定 积分 的 分 部 积分 法 我 们 在 162 段 有 了 .一 个 分 部 积分 
的 公式 / | 
| do 一 du, (3) 


这 里 假 避 以 x 为 自 变数 的 画 数 名 以 及 其 导 丁 数 w 5 4 都 是 在 所 
考虑 区 间 [om 5 里 如 标 的 。 现 在 我 们 利用 同一 基本 公式 (A) 把 公 
式 (3) 变 为 定 积分 中 的 类 似 公式 , 借 可 将 一 个 定 积分 的 计算 化 党员 
一 个 (一 般 较 为 简单 的 ) 定 积分 的 计算 。 z 

以 ?四 ] 夫 示 公式 (3) 中 后 一 个 积分 。 于 是 按 公式 (A) 有 


b 
一 由 (2 | + 
加 [ri 


本 
5 
ja= [a — ye) | = 


钱 然 由 (A) 同 时 也 有 
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| 
则 我 们 给 于 得 出 这 个 公式 : 


le- =|, -fo (4) 


这 个 由 示 数 之 阅 关 系 的 公式 (4) 原则 上 要 比 里 面 有 西数 的 公 
式 (3) 简 单 些 ; 它 在 二 次 代 太 竺 于 0 时 尤为 俐 利 。 


例 计算 积分 

z 
Tm = 人 sin"zgz Th = {eos Wpd yr, 
外 0 
这 和 芋 和 是 自然 数 。 
分 部 积分 , 得 
到 于 
四 
om = |sin™ led — eosr})=— sin” lxeosz| +im —1) | sin™ ?zeoszax. 
,| 


0 0 


二 详 代 和 大 化 为 者 。 以 1 一 sin? gw 代 cos?w, 得 
| dm= Cm— Tm (ol) ns 
由 归 导 所 这 个 递 推 公式 : 
一 


dm = a 2 


它 把 积分 7» 逐步 归 精 到 或 Ti。 gn, 在 r=2n 时 我 们 有 : 


【2 一 工人 2 一 了 于 


| 


len 2 
an Sin® "le TP PE SE 
| 
3 
， on(In 2) 4, 
四 — Sa: + EP 
aa41 {sin ziT 一 (3 二 TD 1T3 
四 


和 Jm 也 可 得 出 完全 相 疝 的 畏 果 全 。 


名 ”用 慑 换 z= 邓 一 t 可 将 .74 化 为 Je 


re ne 
TE TH pp ee re 
Te pp pe 


ae 
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”为 了 将 所 得 请 式 写 得 简单 一 点 ,我们 建 赚 一 个 符号 mi， 它 者 示 不 超过 
;的 让 热 数 的 “二 进 阶 生 ”({ 例 如 , 611 一 2.4-6, 而 71! 一 1'3.5.7)。 于 是 可 号 


¥ 和 - 了 二. 芝 ,此 时 严 为 偶数 
| 和 ”zaz= | eesrzae=1 | (5) 
。 ? 《7 于 时 mm 为 奇数 


188， 瓦 里 斯 公式 ”由 人 起 (5) 容易 推出 著名 的 瓦 里 斯 公式 ， 它 于 1655 
年 在 其 "无 净 算 术 " 中 刊 布 。 
廊 0<z<, 我 们 有 不 等 式 


Sint*tlpe sin re Sin ™™ 1. 


将 此 不 等 式 由 0 至 六 积分 起 来 : 
得 3 
| snriedre | sin vrdes| sin?9 led sy, 
全 自 J 


让 下 控 (5}) 得 
D221 
{an tT) 二 2 1 2 is) | 
或 . 
1 2n11 2 1 可 2 1 2 二 
C2nm— 1)11 ] 玉生 1 < | 2 
， 笑 然 两 问 二 式 之 着 


Ba | < 址 -二 
(Qn 1)2nL (2n —1)11 Dn 2 


显然 , 在 x 一 = 时 趋 手 0， 划 工 为 其 共同 极限 。 如 此 ，- 


Ti 2nl | | 1 
+ ln | 3m 十] 
或 

474 


厅 , - 
一 一 1in 


2 nl B35. (On— 1). (nF1) 
这 就 是 瓦 里 斯 公式 了 。 它 上 其 历史 兴趣 ,第 一 个 将 走 为 窗 史 计算 的 有 邮 式 极 


中 原来 的 公式 是 对 二 给 出 的 。 


， .一 党 1 一 
限 的 形式 。 在 时 答 的 研究 上 我 全 至 今 仿 用 到 它 。 但 对 = 值 的 近似 计算 现在 
已 有 快速 得 多 的 方法 。 


$ 4， 积 分 的 近似 计算 


. 凸 
189, 梯形 公式 ”必要 计算 定 积分 | FLz)de。， 这 里 了 是 一 个 
给 定 在 区 并 [ay 5] 里 的 这 续 画 数 。 在 83 我 们 借助 原 而 数 按 公式 


(A) 很 轻便 地 计算 过 这 类 积分 。 但 原 烤 只 有 在 少数 类型 的 画 数 ， 


是 能 均 为 有 限 形 式 的 ; 此 外 通常 就 只 好 癌 履 种 种 近似 计算 法 了 。 
这 些 方法 将 积分 近似 地 用 帘 积 西数 在 一 系 玛 自 变数 值 上 的 画 数 什 
表 出 。 在 季 章 的 情形 要 得 出 这 种 近似 才 出 式 可 以 借助 几何 想法 较 
泳 省力 ; 上 衣 然 定 积分 可 解 得 为 曲线 一 灵 轨 所 包 的 “ 肝 厂 梯形 " 
4BCD (图 68) 的 夯 积 [175 段 ], 我 们 的 问题 就 化 为 这 种 面积 的 近 
似 计算 。 


匡 63. 


首先 是 ,我 们 自然 想到 把 曲 鲁 弧 CD 以 其 于 来 准 代 ,而 向 糖 焰 
形 也 就 破 寻 常 的 梯形 所 述 代 。 要 决定 这 寻常 楷 形 的 面积 只 要 知道 
起 泛 秋 标本 


fia) = ye, 1 8) 一 的 


= 一 入 7- 一 
及 诡 巨 一 0 一天 就 行 了 .如此 我 们 得 出 近似 肥 式 


由 


iWar= sf + f= (yor). (0) 


当然 , 这 个 公式 只 能 给 出 很 粗 的 近似 值 。 要 得 出 较 精确 公式 ， 

我 们 把 侈 候 [a,8] 以 wi Way nl 请 点 他国 % 个 相等 的 小 区 
间 

Los Tijy Ly rs ly [rn i 1 (2) 

并 通过 所 了 到 各 分 点 作 相 应 航标 米 ; 它 从 把 原 图 形 分 为 nn 条, 每 条 我 

们 近 仆 地 代 之 以 一 个 寻常 的 梯形 ， 就 如 刚才 对 原 图 形 所 化 的 一 梯 


- Ty 


图 669, 


饭 然 所 有 梯形 之 高 都 等 于 二 ， 则 合 
fea) = ye EI) = fn) = Wn 6) = yh, 
而 各 梯形 面积 将 依次 为 
yet yi), yi Ya) Yt) 


加 起 来 就 得 出 这 个 近 伺 公式 
» 


人 Da 站 名 和 办 + ee ty (3) 
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这 就 是 所 虱 梯 形 公 式 。 
在 和 # 无 限 者 大 时 这 梯形 公式 的 规 差 从 而 无 限 减少 。 如 紫 ， 只 
要 负 到 分 大 ， 由 这 个 公式 所 产 具 的 积分 值 可 以 过 到 任意 的 精确 程 
度 。 
我 们 浆 这 个 已 知 的 积分 为 例 |: 
(0008. 
[0 
对 它 诬 用 所 导出 的 近似 党 式 , 皮 如 一 世人 而 计算 到 四 位 数学 。 
按 邦 形 肥 和 过 我 全 有 


m=00 加 =10000 0 切 一 09901 

次 地 二 1.0 yn = .HO000 二 由 .2 yz = .8815 
和 za=0.3 y=0.9174 

A ( 1.5000 | 7.0998)=0.78 sg ”=04 =0.8621 
2 , zs=05 =0.8000 


二 0.6 4 一 加 .了 3 避 呈 
2 一 站 二 ,B71I 


T7098B ， 


所 得 近 仙 结果 忱 贤人 秆 小 0.0005; 

车 考 当 然 了 解 , 我 们 在 此 能 合计 出 现 其 来 只 是 因为 预先 知道 了 积分 的 精 
确 数值, 要 我 们 的 公式 能 事实 上 适用 了 于 近似 计算 , 则 须 有 方便 的 对 莽 卖 出 式 。 
它 不 但 要 能 在 已 知 的 % 值 之 下 估计 绢 差 , 还 要 能 在 你 证 所 要 求 的 精 销 庚 之 下 
选择 六 值 。 这 了 并 题 将 在 191 段 里 再 对 论 。 


190. 抛物 线 公 式 ”我 们 仍 问 芭 曲 粮 形 4BCD 而 将 其 底 壹 AB 


平分 于 点 吾 兰 作 相 应 的 航标 贸 吾 F( 图 70)。 现 标 简 
AD=go, 
BF =—y,, 
BO=¥y: 
及 底 边 AB= 都 假 识 是 已 知 的 。 这 回 绾 CF 及 六 D 且 近似 地 代 以 


. 图 ?0. 
抛物 线 滩 CDC 抛物 稳 山 成 雏 全 方向 )， 还 过 三 点 0, 了 , D 
”这 抛物 栈 比 折 训 CFD 能 更 近似 地 代表 原则 黎 。 ~ 
当然 , 首先 要 明确 通过 平面 上 任意 三 点 

《zs 80 人 (2121 (x 281 (wm 1) 


事实 上 总 能 男 一 条 这 梯 的 地 物 线 ， 并 且 只 有 一 条 。 上 有 货 垂 四 的 
抛物 厂 的 方程 如 下 : / 


希望 


y= 二 By+o; 
其 系数 可 惟一 地 由 到 个 条 件 
Art bese—y, orithate=y, 
本 村 了 


Ati ote = 
所 决定 ,因为 这 租 方程 的 行 风 式 (' 针 德尔 蒙特 行列 式 ”) 


x ww, 1 


不 等 于 震中 。 


中 = 时 外 地 线 过 化 为 则 转 。 


Te ei i ee 


现在 我 们 来 硅 算 这 个 上 面 由 微 物 贱 交 所 辕 的 图形 的 面积 P。 
我 们 将 证 明 , 这 个 面积 由 公式 _ 


， 
P= 吝 (y3+4dy 1+ y1). (4) 
Ea 四 


所 表 出 ; 它 通 党 称 为 辛 划 松 公式 全 。 
不 致 减 绒 一 般 性 , 可 以 认为 了 轴 就 通过 点 4。 于 是 
下 
P=| (Cas + brto)dr = Coahi tp Ce]. 


心 


妈 阳 算出 , 


”的 一 名 中 二 c++ yr=ahs+ bh e, 
则 六 普 检 公式 立即 可 以 对 证 。 

奢 答 出 居 物 绕 下 面积 精确 值 的 (4) 式 只 近似 地 代 圳 所 求 的 曲 
终 4= 所 2 下 面积 : 


玉 . 
| ADaz=f (go dy + yy. (5) 
2 EE 
为 了 提高 精确 性 我 们 和 前 曾 -- 样 做 尘 : 玩 把 区 间 fe 5 分 为 相等 的 
部 分 (站 ,而 慈 图形 分 为 入 条， 对 每 条 各 施用 (3) 型 的 公式 。 经 然 


这 个 公式 , 除 两 幢 外， 还 用 到 中 园 的 航标， 于 是 我 们 必须 把 每 一 小 
区 问 ( 忆 各 用 wpX8 ; 2r- 夺 北上 氮 平分 为 二 【〈 如 此 原 区 因 总 共 


”分 成 了 2 部 分 )。 茎 然 世 条 (不 是 24 条 ) 的 底 边 都 等 于 汪 ， 刚 其 面 
积 的 近似 式 各 为 


丰 
By (y+) 


TD Thomyuys Simpaon L1710 一 176 册 是 英国 数 举 罕 。 入 公式 也 许 在 地 怠 前 已 萎 
知道 。 


376— . 
CS PE A 
Brn “Yi Ya yas 3 Br “Yl na ad 
加 在 一 起 , 得 出 这 个 新 的 江 届 公式: 


| . 
Pe (yo ya) 十 2 十 二 1 十 


十 4 十 二 yn (6) 
它 叶 做 搞 物 秋色 趟 或 六 普 松 公式 这 公式 在 花 故 同样 的 力气 之 下 


T 


柱 往 可 得 出 比 梯形 公式 精确 的 桔 果 , 因 化 比较 党 彼 条 用 。 


我 们 重新 用 半 普 极 公 式 再 来 计算 -加 积分 上 全 二 以 作对 比 。 取 2 二 


如 此 这 图 所 用 到 的 得 标 什 个 数 共 至 比 以 前 还 少 。 我 们 有 {计算 凌 五 位 数字 3 
1 下 | 


mo 一 和 2 一 人 2 一 可 Za 一 二 To 二 二 
时 将 


2 


3 . 


二 (1+ 3.76471-+1.6+2.56+0.5) =0,78539..， 


一 一 二 性 数 宇 全 都 正确 1 
| 当然 , 前段 来 屁 所 作 禾 注 在 此 可 以 重复 一 通 。 现 在 我 四 旋 上 就 来 洛 近 羽 
有 式 的 规 差 估计 。 
191， 近 似 会 式 的 余 项 ”我 们 先 来 考 趾 梯形 公式 相应 于 =I 时 这 一 最 
简单 的 特 二 , 即 公式 (1)。 有 几 一 个 “ 余 贰 ”p 来 恢复 这 个 公式 的 精确 性 , 如 此 可 
号 : ， 


市 辣 题 就 是 要 答 p 开 拷 一 个 便 干 估 值 鬼才 出 式 。 


我 们 假 救 陋 数 (2) 在 区 而 [a 要 内 有 头 两 阶 的 违 秆 导 南 数 。 寺 是 积分 
， 
ay 可 狼 下 面 的 初等 变 才 -一朗 重 复 三 回 分 部 积分 泪 一 一 立 序 导出 所 求 


-—. 


的 的 珍 出 式 。 


一 


971-. 
我 们 罕 : | 


出 本 Le 
| faar=| Fe)atz 一 由 = {5){b—a) -| f'n te ae, 
证 旦 怪 


本 Bb 
[fa { Po-aate-DD= ~ |e-b)A f(s) (0)]= 
二 入 r 


站 


和 如 
一 -| fr) {Eo— a) | firte by)d, 
下 幅 


是 - 是 四 
{FC Combadze | (ema = f(a 5- {fa 
立 二 如 
5 这 上 几 个 等 式 , 我 站 得 出 
由 了 所 
| firjdr= {tb -a [fa tf (6) -| fn arr f(s) (rm— a ter— bdr, 
让 ~ [0 " 全 .. : 


由 此 有 


中 
| few) dr “FELf (+)]+ 于 er-oe- bdr, 
所 玉 
5 
p= {f(a) (eb) dr. 


皮 然 醒 数 了 "(xz) 是 环 粹 的 而 (2 一 0) Cz 一 5) 在 区 间 [a, 5] 内 不 变 正 负 年， 
关 按 挫 广 中 值 定理 [182 段 10*] 有 


是 


3 
p= 六 "(ONC eb)ar= ~ 也 fF" (8), 
好 


这 里 qh, 
如 某 殷 区 间 [ap 分 为 和 2 小 相等 的 部 分 ， 副 对 得 个 小 区 天 Le pj 
按 记 征明 的 将 有 精确 公式 . 


癌 公式 (1) 余 项 理 凡 忒 的 这 种 蛤 导 尘 岂 于 学 生 卫 . 北 金 (lefirnn). 


| f(r)drm 一 2. 欣 二 + i 妇科 天 【和 (T+) 
™ 
将 这 些 等 式 还 项 如 起 来 二 三 D1, ,一 1), 得 : 
(eaz=A 加 主因 二 六 十 … 十 执 ) 二 Bo 


Le 


{h=65—0) 
这 里 
R= ti I(t + ‘Ee1) 
" 六 
一 式 就 是 梢 形 公 式 (3) 的 余 项 。 


以 赂 及 得 各 麦 示 寺 和 续 画 数 fo) 在 区 地 fo 四 内 的 最 小 值 及 最 大 值 [73 
秘 ]; 于 是 算术 平均 数 
三) 十 LE 二 二 六 E11) 


世 就 介 插 亚 与 型 之 间 。 按 乏 转生 数 的 一 个 热 悉 的 性 懂 [70 必 可 在 [a, 8] 
中 找到 这 样 一 点 避 使 上 式 精 确 地 等 于 "(4 和)。 所 以 我 们 竹下 


Re- ft) (eteb), 07) 

在 增 大 时 这 个 余 顺 大 权 随 已 而 变 小 。 
1 

例如 ,我 们 又 回来 计算 这 个 在 189 引 估 过 的 积分 2 对 于 被 积 图 数 


fw) = 我 们 有 1" (4) =27 了 各 这 个 导 醉 数 在 区 出 [0, 1] 内 讼 正 
信号 , 但 移 对 值 保持 小 于 2。 由 此 , 按 公式 (7), |Ewol <0.0017。 我们 算出 了 级 
举 标 的 四 位 数字 ,精密 论 达 0.00005; 不 灼 宕 旱 ， 由 于 般 坐 标 节 收 问 值 所 生 座 ， 

差 可 以 包含 在 上 面 的 店 计 式 里 。 族 下 的 强 洲 事实 上 小 于 这 个 范 团 。 
。。。 刘 于 六 兽 相信 式 (6) 我 何 只 写 册 其余 项 而 不 加 拢 证 .在 画 数 7(z) 有 四 阶 
速 模 导 画 数 的 入 性 之 下 这 祭 项 有 这 样 的 月 式 (如 果 区 项 分 为 2 部 分 ); 


中 我 们 在 此 钢 “ 大 概 ” 是 因为 :也 可 以 酝 # 而 次 ,这 一 点 今后 要 漠 得 。 


Ton = Tf) (和 (8). 
本 加 天 各 全. 为了 六 和 用 训 于 公式) 中 的 本 从 时 的 和 和 


我 们 注意 计数 f(x) 一 TER # = actgr 的 导 画 数 , 如 此 我 们 可 坟 利 
用 是 段 号 的 公式 。 Ri 

OE 全) 一 dhe0gy sin 5(y+ 元 } 
由 下 得 [了 Cx) | 二 24， 所 以 按 会 式 (了) 有 | R41 < Teo 一介.0008。 资 正 的 就 革 


我 条 已 看 帅 好 车 地 小 于 这 个 范 半 。 
192. 例 ” 晨 后 ; 鸭 了 葵 一 个 全 先知 道 其 数值 的 定 积分 的 近似 计算 实 便 ， 
我 们 用 辛 普 检 公式 来 计算 第 二 类 完全 实 加 积分 了 D。 


一 一 一 -一 
V [ 可 S11 mx 


吕 9 


1 
"(A 
”精确 诽 要 法 0.001。 

对 于 曾 数 Fo)=A/ 1 一 于 sin 和 z 在 # 由 0 变 至 瑟 时 我 间 有 1 了 中 (2z)| < 
< 一 12 国 ,所 以 [ 寡 关 (7)] 

(3) 
1830: {2m)" 
我 们 让 2%=6, 却 此 ] Bs| 二 0.00052。 于 是 


2 1 AS5 
,1 一 二。 工 _， 亲 为 了 ) -10. 


< 
1 Ra， | 3 (218) 


下” 勤 直 德尔 称 苞 数 玉 ( 名 内 及 百 ( 包 四 在 9= 可 时 为 党 休 的 : 在 这 情形 其 符号 中 
可 和 省略 第 二 自 次数 硬 出 写 为 下 CC), 忆 (kK)。 对 完全 嫌 加 积分 记 有 送别 的 以 。 


旬 ”显然 ， y= fr) 委 分 恒等式 


下 一 工 一 二 sim ， 
Me 


不 难 腔 步 得 出 导 国 数 加 人生 的 稳 对 侍 和 的 上 方 全 时 式 。 


1 一 5(15° ) wi =3.9394 


I 


品 


£1 = 可 人 30°) 2y1 = =1.8708 
za= (45°) dys= /T234641 .lS477i 1 95063... 
:一 本 (50") 2yr= =1.5811 
zs = 这 (75* ) Ay = 12 V2.9216 
z6 一 本 (90?) = ,Eon 
一 总 和 | 
对 所 得 精 果 除 校 正 娄 Rs 以 和 江 读 共 加 一 个 本 隐 估 时 所 入 尖 的 有 下 
它 不 超 “ <0， 00003_ 
如 下 ， 


135011< 可 -六 )- 1.35118 
了 nD ™ 好 


并 可 以 首 定 g(- 志 -)= T.351 001。 


(事实 上 在 所 得 起 果 中 全 部 数字 都 是 正确 的 1 

这 个 例子 的 兴趣 在 此 相 底 的 原画 数 不 能 以 有 限 形 式 卖 出 , 如 此 木 可 能 
利用 它 来 计算 定 积分 。 

友之 ， 如 果 在 这 个 以 及 类 似 的 陋 形 原画 数 吉 为 变 上 限定 积分 的 形式 ， 央 
可 以 计算 这 些 积分 相应 于 一 柔 列 上 配售 的 积分 租 。 由 此 在 原则 上 关上 明了; 对 
王 从 由 积分 式 粕 出 的 本 数 也 如 防老 所 熟 意 的 初等 画 数 -一样 可 以 造 表 。 


第 十 二 章 积分 学 的 几何 
应 用 及 力学 应 用 


§ 1。 面 积 及 体积 
193. 面 积 概念 的 定义 . 可 求 积 ® 区 域 ” 所 天 和 多边形 区 域 (或 季 


称 多 边 形 ), 乃 指 由 一 条 或 几 条 折 粮 所 图 成 的 任意 有 限 平 面 图 形 而 
早 ( 但 可 能 是 不 违 通 的 )。 这 种 图 形 的 面积 在 中 学 几何 课本 里 已 弹 
条 讨论 过 , 我 们 现在 就 以 此 为 基础 z 

现在 我 们 在 平面 上 任意 到 一 个 有 界 及 区 域 的 图 形 (P)。 它 的 
边界 或 界 克 () 我 们 想象 其 为 一 条 或 儿 条 了 曲 钱 。 i 

我 们 来 考虑 所 有 可 能 的 整个 被 包含 在 (P) 内 的 多 过 形 (4) 及 
整个 包含 着 ( 刀 的 多 塘 形 ( 忆 )( 图 71)。 如 果 人 及 五 各 喜 其 面积 ，， 
则 证 有 4< 刀 。 数 策 (4 
上 方 饶 为 任何 BB 所 园 ， 则 
必 有 一 上 确 界 Px [6 自 ]， 
而 Pa 所 8B。 同样 , 数 第 {B) 
丘 下 方 被 Px 所 园 ， 则 必 
有 一 下 确 界 P*>>Ps。 这 
两 个 界 第 一 个 可 称 为 图 形 图 1 
(P) 的 内 而 积 , 第 二 个 可 称 为 外 面积 。 

如 上 类 两 办 


AAA 


7 Wn 2 


Frere 


Px=suptd} 及 PY=inf\B} 
重合 为 一 ， 划 其 共同 值 了 称 为 图 形 (P) 的 面积 。 在 这 情形 图 


外 上原 学 是 "可 成 证 "或 ?可 党 万" 之 则 一 一 硼 者 注 。 


TT 吧 
re pr er rn 
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形 7) 和 为 可 来 的 
"， 要 而 积存 在 ， 共 必 其 必 要 而 充分 的 条 件 是 : 对 于 任何 一 个 
2>0, 总 能 拷 汉 这 样 两 个 和 多边形 (4) 及 (B), 使 得 BA4<8。 
事实 上 ,这 条 件 的 必要 性 可 由 确 界 的 基本 性 质 推出 [ 6 段 ]: 如 
果 面 积 己 存 在 ， 则 可 找到 一 个 44>P- 与 及 一 个 B<P+ 驻 。 充 
分 性 用 可 立即 由 下 列 不 等 式 推出; 
由 二 卫 : 二 挟 五 
同 此 意思 也 可 以 用 另 一 方式 来 家 出 。 
在 区 域 (P) 的 可 求 积 性 问题 中 其 边界 曲 米 (KX) 占 重要 的 地 位 。 
如 果 可 求 积 ， 则 如 我 们 出 才 所 见 , 对 葵 定 的 s>0 曲 粮 ( 玉 ) 可 
以 窜 包 含 在 一 个 多 边 形 区 域 (8 一 4) 内 ,这 区 域 是 被 夹 在 两 个 多 边 
形 (4) 及 (B) 的 界 区 之 问 而 具有 画 积 BB 一 4<s 的 ( 参 峙 图 71)。 
现在 我 们 反 过 来 假 裔 界 黎 (五 ) 可 以 包含 在 一 个 多 边 形 区 域 
(0) 内， 其 面积 为 C<s， 而 。 是 任 一 预先 烙 定 的 正 数 。 不 至 妹 台 
一 般 性 , 在 比 可 假 识 (0) 不 能 党 整个 图 形 P。 于 是 由 区 域 (P) 中 不 
落 在 (0) 内 的 点 子 组 设 一 个 多 边 形 区 域 (4) 而 被 包含 于 (PD) 内 ; 如 . 
， 果 糙 (0) 并 入 (4)， 乔 得 一 多 边 形 区 域 (8), 它 已 把 CP) 包括 进去 . 
了 。 钱 然 了 一 4=0<s, 央 由 此 根据 1° 推出 区 域 (P) 是 可 求 积 的 
为 了 认 语 省 力 起 见 我 们 煌 定 ， 一 条 曲 生 () ( 曾 或 应 开 ) 如 时 
可 以 徐 面 积 任意 小 的 多 这 形 区 域 所 牙 怖 ， 就 如 它 E 有 封面 积 。 于 是 
向 上 而 的 让 证 可 求 积 必 条件 可 以 院 这 这 个 新 的 形式 
要 图 形 (P 可 求 积 ; 共 必要 而 充分 的 条 件 是 : : 忆 的 办 入 (本 ) 
有 面积 0， 
因此 在 曲线 中 好 分 出 土 面 积 曲 嫉 这 一 个 大 类 漠 来 ,是 一 _ 件 有 
重要 音义 的 事情 。 
容易 证 朋 , 任 何 由 
~ y=f(x) 或 x=g(y) : (1) 


983 - 
【二 (ey 
(f 及 9 为 过 续 画 数 )， 这 样 显 式 方程 所 表 出 的 违 粮 曲线 都 是 具有 
喜 面 积 这 一 性 质 的 。 

例如 , 我 们 来 讨 花 一 下 第 一 个 方程 到。 接任 一 栓 定 的 8 之 0 可 
及 把 区 间 [e 世 分 为 [ze zen (i 一 0,1,…% 一 了 等 部 分 ,使 在 每 个 
- 分 区 立 中 而 数 于 的 摆 幅 wo， 义 二 -175 段 ]。 如 时 照常 例 mi 及 对 
各 表示 f 在 第 i 分 区 疝 中 的 最 小 秆 及 最 大 值 ， 央 打 们 的 全 曲 厂 可 

以 由 

[iy Bel Py WH ti=0, 1 no—1) 


等 短 形 所 租 成 的 图 形 所 能 草 [ 图 ?72], 这 些 算 形 总 而 税 为 
Dr- — pu} {ri Xi) = 和 A i An 一 6 


这 就 是 所 求证 的 。 也 就 是 说， 多 
曲 矿 (1) 有 霸 而 积 ， 
由 焉 推 知 0: 

3".， 如 果 一 个 图 形 (P) 由 
儿 条 过 冲 曲 厂 及 团 ， 每 条 各 出 


Mr 


一 显 式 态 程 (1) (两 类 型 中 之 2 rn 


一 ) 所 才 山 , 则 著 形 必 可 求 积 。 轿 72. ~ 


事实 上 ， 既然 每 一 上 壕 曲 克 都 有 堆 面 积 ， 则 爹 界 厂 显然 也 有 和 蛋 
面积 。 
194. 面积 的 可 加 性 、 我 们 想象 有 一 个 图 形 (P) 被 分 戌 了 两 个 


总 来 分 , 或 出 一 条 完 人 至 落 在 ( 己 ) 内 的 曲线 来 分 (图 734 及 5)。 于 是 
威 计 这 个 定理 ， 


昌 窑 位 可 疹 一 部 分 给 虹 相 重 , 但 图 形 不 相 系 , 印 开 共同 内 点 。 


4"， 这 三 个 图 形 (P), (Pi), (Po) 中 愉 ' 要 有 隔 个 可 求 各 央 第 
三 个 但 就 可 来 积 , 并 日 乙 有 
P=P+ Py, (2) 

也 就 是 襄 , 面积 具有 可 加 性 。 

定理 中 可 王 积 一 节 可 立即 由 条 件 2° 推出 。 剩 下 只 要 诈 明 等 
式 (2) 就 行 了 。 我 们 来 考 鹿 图 形 (Pi) 及 (Ps) 的 相应 内 外 多 边 形 (41)， 
《Bi) 及 (4s)，(Bs)。 碧 不 重 兴 的 多 边 形 (41)，(4s) 租 胺 一 个 多 这 
形 区 域 (4)， 其 面积 为 4=4 二 4s; 而 完全 被 包含 在 区 城 (P) 里 。 
多 边 形 (B1) 与 (Bs) 一 一 可 能 奖 先 一 一 划 租 成 一 个 区 域 (83) ， 其 面 
积 汰 及 所 Bi 十 Bs 而 包 舍 区 域 (P)。 

我 们 同时 有 


A 十 4 和 PeaBeBi+B 
及 
人 十 A 寺 Pi Po Bl Bs, 
如 此 已 及 Pi+ 也; 二 数 包 仿 在 同一 粗 可 以 任意 搂 近 的 上 下 界 41 二 
十 由 与 甩 十 Bs 之 间 , 所 己 访 二 数 相 等 , 这 就 是 所 要 东明 的 。 
特别 是 , 由 此 有 忆 呈 PP 所 以 图 形 的 一 部 分 的 面积 小 于 多 图 形 
195. 面积 作为 极限 ”前段 所 陈述 的 可 求 积 每 件 1° 可 以 改变 
襄 法 如 下 ; 


一 385 一 
要 图 形 (P) 可 求 积 ， 则 其 必要 而 充分 的 条 件 是 要 存在 这 
机 个 世 形 让 则 [及 前 一 被 包含 于 (P)》 后 一 第 办 
《P), 而 其 面积 有 一 共同 极限 z 
Tim A = lim Ba = P. (3) 
这 极限 显然 就 是 图 形 (P) 的 面积 。 
有 时 和 边 形 箱子 用 其 他 已 知 可 求 积 的 图 形 来 蔡 代 ; 
6 "， 如 果 对 了 于 图 形 (P) 可 以 做 出 这 样 油 个 可 求 积 图 形 序 列 
区 人 让 及 区 有 前 一 被 包 舍 于 ( 忆 )， 后 一 能 置 (P)， 而 其 面积 有 一 
共同 极限 
lim®,= lim ;=P, 
则 图 形 (P) 也 可 求 积 , 而 上 面 那 极限 就 是 它 的 面积 。 
这 可 立即 由 前 一 条 推出 ， 只 要 每 个 图 形 (8,) 代 之 以 其 中 所 包 
含 的 多 边 形 (4%), 而 图 形 (B) 代 之 以 包 售 它 的 多 边 形 (B,), 而 面 
” 积 与 它 如 此 接近 ,使 (3) 也 同时 实现 。 
196. 以 积分 表 出 画 积 ”现在 我 们 借助 积分 来 计算 平面 图 形 的 
面 税 。 
在 首要 地 位 我 们 先 以 严格 计 法 来 讨 史 已 巡 到 过 的 决定 曲 效 梯 
形 面 积 加 题 (图 形 74)。 这 图 
形 4BCD 上 方 由 方程 
” y= f(z) 
所 中 曲 焰 DDO 为 异 , 这 里 了 (zx) 
是 区 徊 [a, 51 内 的 一 个 正 连 
模 丁 数 ; . 它 下 方 以 x 轴 上 较 
段 4B 为 界 ， 而 丙 侧 以 季 坐 图 ?4 
标 科 4D 及 BO 为 界 (也 可 稿 为 一点 )。 特 别 是 ,所 考虑 图 形 48CD 
的 面积 了 的 存在 可 由 3° 推 知 , 而 间 题 只 是 如 何 计 算 证 。 
因此 我 们 把 区 疼 [a, “本 朝方 起 分 为 小 区 几 即 在 4 与 8 于 


一 346 一 
插入 一 采 列 点 


以 二 A b. 


以 mi 及 型 ;各 表示 画 数 x) 在 第 + 个 分 区 间 中 (i 一 0,1,…% 一 1) 


的 琶 小 值 及 最 大 值 而 做 出 达 布 民 和 
3 二 >_ mn, 点 一 > NM jd， 
和 四 


它们 显然 就 是 各 和 由 内 外 息 形 所 组 成 的 阶梯 形 的 面积 参半 附 图 )。 


新 有 刁 . . 
#3. 


, z 
但 当 ax 中 最 大 者 趋 于 雾 时 , 两 和 有 积分 f(z)dz® 为 其 极限 ， 因 


”此 也 就 等 于 所 求 的 面积 
， , n 


P= |yaz = | flx) dr z 四 


如 果 曲 芒 赠 形 CDF 如 下 为 上 方 均 以 曲线 为 界 , 其 界 绚 方程 式 
和 一 万 (Y) RK yo fo(x) (ux 人 eh), 

则 将 它 看 作 4BFE 及 A4BDO 两 图 形 之 差 而 得 出 该 所 求 梯形 面积 

如 下 [参半 40]: 


b 自 


P=| (y—y) de= {fa —f Cw) az. (5) 


现在 届 栓 出 了 -一 个 局 形 40B (图 ?6), 其 边界 为 一 条 草 烧 4B 
及 两 条 矢 径 04 与 05 (每 条 均 可 精 为 一 点 )。 在 此 曲 态 .4 下 由 极 
坐标 方程 > 一 9(9) 所 答 出 , 诉 9(9) 是 区 问 [e 8] 里 的 一 个 正 速 入 
画 数 。 
中 下 宁 这 本 身 就 奸 明 由 线 料 形 4CE 的 可 求 由 ;要 得 出 郝 时 所 说 的 图 形 序 列 ， 
本 雇 ; 此 方 跑 ; 将 区 交 起 为 % 个 相 螂 的 部 分 , 而 二 至 过 


一 一 一 - .一 一 一 .wm es 


图 75. 
在 a 与 8 间 插 叉 下 型 比值 (参阅 阶 图 ); 
a 0 B=, | 

提 作 这 些 角 的 相应 矢 径 。 如 时 在 此 节 引 及 范 数 8(5) 在 [9,0 
型 的 最 小 值 及 最 大 第 为 LL 及 及:， 则 由 这 些 秆 径 所 扫 出 的 图 刷 形 
将 各 为 图 形 (P) 的 肉 外形。 我 们 各 别 由 内 届 形 及 外 局 形 租 成 两 个 
”图 形 , 其 首 积 为 
vA 及 可 = 计 MA. 


容易 看 出 这 两 个 和 及 工 就 是 积分 士 |[g(9)]49 的 达 布 氏 


和 ; 在 差 数 Ab, 中 最 大 的 趋 于 零 时 , 则 这 个 积分 就 是 喜 丁 和 的 共同 
”极限 。 于 是 由 6*@ 图 形 (P) 可 求 积 而 .| 


刁 避 
~ Lir2ag=i{ 3 、 
P=#|rag S19C0) Jsag. z (6) 


例 1) 给 定 了 一 个 椭 导 入 二 -车 一 1 及 它 上 面 的 一 个 点 (zs, 护 (图 
77)。 斌 未 曲 粮 梯 撒 BOE 及 曲 秋 属 形 0H 户 的 面积 。 


中 由 德 6° 中 所 静 的 图 形 序列 在 此 就 可 以 将 区 间 分 汝 于 个 相 二 的 节 分 。. 


一 588 一 


由 棋 立 方程 我 全 有 4 = 之 二 太 , 如 此 按 公 式 (4) 有 


由 
_ [8, /a 
五 | 一 面积 BOE 了 = | 之 w 一 六 全 了 一 


必 


= are gi 一 + 到 一 天 人 -R= Pare sin 志 十 于 


证 然后 一 项 志 示 入 OKE 的 面积 , 其 者 接 它 屋 后 我 们 得 贞 局 形 画 秘 的 表 
:给 式 为 
二 面积 MB =Pare sin 一 ， 
"uh 


在 <=a 时 我 们 找到 椭 呈 的 四 分 之 一 的 区 积 为 弛 ,如 此 全 燃 加 面积 P= 
一 rab, 对 于 图 则 4 一 b=7 而 得 内 熟悉 的 公式 P 一 mr?。 


图 7. . 钞 ?78. 
2) 试 求 枉 杀 可 进 合 找 物 粳 炉 =2p: 与 z=2py 《图 78) .如 入 团 图 形 的 
面向。 
显然 ， 下 要 片 用人 下 在 “全 


fi 一 2 二 VE AE, 


你 
要 决定 积分 区 半 我 们 将 包容 两 方程 联 六 而 解 之 ， 如 开 求 得 两 河 物 鲁 腊 点 
以 外 的 变 点 型 的 构 坐 标 , 它 就 等于 2p。 于 是 我 由 有 


2p 
.— — 和 3 ,|2r 
?|(V -各 v-(3V 罗 二 - 闸 。-= 
| VV 2pz 27 dr=| V2p x 55 | aP 


am 
i 
+ 


一 389 一 
3) 公式 (和 也 可 用 于 遇 乒 梯形 的 边界 曲线 由 参 严 方程 所 检 出 的 情形 : 
r=pttls =ptt). 
{fo 和 tT 
在 积分 (4) 里 进行 变数 埠 模 而 得 {说 t=t 时 z= 而 t= 了 时 z=4); 
亚 7 . 
P= | gard = | CpGDat (7) 
te fo 
例 旭 , 们 人 芒 要 出 穴 底 表 用 法 
T= uc0st, y=baint 


来 计算 椭 国 面积 而 读 为 当 t 由 7 减 于 0 时 ,x 由 一 & 增 至 二 出 我 们 得 量 


TT 


看 
P= 2|bsint (asint)dt =2aB|sinY d=rab. 
而 由 


这 里 我 们 是 算出 上 人 秆 个 桥 图 的 面积 而 二 售 之 。 


"9. 


4) 我 们 以 届 样 三 式 来 计算 旋 输 线 闻 =a 人 tt 一 sint),，y 二 at1 一 20s 1) 所 痢 
图 形 的 面积 (图 79)。 我 们 按 从 江 (7) 有 


让 下 
P= { o2f1 GDS 二 2 人 二 ar(3t — 2gint + 立 sin2t )| gra 
0 
如 此 ,所 求 面积 就 等 于 秆 径 为 中 的 图 的 面 税 之 三 倍 。 
5) 求 亚 儿 点 种 昌 攻 = 2 的 一 下 所 和 包 面 税 ({ 较 的 ?。 按 芝 式 (6 我 向 有 
nm 
P= 名 | 52d8 = 和 $0] 一 与 aa?， 

前 了 时 华 径 为 2ra 的 图 的 向 积 岂 为 4r5。 拼 晶 实 一 下 的 面积 辟 笑 于 加 面积 的 
三 分 之 一 (这 持 时 亚 儿 点 德 当 时 世纪 猎 知 道 了 )。 


rr pp ep 


一 鸡 [ 一 


”~ ee 


图 20. 

197. 体积 构 念 的 定义 及 其 性 属 也 如 193 段 中 那样 ， 由 短 形 
面积 概念 由 发 而 建立 尾音 平面 图 形 的 商 积 ， 现 在 我 们 依据 多 面体 
体积 来 给 一 般 订 体 的 体积 定义 。 

和 如此, 疏 答 了 一 个 任意 形状 的 立 体 (7)， 训 由 三 度 空 疝 中 了 朵 曲 
面 所 名 国 的 体 。 体 的 边 界 (S) 愉 为 一 个 于 曲面 (或 多 个 刚 曲 面 )。 

我 们 来 老 注 完 至 包 合 在 我 们 这 个 体 里 面 的 体积 为 互 的 多 面体 
(了 ) 及 能 辕 在 外 硬 的 体积 为 了 的 多 面体 (了 )。 对 于 了 总 存在 有 一 
上 确 虐 Vw 对 了 总 存在 有 一 下 确 界 TV*, 邮 i 了 :< 委 下 ”; 它们 各 可 称 
为 该 立体 的 内 体积 及 外 体积 。 

如 果 

下 :一 SU 下 F* 一 inf{Y 了 } 
二 数 重合 为 一 ， 划 其 共同 值 FF 就 称 为 并 体 (Y) 的 体积 。 在 这 情形 
六 体 (T) 有 时 也 称 为 "可 成 立 万 的 《可 求 积 的 )。 
和 
“要 体积 存在 的 必要 而 充分 的 条 件 是 : 对 任 -- e>0 总 能 
个 和 人 (i) 病人 了 x 

De 形式 表述 如 下 : 

， 要 立体 (V) 有 体积 ， 其 必要 而 充分 的 条 件 是 要 ' 攻 的 过 界 


ET a 


a 


991-~ 

内。 

属于 零 体 积 曲面 之 数 的 首先 有 和 任 一 下 列 三 迎 显 式 方程 所 表 的 
曲面 : 

= fr 的 y=—9u) wh(y, 2), 

这 里 ,9, 访 各 为 菜 有 界 区 域内 的 二 元 连 粮 国 数 。 

证 , 上 比方 说 , 粮 定 了 一 个 第 一 型 的 方程 , 其 定义 域 为 (P), 彼 包 
含 在 一 个 矩形 ( 妃 ) 内 。 按 187 段 的 定理 , 不 列 s>>0 如 何 , 总 可 糙 
此 矩形 分 为 任意 小 的 短 形 (如 ) (= 12 …m)) 使 数 了 在 区 域 
(P) 的 帘 包 合 于 (;) 的 部 分 (Ps) 内 的 摆 幅 所 元 。 如 果 mm: 及 陨 : 溃 
汶 效 数 了 在 (Pi) 内 的 最 小 值 及 最 大 值 ， 则 我 们 这 个 曲面 可 以 发 包 
容 在 一 个 由 庭 面积 为 ER 高 为 w1= 性; 一 mm; 的 平行 体 所 租 成 的 多 面 
体内 。 这 个 多 面体 的 体积 是 : 


YR < 2R = 8， 
人 + 
这 就 是 所 机 证 朋 的 。 
所 以 ; 


自 一 个 显 式 方程 (号 三 型 之 一 ) 所 表 出 , 芭 该 休 必 有 体积 。 


体积 也 如 面积 一 样 具有 可 加 性 : 
4°， 如 果 一 个 体 (7) 分 成 两 个 体 (7;) 和 (Vs), 姑 三 体 中 每 丙 


We Te ee A ee ne ee na 


”面体 序列 (CX,)) 及 一 个 外 多 而 休 序 列 (( 了 Ys)), 其 体积 有 一 其 同 极 
限 
im 一 1 一 下， 


一 和 ?一 
这 航 限 就 是 体 (『) 的 体积 。 
上 六 命题 中 才 面 体 也 可 代 之 以 其 他 和 任何 显然 知 有 体积 的 体 。 
如 此 我 位 有 这 样 的 命题 : 
序 烈 {(D。)}， 各 体 都 有 体积 ， 而 这 些 体积 趋 于 二 个 共同 极限 
Ji 一 Lirn77 一下， 
则 体 ( 了 ) 也 就 有 体积 , 序 等 于 鼓 极限 。 
198. 以 积分 表册 体积 ”我 们 先 浊 一 下 这 几乎 明显 不 符 癌 的 事 


ur 


ME mr mr rr ee Fe ee ere er ee ee 


我 们 取 钉 边 形 (4w) 及 (B), 前 者 包 合 于 (PP)， 后 者 策 罕 (PP) 而 


其 面积 A 及 Br 同 趋 于 极限 P(195 段 5 )。 如 果 在 这 些 多 好 形 
王 作 高 五 的 正和 角 桂 (有 四 及 他 2 姑 其 体 税 
一 由 五 及 ,= BH 
董 址 于 共同 和 极限 下 = PAH， 它 就 是 我 们 这 入 形 的 体积 (197 段 5 )。 
现在 我 全 来 考 瑚 一 个 体 (F)， 包 含 在 x 二 Qa 及 4 一 5b 两 平面 之 
六, 并 以 焉 直子 * 轴 的 手 面 截 荐 之 (图 81)。 我 们 屋 设 所 有 这 些 截 


图 好 . 


面 都 是 可 求 积 的 , 间 蒂 相应 于 楼 坐标 < 的 截面 的 面积 P(z) 是 的 
连 精 图 数 (q 丰 x 了)。 


如 果 和 将 两 个 相似 截面 不 婚 柱 曲 投 射 于 性 一 焉 从 于 * 轴 的 平面 


OO 


ra 


图 82. 
士 ， 刷 和 们 可 以 或 者 一 个 包 信 于 男 一 个 内 【如 图 820)， 或 者 局 吏 
重 达 (图 832), 或 者 一 个 在 田 一 个 之 外 (图 826)。 
我 们 要 来 讲 论 的 是 第 一 种 情形 ; 两 个 不 同 的 帘 面 投射 于 一 个 
垂直 于 * 轴 的 竺 面 上 后 共 一 恒 包 含 轴 一 之 内 。 
在 这 种 假设 之 下 可 以 冯 定 该 体 必 有 体积 ， 它 由 这 个 公式 所 表 
出 : 


V -|Peoa 。 (8) 


证 明 时 我 从 将 > 轴 . 上 的 区 辣 [La, 5] 用 
a 

庄 点 分 为 若干 部 分 而 以 通过 各 分 点 *= 的 平面 将 整个 体 分 成 片 
片 。 我 们 献 看 包含 在 平面 xm 与 一 xin (i 一 0,1…% 一 了 之 间 
的 这 第 宇 片 。 在 区 间 [zi wii] 内 曾 数 P(az) 有 最 大 值 对 ; 及 最 小 
值 mws; 如 果 相 应 于 此 区 间 中 各 不 同 值 的 截面 都 放 在 同一 平面 上 , 比 
方 说 ，z= 一 由 这 平面 上 ， 则 它 打 在 所 作假 法 之 于 将 僵 都 包含 在 具有 
面积 形 , 的 最 大 截面 内 ,并 包 售 着 有 共有 面积 ms 的 最 小 蕉 面 。 如 时 在 
这 两 个 最 大 与 最 小 截面 上 各 作 - 一 高 ”2 一 3241 一 ar 的 柱 形 ， 刚 较 天 
的 一 个 将 包 舍 敲 体 所 考虑 的 一 片 , 而 较 小 的 一 个 将 被 芒 片 所 包含 。 
根据 本 段 开 始 所 蕉 ,这 两 个 定形 的 体积 将 答 为 型:Ami 及 wasAmas 

由 戎 内 桂 形 粗 成 一 体 (7)， 由 履 外 外形 租 成 一 体 (D);i 其 体积 
各 等 于 


一 允 4 一 


>_ mrs 及 DD_ MA 
E i 
maxAz 赵 于 堵 时 有 一 共同 极限 (8)。 由 197 段 6 知道 这 


就 是 体 ( 广 的 体积 9 中。 


人 而 蓝 入 一 


Jr) (tar 所 给 出 ， 


这 里 亿 x) 连续 而 且 非 负 ; 我 们 将 其 所 图 曲 禾 梯 形 榜 2 轴 邓 转 之 


分 明 满足 上 述 城 面 相 兴 假发 的 重要 特例 就 是 进 转 体 。 我 们 蔽 


想 在 平面 zy 上 有 一 条 曲 二 ， 由 方程 式 y 


了 例 姑 将 区 间 分 为 相 名 的 部 分 ,并 符 易 分 出 持 命 是 中 所 菩 天 的 那 内 体 序 列 发 外 


体 序列 。 


一 395 一 
《图 83a 及 门 。 所 得 到 的 体 (TF) 蝇 然 属于 当前 的 特例 , 因为 它 的 截 
面 投 射 到 和 王 丰 于 > 轴 的 平面 上 时 成 一 系 邢 同心 图 。 这 里 
Plr)=ny = (2) ]2 
划 此 
V =n |y'dz= 了 |[Fea T2902. (9) 


如 证 


如 时 一 个 曲 太 梯形 下 方 及 上 方 由 曲 黎 y== 斑 (x) 及 go 一 了 (2) 
所 图, 则 显然 


| Cy -ytlar—7| {The) 1 [P(r) ?dz, (10) 


虽然 关于 截面 的 假 心 在 此 也 可 以 不 实现 。--- 般 沿 来 ， 所 性 明 的 二 
果 不 难 推 广 到 所 有 这 种 由 满足 上 述 假 设 的 体 加 减 而 得 的 体 上 。 
在 一 艇 的 情形 只 能 肯定 ; 如 里 体 (了 ) 有 体积 了， 则 它 可 由 公式 
(9) 雪 出 。 : 
例 1) 没 构 加 -三 十 - 盖 1 弹 + 轴 淹 。 斌 儿 
° ~ 和 (a?) 
则 我 们 求 得 汇 转 构 圆 休 的 体积 为 


她 p2 村 马 
F=， | dr | d= 
一 包 日 
加 pz 2 3 全 二 2 
一 2 (a z 一 专 -) ， = 加 . 


同僚 我 司 可 求 得 线 % 堵 通 转 所 得 之 体 的 体积 为 和 vb。 在 这 些 全 下 里 


化 ”人 锁 各 一 个 伍 满 旺 定 理 入 的 过 尾 叶 就 是 如 此 。 


n 应 


图 罕有 册 |=]( 几 和 =。 


一 必 


Ms i nt 


一 396 一 
没 a=5 = 则 得 出 大 案 所 装 悉 的 生生 为 + 之 球 的 体积 于 rr 

9) 对 一 技 旋 蛤 线 r=at— aint) y=atl— eost (Ot 27) 求 同 样 的 
退 转 体 休 积 。 


曲线 的 参 变 公式 使 会 式 


时 中 旦 
Fer | ydr 
bb 


牛 必 粗 换 z 二 a(t 一 sint);dz=atl 一 cost) 很 为 秩 力 。 姥 : 


卫 T 
a 加 3 3 isint)| “= 
F ?9 cos £) "dt a (Dt 4sint+ sin2t + sin | 
3) 赋 求 由 标准 万 程式 


所 灯 出 的 三 册 椰 国体 的 体积 (图 84)。 
通过 ?井上 一 点 型 (z 而 重 交 于 此 朝 的 平面 变 槛 图 体 成 一 棋 贺 ; 鞭 在 3 
上 


A 
世 此 知 其 千 轴 各 为 四 四 
MA -至 及 cv- 伍 ， 


证 商 积 可 才 为 L[196 自力 ]: 


一 7 一 


宝 
Pls)=rbe(1— SS =e). 


如 焉 , 按 公 式 (8} 所 求 体 积 为 


v= | Car— Arrabe, 
4) 我 们 背 虚 两 个 半径 为 
7 的 圆柱 , 其 未 相交 成 让 区 ; 现 
在 来 求 其 所 功 之 体 的 体积 。 
图 8 上 的 体 0480D 部 
融 体 的 六 分 过 一 。 我 个 作 2 韩 
通过 两 周 社 韩 的 交点 局 拌和 鳞 站 
于 该 二 般 。 于 厦 作 一 平 配 二 避 
成 距 欧 7 并重 和 于 并 策 ， 上 与 体 4 
DABCD 相 交 , 闻 堵 成 一 正方 形 好 85. 
KLMN, 其 边 型 让 = ~ Ti 一 Zi, 加 此 P(r) fr? 一 2z?。 于 是 按 公 式 (8) 有 有 


F = s|(r? 一 到 全 = 
0 


5) 最 后 我 们 来 解 同一 开题 , 但 候 妨 两 阁 柱 有 不 同 牛 径 ”及 下 (一 门 。 
与 前 例 的 差别 只 在 所 武 正 方形 ELMN 现在 成 给 形 , 其 边 为 和 二 王政 
VR 一下。 如 此 ,在 丰 例 体积 下 已 烃 要 用 


V =6| VU Cy dr 
上 


这 个 可 加 积分 来 才 册 了, 或 省， 作 重 换 z= ysinp 而 令 & 元, 则 


至 
| coazypw/ 工 一 NEsinap dp = BRri-I. 
中 


现在 我 们 来 把 积分 了 化 为 完 于 精 图 积分 ,首先 是 ， 
0 参阅 379 页 底 注 。 


Ti re 


2 
GOS 2 sf Sin'goos gp 
= dnp= E+ 
{ ] 工 一 种 im 中 一 es Kisinig ” “i 
@ 
但 是 
了 办 1] — sin’y 4 -1 fn 
"| ” hE vl — ksin’p 
0 D 
| 到 
二 站 人 IE 一 a=(I 一 二 直 jzCD+ 坏 p(y) 
[| 


另 一 友 面 ; 码 分 部 积分 我 们 有 : 


到 
, = 去 |sin od 1 — ginig = 地 sin 2p%W 1 — krsinp 
和 


可 T 


全 时 
~|sos2o I= Kisin*g dg =|(1~2e0s’p)VI- sin’pdyp = 
og 


= E(k) ~21. 
由 此 有 
I= 于 (去 +1)g() (i -1)ro | 
如 此, 最 后 得 上 
T= (I+)E(E) (1 FC)]. 
$2, 弧 长 
199. 弧 长 构 语 的 定义 ”我 们 来 老 虚 平 面 上 一 条 曲 炎 4B { 针 
考 唐 非 阴 曲 粮 )， 由 寡 变 方程 
X=p(t), y= (1) 
(nt 人) 


所 和 共 出 ,而 夯 数 9》 及 峭 假设 是 速 楼 的 。 我 们 队 为 点 4 相应 于 #= 加 
而 点 五 相应 于 t 一 人。 在 此 假 辟 曲 秒 上 洛 有 重点 ， 如 此 寡 变 数 + 的 


不 局 数 值 就 机 应 于 则 本 上 
不 同 的 虑 。 

如 果 把 曲 艇 上 的 成 按 
大 变数 t 的 增 大 排列 成 次 
序 〔 两 个 点 中 相应 于 远大 
做 变 值 者 看 作 在 后 ) 则 直 
此 在 册 线 二 建立 了 一 个 一 
定 的 方向 (图 86)。 

更 在 我 介 在 上 曲 米 48 上 有 联 一 系列 的 点 

A= Mo, MM Ba, ,WM MWS= BB, 
挡 所 指示 方向 一 个 跟着 一 个 ; 它们 相应 于 一 桑 列 递 增 的 参 变 值 
a a a a EE 

我 们 没 曲 米 .4 瑟 上 作 一 折 炎 名 (p) = .AH1Wo…B 而 以 了 起 其 全 
长 号 。 

当 折线 (了 的 边 型， Mt 中 最 大 的 趋 于 才 时 ,其 全 长 了 所 趋 有 
限 极限 3 称 为 弧 二 如 这 长 : 

s= AB= limg. 

如 果 这 个 极限 存在 , 剧 苇 曲 娘 称 为 “可 站 化 的 "或 有 长 的 。 

这 个 定义 的 涵义 可 以 如 此 前 述 ， 不 渝 浴巾 粳 上 取 怎 梯 一 个 折 
嫉 厅 列 ( (pn)}， 只 机 满足 折 烧 (pn) 的 最 大 边 随 *%* 的 增 大 而 趋 于 需 
这 个 条 件 , 划 全 长 pr 针 趋 于 一 个 极限 s。 

也 可 用 “8-8 吝 辞 天 之 如 下 : 对 计 每 个 5>0 可 以 找到 这 样 一 
企 8>0, 合 不 等 式 


0 一 从 过 癌 


号, 久 ”对 于 任意 的 灿 宣 所 骨肉 楼”(LamncaTey》 这 种 说 站 在 此 讶 有 总 尺 ， 因 其 乔 
内 着 训 划 多 。 周 时 mpaeyp 一 字 对 非 陆 曲 半 出 不 能 柄 县 “ 周 长 *。 轩 此 这 两 个 字 在 
这 里 都 未 便 撤 通 例 直属 一 一 习 者 注 。 


一 好 由 一 


在 沿 恋 曲 纺 上 所 作 折 线 每 市 


MM 8 
时 重 成 立 。 
这 两 个 定义 的 等 价 性 可 以 象 寻 常 那样 起 明 。 
强 长 的 一 个 重要 性 盾 是 它 的 可 加 性 : 
如 果 在 引 4 上 贾 取 一 点 C, 昌 只 要 训 4B 有 长 , 则 狐 40 及 
C8 也 就 有 共 , 霸 且 
AB=AC04+08 
这 个 事实 我 们 承 计 它 面 不 加 证 崩 。 其 实 对 于 我 们 寻常 要 老 左 
的 曲 艇 ( 套 半 201 段 )， 不 仅 颖 长 的 存在 可 由 听 长 的 积分 表 出 式 本 
身 来 保证 , 而 且 弧 长 的 可 加 性 也 可 由 此 推出 。 
现在 过 向 阿 曲 项 的 情形 , 此 时 点 4 与 石 重合 为 一 (但 仍然 没有 
重点 ， 郎 每 个 异 于 4 一 召 的 皮 只 在 参 变 数 的 一 个 值 上 得 到 )。 不 ， 
难看 出 ， 在 这 情形 上 述 弧 长 定义 已 婚 不 能 无 条 件 地 适用 了 : 就 看 - 
(图 87) 即使 上 述 条 件 完 
储 符 合 时 也 仍然 无 碍 折线 
护 成 一 点 而 其 央 长 趋 于 
A 雳 。 固 题 在 此 :， 非 世 曲 线 
的 情形 光 是 由 子 折 科 (pp) 
加 27 各 节 从 都 趋 于 需 、 已 足 保 
证 使 其 越 来 越 紧密 党 异 于 相应 的 纯 眉 ; 所 点 自然 可 以 取 其 全 长 
Pp 的 极限 作为 全 弧 之 长 。 对 于 轩 曲 米 ， 情形 就 已 经 不 是 这 样 
了 @。 
加 然 可 以 把 这 个 定义 收 改 一 下 (不 更 复杂 化 )， 合 其 也 能 包括 


中 ”部 果 固 亿 一 下 和 名 几何 教程 中 以 内 接 正 多 边 形 周 长 极限 作风 周 长 定 义 , 则 正 
多 边 形 这 一 阴 山 下 可 防止 这 时 所 崇 的 可 能 性 。 


一 和 01 一 

阿 曲 太 的 情形 。 但 我 们 为 简单 向 宁 训 共 一 途径 , 朗 : 届 想 将 用 曲 醒 
用 叱 上 面 一 个 性 总 了 到 亦 的 所 安 分 成 两 自 非 也 曲 芳 ， 而 称 其 长 之 和 
汐 人 全曲 粮 之 其 (如 果 西 段 跌 都 有 长 的 话 }。 恢 据 弧 其 的 可 加 性 不 难 
证 明 , 这 个 和 事实 上 与 点 4 及 如 的 选择 法 无 关 。 

200、 朝 助 定理 ”我 们 重新 来 少康 淡 有 重点 的 非 并 曲 身 《1)。 对 这 各 
米 我 们 要 起 明 下 列 商 个 辅助 命题 。 

博 助 定理 1。 如果 点 于 及 王 " 相应 于 人 狗 变 值 ! 及 雪 (<1); 期 对 侨 
一 5>0 必 . 林 找到 这 样 一 个 0， 使 在 tt 时 号 蕉 MM" M6 

事实 上 , 弃 然 (中 图 数 ? 及 y 是 一 禾 连 粮 的 ， 则 对 于 #2>0 可 找 田 这样 
一 个 9 > 由 全 1] 刀 一 让 二 9 时 同时 有 


Ce 一 站 < [wD) yt)| < 


”从 而 也 就 有 有 


MM"=M [p(t ) — p(t tTy et ) ys, 
桩 助 定理 2， 对 于 任何 >0 己 存在 有 这 样 的 5>0, 使 得 只 变 怠 了 玉 台 "< 
5 则 此 于 相 虚 于 其 西端 的 帮 变 值 之 潍 二 一 Hf 全) 就 过 7 
我 们 假说 其 反面 ; 此 时 对 某 一 ">0， 存 任何 8>0 之 下 可 技 到 这 样 两 
点 一 :ft 及 理 "Ct)， 使 下 "型 ”< 而 同时 二 一 12g。 友 一 个 收 若 子 0 的 序 
到 全 中 j 而 依次 让 5= 654tn 二 4， 3 …}， 知 此 得 出 两 个 点 序 询 {型 h(E)Y 及 
《Et 对 它 人 8 
M5 但 褒 一 从 这 (==, 2, 3 ). 
不 桶 减弱 一 般 性 , 按 流 尔 查 湛 - 雁 尔 斯 脸 拉 斯 幅 助 定理 551 段 ]， 在 此 可 
良性 
规 一 控 ， Le 
(这 只 要 必要 时 覆 子 序列 邹 可 渤 或 )。 显 部 ， 
Lit 
如 此 放生 于 *。 同 时 对 相应 的 点 了 + 及 型 4 我 们 有 I* 开 和 守 二 0， 邹 两 点 应 
重 台 为 一 , 但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 所 论 曲 锐 没 有 重点 且 非 亲 曲 鲍 ， 这 个 泽 盾 
完成 了 本 辅助 定理 上 的 证 蝴 。 
出 这 酚 个 同 助 定理 可 昂 , 在 下 非 阴 曲 钱 白 长 定义 时 ， 由 这 两 个 条 件 上 用 发 


蕊 完全 没有 区 出 的 : 或 者 要 薄 折 让 的 进攻 : 许 ,+1 最 大 的 趋 于 0[ 按 199 段 ]， 
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或 者 要 凑 数 sti 一 864 二 最 大 的 趋 于 0; 因为 这 两 个 条 件 每 个 都 能 由 另 一 个 
推出 。 目 前 对 我 科比 远方 便 是 , 即刻 后 一 个 条 件 来 的 述 极 陨 过 程 。 

201. 以 积分 友基 弛 长 ”我 们 更 蛋 以 非 卫 曲 厂 方 程 (1) 中 的 画 
数 9 及 由 有 连 转 的 导 画 数 % 及 由 。 我 们 将 证 天 ,在 这 些 条 件 之 下 
曲 杂 是 有 长 的 并 且 台 长 可 由 公式 


工 工 

a= | Vprorat= | VIPEIOFO C2) 

to to 

EE 

我 们 首先 将 区 偶 [, 宁 ] 用 
和 过 本 

猪 点 分 为 长 A 包 = 二 ii- 二 的 分 区 间 。 相 应 于 这 些 上 值 有 弧 AB 上 . 

的 折线 4 了 H… 有关 ,1B 的 顶点 ,而 (如 上 面 所 哆 阴 ) 该 弧 之 长 可 下 

定义 为 折线 全 长 ?在 六 = 一 maxAt 扑 于 0 时 的 极 医 。 

他 
Pm b= =0, 1 ,nn) 
捍 且 
AXT=ma me A =0, 1, 1) 
驴 折 线 第 ， 节 于 ;隆之 长 可 如 此 砂 出 : 
WM = NA. 

分 别 施 用 有 梁 境 量 公式 于 西数 (1) 的 增 姑 Ax; 及 Ay, 我 们 得 : 
Axi=pltt A 一 四 在 一 和 《ri 和 
生生 一 由 (在 十 站 让] — h(t) = (rt At 

这 里 的 zi 及 硅 则 只 知 其 介 平 所 司 丰 之 间 。 现在 我 们 有 

MM = (ri) Hr) At, 

如 此 对 折 往 全 长 得 号 下 式 : 


p= Vp {Ur + rr) A 
- 
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如 果 根 号 下 第 二 项 里 的 地 出 一 律 代 之 以 ro 则 上 式 变 汶 


-三 VTIROTPTICD At 


它 显 然 恰 好 是 积分 (3) 的 积分 和 。 在 M" 趋 于 1 和 
述 积 分 为 其 极限 。 要 证 阴 折 厂 全 长 塌 趋 于 同一 模 限 ，5 
实 莽 数 ?一 c 趋 于 0。 

内 此 我 全 来 做 出 这 送 数 的 估 值 式 . 


—v [oa 十 [Cr 本 | 入 三: 
如 时 在 上 上面 的 总 和 中 各 项 施 用 这 个 初等 不 答 式 
lV ot Vv + 5|®, 
则 矢 出 
lIp—o | < ,| (rt) — wt{rlAt, 


直 于 画 数 消 ( 昌 的 回转 性 ， 对 于 尾 何 和 给 定 的 s>0 可 以 找到 这 
样 一 个 了 = 使 | 让 站 一 上 (他 |< 之 8 只 要 | 本 一 让 过 8。 如 果 取 所 有 
A 一 了 一 <8, 村 且 


op—ol<ey Ml=8{T—). 


这 就 证 明了 我 们 的 肠 言 。 
如 果 昌 粮 由 将 鱼 坐标 显 式 方程 
y(t) (met) 
叶 它 的 在 在 是 无 明 询 , 从 为 被 积 式 是 连 策 栈 数 L179 芭 , 1]。 
如 ”这 人 等 式 在 4= 和 时 显然 成 立 ; 在 @ 天 0 时 出 汤 可 立 朗 出 恒 等 式 
1 十 看 
Voth Ver ~ yr tv 

推 贡 , 凤 为 插 强 童 移 藉 数 的 焰 对 信 小 于 1。 


一 芭 4 一 
所 给 出 , 则 取 z 作 敌 变 数 时 由 公式 (2 我 们 作为 它 的 一 个 特例 得 出 
于 于 


a= | von | VITIF OD) Pay. (2a) 


Tn Bn 


其 后 , 曲 科 由 极 坐 标 廊 程 
r=gt0) (Wear) 

杂 出 的 情形 也 可 供 助 寻常 转换 公式 

z=roos0 =g(0) cod, y=rsin0=g(H) sing 
化 为 参 变 式 ; 这 里 8 就 占 参 变数 的 此 位 。 对 这 情形 

zs rood —reing, y=rosind+roeosd, 
如 此 

EAE (3) 

着 且 


一 J rdd = | VID FFI Tad. C26) 

注 公式 (2) 也 直接 可 推广 淹 卫 曲 粮 的 情形 。 在 这 情形 我 们 

取 如 与 用 出 任意 一 个 £ ,将 所 答 曲 入 (1) 用 相应 点 弄 ( 约 分 为 两 段 
非 朋 有 曲 厂 4 及 型 五 ,而 对 每 段 曲 访 各 施用 (3) 型 公式 : 


了 
s1= AM'= | oa | 


Er 


将 商业 果 加 起 来 , 我们 就 得 出 全 阴 曲 厂 之 长 ; 


卫 
日 一 中 -十 3 一 |. 
| 
全 
1 机 移 禄 : = 中 


取 顶 上 点 0tw= 人 0) 作 计 筑 强攻 的 起 态 ， 于 是 对 横 洼 标 为 下 的 任意 一 芒 大 
长 们 有， 
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: |] 

N/T 

:OH = Tp de 


eo 2 | 
= 二 eV +P in(e+ 二 ) | = 
0 


nt w+ 十 如 
到 
2) 旋 蛤 涛 : z=4t 一 in!)， sad 
Y 这 时 ( 在 0st 二 ar 入 |') 


| 机 二 a as 二 Sn 一 asin 二 ; 


2 
一 能 庆 柱 线 之 长 按 企 式 全 ) 沟 


时 下 


一 -了 7 十 1 宇 
zp™ T+ 二 


下 ， £12™ 
sg=2a| Sin dit = — dcos = Bo. 
人 


2 2 
0 


3) 亚 儿 潍 德 螺 炎 :+ 二 of. 
按 公式 (2), 计算 由 极点 口 至 任 一 点 如 {和 相 座 于 前 如 的 拆 长 得 


已 


=0MK=o 中 lw 证 史 ab- SOV TT + In (G+V TFE )]. 


' 
有 孝 的 是 ,在 此 合 9 二 二 ,我们 就 得 由 形式 与 山 物 模 归 长 家 访 式 相似 的 式 子 
[参阅 1)7。 
4) 机 图 : 生 二 匣 =1 
”但 在 雍 取 燃 因 方 各 的 参 变 形式 比 园 方便 : <=asint, y=beost。 显然 
Vr Ty = acos lt Fsint = oe — Ca — UI) sinit = 


一 aa 1T— eein’ t, 
、 Vv ob 
这 里 t= 4 一 上 中 焕 图 的 裔 心率 。 


我 由 在 第 一 各 中 由 椭 图 小 邮 上 问 起 至 其 任意 一 点 计算 共 弧 托 ; 得 
i 


8 =alV= Elsaginst dt=a: Ee, ty. 
0 


如 址 , 柄 而 汲 长 卖 为 第 二 类 栖 间 积分 L174 眉 , 再 参阅 183 段 ]; 这 也 正 是 “本 


Te i 
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图 积分 "命名 之 出 来 。 
特例 , 楷 固 周 长 中 分 之 一 可 雪 为 完全 酉 贺 积 分 了 


a Tain dt=a'Ete). 
村 周 长 则 为 
S=40: BEY., 
202. 变 弧 及 其 微分 我 们 在 弧 AB 上 取 一 相应 于 任 总 参 变 什 
的 点 形 。 于 是 台 有 之 长 接 (2) 式 可 表 以 公式 
” rt 


8 一 中 -ANM = 一 | (4) 


并 且 显然 是 一 个 + 的 迷 午 境 国 妆 。 
此 外 , 由 于 铁 积 夯 数 的 速 辅 性， 这 个 变 弧 ss(i) 将 对 有 导 
画 数 , 朗 等 于 特 积 面 数 [183 段 ,12?]: 
st=V el Tyr, (5) 
如 果 攻 此 等 式 平方 起 来 并 水 项 乘 以 di, 则 得 出 这 个 简单 出 奇 
的 公式 i 
= dr dy, {BY 
它 具 有 同样 的 几何 直观 。 全 88 商 角 庆 角形 WW: 里 “ 正 按 " 作 ， 
点 玫 的 坐 称 的 二 MN= -Awy NMi= Ay, 而 “ 斜 边 ”一 训 天 , - 
=As 天 为 红 AHY=s 的 增 
量 。 如 此 我 们 对 增 量 的 主 
部 一 微分 一 一 (而 不 是 对 
增 量 本 身 ? 有 一 个 特殊 的 “ 毕 
达 哥 拉 斯 定理 ”。 
7 家 特别 指出 的 是 重要 公 
回 88， 了 式 (5) 的 一 些 相应 于 曲 条 种 


hoe wi EP Pe es pn HE lie 


一 4 了 一 

种 特殊 给 出 法 的 特例 。 如 此 ,如 时 昌 米 由 币 卡 尔 显 性 方程 y= 站 (zx) 

所 粹 出 , 则 成 参 变 数 的 地 位 ， 绝 依 插 着 zw 5 二 s(x), 而 公式 (5) 戌 
这 样 的 形式 : | 

a = Ty (5a) 

如 果 曲 矿 由 极 举 标 方程 7=g(9) 所 痊 出 ， 而 参 变 数 是 名 章 缴 这 辐 

是 8 的 攻 数 :8s 二 aC 四。 自 (3), 公式 (5 可 变 成 这 样 ; 

B= tr, (56) 

计算 弧 长 常常 取 张 中 一 个 内 点 作为 超 点 4， 而 不 基 取 其 两 端 
点 之 一 , 这 样 较 为 便利 ,在 这 情形 自然 沿 参 变 数 增 大 方向 截取 的 弧 
算 作 正 的 , 沼 相反 的 方向 算 作 是 贫 的 ， 并且 与 此 相应 , 在 第 一 情形 
慌 长 赋 以 正 号 ， 在 第 二 情形 赋 以 负 号 。 这 里 这 个 带 正 负 号 的 弦 的 
大 小 我 们 为 简单 计 就 直 称 为 弧 。 公 式 (4)、(5)、(54)、(56) 是 对 一 

切 情形 都 成 立 的 。 

饶 然 变 弧 s= 4 了 是 参 变 数 i 的 连 强 -一致 者 画 数 , 剧 反 过 米 舌 
变数 # 也 就 可 以 看 作 是 s 的 单 值 连续 画 数 [7?1 段 1。 把 t 的 这 个 
表 出 式 代 入 方程 (1T); 我 们 得 出 流动 坐标 x 及 9 静 为 * 的 夯 数 ; 

ze—9uls)) = De), y=y(ols)) 一 多 (9)， 
无 疑 , 这 个 作 点 履 同 米 坐标 的 * 一 4 天 是 决定 其 位 置 的 最 自然 
的 参 变 数 。 

我 们 假 坝 , 在 答 定 + 值 之 下 ， 两 个 导数 2 及 yy 不 同时 为 零 ( 这 

话 的 几何 意义 将 在 210 眉 出 明 ), 于 是 
时 一 AAA wy > 0, 
_ 而 对 相应 3 值 存在 一 个 导 娄 [80 段 ] 


= (8) = -- 
因此 也 存在 导数 
w= De), y=D'C8). 


一 生 0 和 一 
203. 空间 曲线 的 强 长 ”关于 实 间 曲 嫉 (无 重 扩 ) 
z=pt), yl), z= XD) 
强 长 的 定义 志 可 以 集 平 画册 厂 产 样稿 出 L139 一 201j。 这 里 也 得 出 
与 (2) 相 催 的 骂 长 公式 : 


下 
mr 
s= AB= [var 2 lt 
i 


等 等 。 所 有 对 平面 曲 矿 折 说 过 的 都 可 鬼 到 这 里 来 ， 几 乎 没有 什么 
改变 。 我 们 不 必 再 对 此 多 寻 , 就 来 举 几 个 例子 村。 
1) 晶 旋 钱 ， 册 一 此 eaost， 站 一 站 8 的 过 一 站 
衣 然 这 蛙 
Vr Hy tas = To, 
则 曲 灶 下 点 4 = 站 到 点 王 企 任意 ) 的 首长 为 


:4 于- jv At = te +t. 


只 要 和 得 电 放 入 当 其 所 附 托 的 加 柱 面 拉平 时 限 莱 变 成 一 条 呆 盐 先 ， 这 个 结 
果 就 成 为 明显 的 事情 。 


2) 晤 米 : z= Rsin’t, y= Rsinteost,3= Heost, 而 0 二 一 


2 
我 们 有 - 
Vr Ty Farr Ra T+ sint, 
， 在 这 情形 全 曲 宰 之 长 可 家 为 第 类 完全 异 罗 积分 


也 工 


SB|vITS -了 vi dt = 
|] 办 
IT 工 
| 1 可 sin RE yi 


$3， 力 学 及 物理 上 的 数量 的 计算 
204. 定 积分 应 用 程式 ” 讲 定 积分 在 力学 、 物 理 及 技术 范围 的 


rE PP se Pp pp pp eT TT 


一 409 一 

应 肌 之 先 ， 宜 预先 明了 寻常 应 用 问题 中 引 到 定 积分 的 途径 。 因 此 
我 们 赂 述 积 分 应 用 的 一 般 程式 ， 而 以 已 经 寻 答 过 的 几何 责 题 实例 
作 襄 明 。 y 

我 们 坊 想 要 来 决定 一 个 
常数 怠 ( 儿 和 何 的 或 其 他 的 )， 
联系 着 一 个 区 问 [a,8]。 在 
此 设 对 [a, 本 的 每 个 分 区 周 
[ea, 8] 都 有 常数 如 的 一 部 分 
与 之 相应 , 如 此 区 间 [e, 5] 划 
分 为 分 区 则 时 常数 晶 也 就 跟 
着 划分 为 相应 部 分 。 

讼 得 精确 一 点 , 就 是 “区 
间 玖 数 ”8 {[a, 6]} 具 有 可 加 
性 , 如 此 区 间 [o 9] 如 果 由 部 图 站. 
分 区 间 [a, Yj 及 [LY, 81 所 组 成 , 胃 

we, BI)= (Le, ¥])+o(LY, 8B]). 

现在 间 题 是 要 计算 其 相应 于 登 区 间 [w, 5] 的 值 。 
”我 们 取 平 面 曲 厂 y= 了 (x) (nx 所 5) 为 例 (图 89)。 于 是 : 1) 
曲 缠 48 之 长 5， 中 曲 稳 梯 形 44BB 所 图 面积 了 P 及 3) 这 梯形 
粮 * 轴 的 迎 转 体 之 体积 了， 三 者 都 是 所 说 类 型 的 数量 。 不 难看 出 
”它们 所 引起 的 是 些 怎样 的 “< 区间 画 数 ”。 
我 们 求 考虑 数量 @ 相应 于 "元 到 区间”[z，z 十 Az] 的 "元素 ” 
AQ。 由 图 题 的 条 件 出 发 我 们 试 镶 A@ 找 一 个 象 g(x)Ax 这 样 的 近 
仅 式 ， 是 Ax 的 一 次 式 ， 而 它 与 AQ 也 证 只 差 一 比 Ax 高 阶 的 无 穷 
小 。 换 句 话 吝 , 由 无 穷 小 元 路 (在 Ax 一 0 时 ) 分 出 其 主 部 。 显 然 , 此 
上 时 近似 式 


点 入 二 gz)Az C1) 


rp ee ee a 
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的 相对 驶 差 将 随 Az 而 趋 于 0。 

如 此 ,在 例子 ) 里 弧 好 2 的 元 素 可 代 之 及 于 KE 这 一 段 切线 ， 
而 由 AS 分 出 一 次 部 分 

VTE 十 #5 A 一 viF Ax. 
在 例 2) 里 自然 AP 这 符 条 可 代 之 以 内 给 形 , 其 面积 为 
yAT= (TAL. 
最 后 ,在 例 3) 里 由 元 素 片 AP 分 出 其 主 部 加 侍 形 , 其 体积 为 
ny Ar rf) Ax. 

在 所 有 三 种 情形 不 难 证 肯 , 由 这 桩 代 换 所 生 误 差 恒 为 比 Ax 高 

阶 的 无 窗 小 。 
| 只 要 这 样 一 做 ”就 可 以 断言 奈 求 的 数 其 0 精确 地 由 这 个 积分 

所 表 跨 : 


@-|e(ote (2) 


要 琢 寻 这 一 点 ， 我 们 将 区 团 [ 6] 用 | 鳍 点 分 为 

元 素 区 闻 
Lay zj]， [£1 wa， "ys [zi Wir1), "” ; [nl 五 ]. 
饶 然 每 一 区 问 [ x, Tifl ] 或 [zy Ts 十 | 有 她 的 一 个 元 来 部分 与 之 
相应 , 而 这 部 分 近似 地 等 于 9g(z)Axe 刚 整 个 所 求 的 数量 如 可 近似 
地 由 | 
| > ,0(r hr 
| * 
这 个 总 和 所 表 出 。 所 得 之 值 其 精确 度 将 随 区 眉 的 变 小 而 增 商 ， 怒 
入 . : 

此 显然 就 是 上 面 那 总和 的 极限 , 妆 事 实 上 由 定 积分 |z(z)dz 所 记 


出 。 国 
”站 完全 概括 了 所 考 麻 的 三 个 例子 。 员 然 上 面 我 们 是 以 稍稍 两 


到 
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样 的 方式 得 出 了 5S, PV 性 量 的 公式 , 但 这 是 因为 我 们 的 问题 不 仅 
在 其 计算 , 同时 也 在 接 早 先 所 痊 定义 证 明 其 存在 。 
如 此 ,整个 癌 题 就 成 了 要 建立 近似 等 式 (1), 它 通常 写成 这 梯 
形状 : 
dQ = gw) dy. . (3) 
只 剩 下 将 这 些 “ 元 素 * 加 起 来 ” ,而 得 公式 (2)。 
是， 这 时 用 积分 而 不 用 导 光 和， 光一 点 是 委 和 要 
的 。 和 只 能 葵 几 抽 的 近似 式 , 因为 它 上 面 友 里 出 个 别 的 (3) 型 等 式 
的 误差 ; 借 肪 由 和 得 出 积分 的 极限 过 程 则 驶 除了 谈 关 而 导 至 完全 
精确 的 千 果 。 如 此 ， 先 为 了 简单 起 兄 在 元 来 4 才 出 式 中 舍弃 了 
高 阶 无 券 小 大 分 出 主 部 ,然后 为 了 精确 起 昆 以 积分 替代 求 和 , 而 所 
各 精 果 就 简直 成 为 精确 的 了 。 
但 是 , 也 可 以 由 另 一 种 观点 来 处 理 这 个 问题 。 以 @(z) 卖 示 名 
的 相应 于 区 剖 [a, 2] 的 变动 部 分 ， 而 8(4) 我们 自然 可 汕 其 等 于 0。 
” 显然 ,上面 所 壮 唐 的 “区 间 画 数 ” 能 以 怎样 方式 用 这 “点 醒 数 ”@(z) 
表 出 ; 
QLo, 81) —0(8) 一 @(o)， z 
在 我 们 各 例 中 点 醒 数 是 : 1 变 焉 4 种， 2) 梯 形 44' 和 ML 的 蛮 
面积 , 及 3) 这 档 形 的 过 转 体 的 变 体积 。 
和 AQ 就 是 画 数 鲜 (2) 的 增 量 , 而 其 主 部 dz) 人 你 无非 就 是 这 个 男 
数 的 微分 。 如 此 ; 以 微分 符号 写 出 的 等 式 (3) 现 在 事实 上 就 不 是 近 
位 的 而 是 精确 的 。 由 此 也 就 立 朗 得 出 所 求 的 糙 果 ; 


ed 


[rwdr~=008) -Qe) =Q(Lo, 5) =0. 


可 是 我 们 要 指出 ， 在 应 用 上 比较 方便 而 有 效 的 还 是 无 穷 小 元 
素 求 和 的 观念 ( 菜 下 尼 素 ! 一 一 连同 所 指 的 极限 过 程 。 
205. 了 等 面 面 积 ”我 们 就 第 -一 个 例 来 应 用 所 说 的 程式 以 考 谍 
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一 个 几何 期 是 一 一 迎 转 面 面 积 的 计算 。 
我 们 在 此 还 不 能 以 一 般 形 式 来 建立 曲面 ( 非 平 面 ) 面 积 概念 。 
这 将 在 第 二 宕 里 讲 。 目 前 我 们 只 能 学 会 计算 迎 转 面 的 面积 ， 训 为 
它 是 存在 的 井 旦 是 具有 可 加 性 的 。 以 后 我 们 将 知道 ， 所 得 到 的 公 
式 可 生 大 一 般 曲 面 面 积 公式 成 为 一 个 特例 。 
如 此 ， 设 我 们 在 年 面 zy 上 (就 在 上 和 全 个 平面 上 ) 有 一 条 曲 赣 
4AB, 由 
z= y= 人) (4) 
(ft) 
这 样 的 方程 所 答 出 。 这 里 史 及 和 是 参 变 丽 数 , 连同 其 导 本 数 都 是 速 
各 的 。 为 简单 计 设 上 其 为 非 肝 划 厂 并 无 重点 。 
” 在 当前 情形 宜 取 应 
s 作 僵 变数 而 应 点 A(40) 
作 卦 算 台 长 的 起 点 ， 如 
此 丧 出 式 化 为 
w=— 人 P(e), y=P(s) 
(QsSH), (5) 
7 这 在 202 段 已 勾 计 到 
过 。 这 里 如 以 态 圳 全曲 


厂 48 之 长 , 则 参 变 数 8 由 0 变 到 38。 

闫 题 就 是 要 来 决定 由 曲线 4B .图 弹 x 梢 演 转 所 得 曲面 的 面积 
。 训 者 要 注音, 这 里 5 就 是 自 变数 , 其 变化 区 疝 为 [0, 8]。 

如 果 分 出 也 纱 的 元 素 ds (图 90), 则 可 将 它 近 似 地 看 作 是 直 订 
的 灶 且 算出 其 相应 面积 元 素 d@ 为 以 曲 为 母 粮 以 YY 及 y+dy 为 上 
下 底 御 逢 的 截图 锥 面积 。 于 是 按 中 学 数 程 中 的 熟悉 公式 有 


dO=2nyt (ytdy) gs 
. 
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但 这 还 不 是 我 们 所 需要 的 公式 其 两 无 穷 小 之 积 dy"ds 须 舍 . 

去 。 我 们 得 出 一 个 对 ds 成 一 次 式 的 公式 
、 dQ = oyds, 

由 此 才 可 以 求 “ 站 和 ”而 称 于 竺 出 


| 


0= 2r|yas， (6) 
0 


这 里 要 理解 为 出 更 于 (5) 式 的 画 数 全 (3). . 
如 果 回 到 我 们 这 曲 粮 的 一 般 姑 变 式 志 出 法 (4), 刚 在 上 烈 积分 
中 作 变 数 符 换 [ 邦 阅 186 成 , (2)], 将 它 变 成 


也 I 
=2r | y/o dt =2n | WOVITO PHI dt. 
由 (6a) 
特例 ,如果 曲 条 由 蚂 式 方程 y 一 用 x) (gw 志 5) 所 答 出 ， 如 此 成 
为 参 变数 ， 旭 我 们 将 有 : 


人 = slvrrr iarjrovTEDTT dx. 66) 
例 4) 恕 求 球 带 的 面积 。 


恰 有 一个 以 原 忆 为 中 心 、 刺 了 为 牛 径 的 中 国力 机 2 十 旋 圭 ， 由 加 的 方 各 
我 阅 有 y= W z2 一 好 ， 霸 由 


上 一 i 
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在 这 情形 ， 问 点 横 坐 标 为 4 及 x3 记 % 的 园 红 演 崇 所 咸 的 球 带 障 积 控 公 式 
{I 
Q =27 jr ds=25r (Te £1) 27rh, 


出 |, 


这 里 姑 是 球 允 的 实 (高 )。 如 此 , 球 带 和 面 积 等 于 大 加 再 长 与 带宽 之 乘积 。 


一 十 | 4- 一 

转 侈 , 在 六 = 一 oa=r 时， 也 最 =237 时， 我 四 竺 凡 整 个 球面 的 面 栅 
但 = 二" 

2) 试 求 旋 肉 鲁 2 一 at 一 sin 有 bg 一 (一 cos 纪 之 弧 遂 机 所 成 的 面积 。 


上 县 热 y=2asin? ds =4asin zdt, 训 | 


” 和 一 再 
=27 | darsin dt =16 “a? |sin du= 
必 


和 ， 
=16ra( cos cosw] = 64 9. 
3 7 。 3 


206. 曲线 的 静 力 矩 及 重心 的 求法 ”大 家 知道 ， 一 个 质量 沟 和 m 
的 诗 点 对 一 个 轴 的 静 力矩 天 就 等 子 质量 咖 生 质点 与 朝 的 距离 马 
一 租 # 个 盾 量 各 为 mu wz … rm 的 同 平面 展 点 , 其 与 轴 的 距离 各 
为 @ go …y dn 则 其 静 力 短 由 下 面 这 个 总 和 所 答 出 ; 


再 一 Sod. 


”在 此 落 在 二 的 一 边 的 点 的 距离 取 正 号 ， 另 一 边 的 贞 的 距 高 取 
负 号 。 

如 果 质 量 不 是 集中 在 个 别 的 点 上 而 是 连 镶 地 分 布 在 粮 上 或 玫 
面 图 形 上 , 则 此 时 表 出 静 力 短 的 和 要 代 之 以 积分 。 

我 们 来 许 沿 某 一 平面 有 曲 米 4B 分布 的 慎 量 对 x 轴 的 静 力 类 
Ks 的 定义 (图 90)。 在 此 我 个 假发 曲线 是 均匀 的 , 如 此 它 的 粮 性 密 
度 P( 即 单位 长 度 上 的 质量 ) 是 常数 ， 为 简单 起 网 我 们 其 至 就 款 
Pp 一 1( 在 相反 情形 只 须 将 所 得 辕 果 敢 以 p) 。 在 这 些 假 改 之 下 曲 缠 
弛 慎 量 就 直接 以 其 长 来 量度 , 而 静 力 从 概念 乃 获得 炖 几何 的 性 质 。 
售后 我 们 讨 到 曲 简 的 静 力 算 (或 重 必 ) 而 不 提 共 质量 分 布 情况 时 ， 
其 一般 总 指 的 是 在 所 发 假设 之 下 来 定义 静 力 矩 (或 重心 )。 

我 们 重新 分 出 曲线 的 某 一 元 素 本 (其 计量 也 以 da 一 数 来 表 
出 )。 将 这 个 元 素 近 似 地 看 作 是 一 个 诗 点 ， 与 珊 成 距离 办 如 此 得 

让 


1 
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出 其 静 力 甜 吉 出 式 
dK = Wd, 
把 这 些 元 素 静 力 征 都 加 起 来 , 而 取 台 8 作 自 变数 ;以 点 4 作 计 算 弧 
长 的 起 点 ; 如 此 我 们 得 到 


入 


-ee = |yas. 


0 


对 名 轴 的 短 邮 可 以 同样 方式 胡 出 : 
也 
Fo=|zas- 


当然 , 这 里 假 立 ¥( 或 2) 是 以 8 表 出 的 。 实 际 上 在 这 些 肥 式 里 s 剧 
以 曲 米 表 出 式 中 的 自 变 数 f,x) 或 8 表册。 

有 了 前 力 短 及。 及 Es， 我 们 就 容易 确定 其 重心 0(E, 9) 的 位 
种。 点 0 具有 这 样 的 性 质 : 如 果 将 曲 圈 的 全 “质量 ”S( 此 数 电 就 才 
示 曲 厂 之 长 ) 都 集中 于 能 点 , 则 钱 质 点 对 任何 轴 的 矩 与 全 曲线 对 同 
畏 的 撼 相等 ; 特别 是 , 如 果 考 处 曲 黎 对 坐标 轴 的 短 , 则 我 们 求 得 


总 二 


BE=K,= |xds, Sn=—Es=|yds, 
. ob 


由 此 有 ~ 


Ei, 9 et. (7) 


由 重心 珊 坐 标 的 公式 我 们 可 得 出 一 个 奇妙 的 几何 推 牙 。 事 
实 上 , 我 们 有 z : 


二 ' 
9 总 一 |yas, 
0 


由 此 得 
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二 
2 8 —2r yds; 


悦 
得 这 等 式 的 石 这 是 由 曲线 .4B 禄 x 坦 包 赎 而 得 的 曲面 面积 2[%05 
展 (6)]， 等 式 左 过 的 2rm 则 表示 读 曲 各 重心 简 同 轴 涝 转 时 所 描 出 
的 轿 周 之 长 , 而 人 8 为 该 曲 夏 之 长 。 如 此 , 我 们 导致 下 面 这 个 古 尔 丁 
氏 定 理 9: . 
一 梨 米 图 加 一 与 乞 不 
相交 的 进 转 ， 如 此 所 得 
进 转 面 的 面积 如 等 于 芯 曲 
捷 狗 长 滋 只 孩 曲线 重 必 人 
所 摘出 的 圆周 之 长 (图 90)。 
由 这 全 定理 可 以 决定 
曲 入 重心 的 坐标 只 要 
图 1. | 知道 其 长 量 及 其 名 转 面 面 
积 8。 这 里 是 几 个 这 种 例子 : 
1) 利用 右 尔 丁 定理 来 决定 半径 为 7 的 则 红 4B 的 重心 位 置 (图 91)。 
凯 然 这 弧 对 称 于 通过 其 中 点 下 的 千 径 0M， 则 其 重心 0 即 在 这 第 径 上 ， 
而 要 完全 决定 重心 的 位 置 只 要 求 内 它 与 中 心 0 的 距离 "就行 了 。 我 们 取 定 
了 般 , 如 图 所 示 , 并 以 = 声 AB 之 长 ,而 以 大志 其 该 4B (4B)。 由 喜 虹 
绕 > 辅 泗 转 午 一 款 片 , 其 面积 和 我 们 知道 [ 205 自 , 了 )] 等 于 2rrh。 按 十 尔 丁 
定理 则 戈 面积 也 等 于 2rw3; 如 此 sa 一 ?而 9 一 亿 。 


特例, 对 于 尘 图 则 5= 2r，s=m 而 = 三， 二 0.637r, 
2) 试 决 定 这 一 释 旋 坊 线 的 重心 (79 图 ): 
=at— ainft}, y=atl—cogt)y (0t<Dr). 
由 对 称 性 , 显然 8=ra。 于 是 由 205 段 , 例 2 容易 得 用 :9 一 全 mr。 


中 你 名 ,吉尔 本 P. Guoldin,1577 一 1649) 昨 瑞士 数学 家 ,但 仇 的 两 个 定 更 ( 参 
四 下 委 ) 夫 元 后 三 世 所 的 杰 册 数学 家 巴 普 氏 就 已 者 知道 了 。 
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207. 平面 图 形 的 静 力 矩 用 下心 的 求法 ”我们 来 看 平面 贺 形 
有 A441B'B (图 93)， 它 上 方 由 曲线 4B 所 图 ， 这 曲 钱 则 由 显 式 方程 


徊 加 . 


y 一 了 (z) 所 答 出 。 我 们 所 衣 沿 此 图 形 所 分 布 的 厦 量 是 均匀 的 ,如 此 
其 表面 密度 P( 序 单 位 面积 上 的 质量 ) 是 一 个 常数 。 不 至 太 减 弱 一 
般 性 可 认为 p=1， 即 训 图 形 任何 部 分 的 厦 量 都 可 用 其 面积 来 量 
度 。 仿 后 单 说 平面 图 形 的 胡 力 撼 (或 重 必 ) 时 重 作 如 此 理解 。 

要 决定 这 图 形 对 坐标 轴 的 静 力 扯 Ks，K,y 我 们 也 按 导 常 方式 
分 出 让 图 形 的 一 个 无 限 窄 的 饥 条 面积 元 素 ( 参 并 队 图 )。 把 这 究 条 
近似 地 看 作答 形 ， 如 此 我 们 看 出 它 的 厦 量 是 ydz( 可 用 与 面积 相同 
的 数值 炭 出 }。 要 决定 相应 的 元 素 夭 dKss dK 我 们 假设 全 条 的 盾 
最 都 集中 在 它 的 重 世 上 ( 即 矩 形 的 中 心 上 )， 如 此 我 们 知道 并 木 改 
变 毅 力 拓 的 大 小 。 折 待 质点 与 二 埋 相 距 二 y， 与 5 轴 相 距 (z+ 


十 工 3 后 一 式 可 站 代 之 以 x 因 为 喜 dz 琴 以 质量 ydx 后 将 成 一 
一 阶 无 雾 小 。 如 此 ,我们 有 
KE 一 全 yidx, dFy= cyds. 
把 这 些 元 素 短 加 起 来 , 桔 果 得 


x ,= = |aya, : (C8) 
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而 # 在 此 自然 理解 为 一 个 出 现 于 熙 六 4B 的 方程 中 的 画 数 (x), 

如 如 由 姜 的 情形 一 样 ， 现 在 焦 据 这 图 形 对 举 标 再 的 胡 力 和 矩 地 
就 容易 决定 其 重心 的 坐标 名 NN。 如 果 以 了 表示 该 图 形 的 面积 (所 
以 了 世 就 是 质量 ), 央 极 据 重 旋 的 性 盾 我 们 得 绪 


be 他 
PE= K,= ava Pn=K, we am 
性 怀 


由 此 有 
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K Ks。 2 
二 了 村 一 一 _ (9) 


P 
在 当前 的 情形 我 们 也 可 以 由 重心 类 坐标 的 公式 得 出 一 个 重 


要 的 几何 推 痊 。 事 实 上 , 由 这 公式 我 们 有 
四 


2rnP=7 | yA 


奸 


这 等 式 右边 表示 图 形 44B'8 炎 z 轴 的 过 转 体 的 体积 VY[198 
段 (9) 1, 左 这 刚 胡 示 此 图 形 面积 P 与 其 重心 所 描 出 图 周 长 279 之 
本 积 。 日 比 “ 计 这 第 一 区 定理: 


Tr er ee ee 


面积 与 其 重 其 恒心 所 历 图 | 网 长 之 各 
FF = P27mY. 
要 注意 公式 (8)、(9) 可 推广 到 上 下 者 出 曲 加 所 图 的 图 形 的 情 
形 ( 和 参阅 图 75)。 例 如 , 对 这 情形 


。 
下 = 一 去 寺 好 一 yi de, gee ya; (8a) 
好 


由 此 已 故 可 以 阴 白 如 何 变 柳 公 式 (9)。 如 果 回 忆 一 下 第 196 妖 的 
公式 (5), 则 不 难看 出 古 尔 本 定理 对 这 情形 也 成 立 。 


一 上 1 一 
例 1) 规 求 拓 物 钱 罗 =2pzz 朝 及 相应 于 柑 坐 标 ”的 所 坐标 线 所 蚤 图 
的 图 形 的 毅力 短 yy 下 ,及 夭 心 从 标 。 
证 希 gy 二 V2pr, 则 按 公 式 (8) . 
2 2p 和 
所 


Ei 


F, = 方 : ‘29] faz= Lp ， 不 ,一 -Ve 


届 一 方面 [196 总 (ay1 面积 
P=W2 2p{ ras -A 了 全。 


在 这 情形 , 按 公式 (9)， 
= y= VPI= Sy 

利用 及 > 之 信 不 难 拒 上 5 尔 了 定理 来 求 当前 这 个 图 形 缠 所 坐标 轴 或 秀 
华 标 粮 的 迎 罚 体 体积 。 例如 就 后 六 情形 而 理 ， 朋 然 重心 与 过 埋 博 的 距离 是 
总 则 所 求 体积 为 廊 = 长 =z2y。 

2) 瑟 求 一 枝 旋 输 钱 一 2 人 一 gin y= 二 a(1 一 eost) 及 二 埋 所 外因 的 图 
形 的 重心 。 

利用 196 段 4) 及 198 绥 2) 不 难 按 囊 尔 丁 定 至 来 决 填 9= a。 册 对 称 
性 : 二 一 mt。 

208. 力 功 ” 设 有 一 点 开 沿 站 各 运动 ( 沽 篇 单 计 萄 限于 这 种 情 
形 )， 在 该 点 上 指 一 个 定 力 下 而 使 深 同 一 直 亲 移动 一 段 路 程 gs。 由 
力学 原理 酸 者 知道 ,此 时 该 力 之 功 玉 可 表 为 乘积 下 s。 

但 是 常 答 有 这 样 的 情形 ， 办 的 大 小 并 不 保持 常数 而 雍 点 不 上 肠 
变化 , 大 且 功 的 丧 出 又 要 诉 率 定 积分 。 

改动 点 所 经 历 路 程 8 为 自 变数 ; 在 此 假设 该 点 下 的 初始 位 置 
站 相应 于 8 二 8 一 值 ， 而 秋 点 吾 相 应 于 s=8 一 值 (图 9%)7。 区 关 


a 
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[so S] 中 每 个 值 。 都 相应 于 动 点 的 一 个 一 定 的 位 企及 中 的 一 个 定 
惫 ;如 此 , 下 可 以 看 作 是 3 的 画 数 。 取 点 条 处 于 某 一 由 路 程 的 8 什 
所 决定 的 位 置 ， 我 们 现在 来 求 相 应 于 路 程 由 3 对 8 十 ds 的 增 量 ae 
的 功 素 的 近似 形 出 式 , 此 时 点 站 移 到 了 临近 位 置 于 (和 参 间 孙 图 )。 
于 位 置 开 在 该 点 上 施 以 定 力 ; 了 既然 ,在 de 很 小 时 该 点 由 避 移 至 
下 ' 时 丈 的 变化 电 很 小 , 则 我 们 不 种 将 下 近似 地 看 放 常 数 而 求 得 位 
移 ds 的 功 素 下 出 式 

= 了 ds 
如 光合 项 厂 可 由 这 个 积分 圳 出 

车 


W = | za (10) 


例 我 们 举例 来 应 用 公式 (10) 以 计算 一 瑞风 定 的 弹 先 被 拉 长 (或 压 粮 ) 


2 时 的 功 ( 图 94); 例如 在 火 素 暗 模 


冲 器 的 计算 中 就 遇 到 这 类 税 题 。 

Le. 天 家 知道 , 强 管 停 长 (只 要 
和 未 拉 扯 过 座 ) 所 成 张力 p, 其 大 小 

i i 与 促 乓 最 成 坟 钢 ， 如 比 有 有 p= es， 

留 中 这 里 。 是 一 个 常数 ， 取 决 于 弹簧 


的 弹性 (刚性 汶 。 拉 趴 交 的 力 应 隆 过 此 张力 。 如 果 只 计算 所 邓 之 力 消耗 子 
这 上 而 的 部 分 ; 期 伸 长 量 由 器 增 窑 5 时 共 荔 可 部 于 表册 : 


8 如 
w= |)pds 一 c|sas = 
ud 0 


说 以 了 表示 相应 于 双生 伸 长 量 的 强力 或 克 野 它 的 万 的 最 大 值 ( 朗 锋 于 
co) 基 我 业 可 以 反切 才 成 这 样 : 


如 果 力 忆 一 下 子 施 于 弹簧 的 自由 端 (例如 县 一 重 物 ), 则 拒 位 你 5 产生 两 
们 天 国芳 P5。 我 说 印 道 ， 只 有 其 一 牛 硝 费 于 痕 息 的 证 长 ， 另 一 竺 出 佬 为 强 
转 反 所 起 重 物 的 动能 。 


第 十 三 章 ”微分 学 的 一 些 几何 应 用 


$1， 切 笠 及 切面 


209. 平面 曲 幸 的 解析 表 出 法 “本章 只 举例 稍 群 一 些微 分 学 的 
几何 应 用 ~ 一 并 着 重 于 平 而 上 的 情形 。 这 类 应 用 的 系 碰 钙 论 属于 
微分 几何 学 范围 , 而 自 成 一 个 独立 的 数学 科目 。 

党 先 我 们 重担 一 下 竹 面 曲 艇 的 各 种 解析 丧 示 法 (牙关 在 解析 
几何 时 已 学 过 ), 在 此 假设 以 一 个 家 和 角 华 标 条 做 基础 0。 

1°, 前 面 我 们 展 次 提 到 过 象 

y= f(x) [或 r=9g(D)] : {1) 
这 样 的 方程 基 讨 论 过 其 相应 的 曲 税 。 这 种 一 个 流动 华 标志 接 表 为 
另 -流动 坐 标的 单 值 画 数 的 曲 米 葵 出 法 时 做 曲线 的 显 式 答 出 潜 
(或 表 出 法 ), 它 特别 简单 而 明了 。 
例子 可 息 描 物 米 Y= no 


2". 但 是 ， 在 解析 几何 里 曲 钱 也 常常 用 不 对 ? 焉 4 解 出 的 方程 


来 粮 出 ，; 
Fl{x, y) 一 小 (2) 
这 叫做 中 和 线 的 隆 式 方程 。 


例 掺 辕 三 十 禾 -1=0。 有 时 我 们 能 把 方程 (2) 的 一 个 变数 以 另 一 


个 志 由 ,比方 共 y 以 z 卖 则 ， 而 将 曲线 或 其 一 部 分 ) 卖 为 显 式 方程 (1)。 例 
如 , 在 燃 加 的 情形 : 


Y= 土 2 Va (~a<rea), 


@ 我 全 在 此 作 一 次 总 的 声明 : 凡 本 但 所 出 及 前 加 数 通 例 均 假 哎 其 为 过 强 的 并 对 
尖 让 蛮 娄 有 有 巡 搜 导 蚌 数 ; 必要 时 我 们 菜 至 要 求 其 有 膏 阶 的 过 疆 导 图 数 。 
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在 别 的 情形 , 虽 狼 站 对 (或 了 对 细 的 相 傅 基 委 由 三 程 (的 所 次 定 , 并 在 其 此 
牺 件 之 下 命 和 在 在 有 涨 足 方程 (2) 的 单 值 男 数 1)， 甚 至 可 以 襄 这 "区 " 辆 数 速 
粮 且 有 连 神 导 画 数 , 但 它 的 旺 式 却 写 不 且 来 ,例如 , 笠 卡 尔 叶 形 入 就 是 这 样 的 
情形 :用 十 六 -3ary 二 似 图 95)。 

3". 前 面 埋 过, 象 . 
r=p(t), y= wt), (3) 
这 样 确定 点 的 流动 坐标 对 某 套 变数 { 的 相 侍 关系 的 方程 也 在 平面 
上 决定 一 条 曲 弹 。 这 叫做 券 变 方程 ; 它们 和 输出 曲 医 的 参 变 表示 法 。 


第 一 个 例子 是 椭 居 的 参 变 表示 法 : 
T=90058t, y= baint, 

在 条 变数 !( 其 几何 意义 看 图 96 就 可 明白) 蛆 避 变 至 2" 时 ， 粕 加 循 池 种 全 万 
向 裕 朱 出, 到 天 二 问 所 44o 的 为 起 点 。 

第 二 个 例子 基 我 们 萎 次 提 到 过 的 旋 输 线 : 

oa{lt— ny, y=a{1i—cost), 
J 

Tt- I0ry=0 


中 大 于 第 二 省 第 二 九 妃 。 


. 机 
TT 


' 


它 就 是 一 个 轩 癌 一 直 神 浪 动 时 图 上 一 点 所 径 岂 的 笑 米 (图 条 )。 这 里 籁 当 变 

数 的 就 是 动 华 各 DD 如 与 其 原 姑 位 置 04 到 的 前 t= ANDM。 在 tt 由 0 变 至 

2 时 读 点 措 典 一 段 弧 ， 如 图 所 了 示 。 杠 应 于 + 由 一 癌变 至 十 co 的 全 曲线 黄 

由 无 姓 多 段 这 种 狐 所 赵 成 。 
:yy 


。 置 好 ， : 
210. 平面 曲线 的 切 绪 ”切线 这 个 概念 我 们 已 杰 展 次 提 到 过 
[例如 时 7 段 ]。 一 条 由 显 式 方程 
1- y= f(x) 
所 入 出 的 辐 米 在 其 每 点 (x,y) 上 都 有 一 条 切 烤 , 其 图 雁 摔 & 出 公式 
tg a=y; = (¢) : 
稿 出 。 如 此 , 切 稳 的 廊 程 有 这 样 的 形式 : | 
FY—y=y{(X—w). (4) 
这 里 (及 以 下 ) 开 ,了 都 宕 示 流动 坐标 ,而 zy 几 示 基点 的 举 标 。 
通过 切 点 与 切 哉 季 让 的 所 训 法 粮 , 其 方程 也 不 难 求 得 如 下 ; 


1 - 
Fy=— (2) yj 
多 rn )y 


: 
TX—z+y {FT—y)=0 (5) 

我 们 来 看 几 个 与 切线 及 
法 粮 相 关 的 米 段 一 一 朗 黎 自 
TH 扩 村 NN 以 及 其 在 x 轴 
十 的 投影 外 已 及 PN (图 98)。 
后 两 个 各 电化 次 切 缆 及 次 法 图 8 


和 


一 4 二 一 
线 而 以 sbt(eubtangens) 及 sb (gabnormal) 吉之 。 在 方程 (4) 及 
(5) 中 座 Y=0, 不 难 算 出 


sbt =—TP = shn = PN = yys. (8) 


了 例如 ， 对 于 撕 物 线 y=az? 我 们 有 : 


I I 
- bt PE 


这 是 一 个 我 们 记 芍 知道 的 车 果 ( 寡 并 第 一 分 册 146 页 底 注 )。 

现在 我 们 来 君 方程 (2) 所 表 的 曲线 中 式 卖 示 法 。 如 果 恨 届 这 
方程 在 我 们 所 关 旋 的 点 的 邻近 等 价 于 一 个 象 (1) 呈 那 伴 的 方程 , 则 
曲线 在 这 个 点 上 显然 有 一 务 切 恋 (4)。 在 第 141 段 4) 我 们 已 经 会 
把 “ 隘 函 数 ”( 它 是 不 直接 知道 的 ) 的 导数 ys 以 已 知 的 导数 Ps 及 
了 as 表 出 ; 邮 我 们 有 


如 sfzyzy) 
Fy {x y) ” 


这 里 很 收 Fy 二 民明 便 指出 ， 全 后 生生 全 全 各 (9 在册 和 的 用 


于 
?3 一 一 


血 时 单 时 里 


名 村 方 各 基 第 划 变 化 后 各 得 到 这 个 方式 
Fo(m yOX— r+ P(r Ty)=0. . {7) 

既然 这 个 方程 对 和 y 是 完全 对 称 的 ;显然 z 与 y 交换 后 也 
竺 出 同一 个 切 糖 方程， 只 是 这 加 要 仍 没 了 5 寺 0。 只 要 在 所 考虑 的 
点 上 两 个 导数 玫 及 形 局 时 等 于 0, 等 式 (7) 就 成 一 恒等式 ,并且 不 
复 成 一 确定 的 直 绞 的 方程 了 。 在 这 情形 点 (zs 妨 对 向 曲 糖 的 奇 点 ; 
在 奇 点 上 有 曲 稿 实际 不 能 有 确定 的 切 糖 。 

例 2) 捞 物 线 : 六 =2pz (图 99)。 把 yY 霍 作 < 的 图 数 而 将 此 等 式微 分 
之 ,得 yys 一 PP。 如 It[ 参 天 (6)]， 横 物 粳 的 次 法 煞 是 一 个 常数 。 出 时 我 们 有 
了 一 种 求 作 指 屹 和 状 法 入 以 及 基线 的 禹 单方 法 。 


DBD 也 磊 并 第 二 次第 干 九 章 。 


贸 佑 , 
但 是 ， 在 这 情形 次 切线 也 可 朵 单 地 卖 屿 一 只 要 将 批 物 能 矿 程 两 按 以 


刚才 所 得 矢 式 除 之 , 立 郭 得 虹 ; ?1 ~、 
# op ~、 . 
ye 2 好 sbt =2. je Ts 2 . . 
3 . Ea i -1 pd ~ ~ A 
) 棋 圆 : 一 + = A | 
按 公式 (7) 我 们 有 这 样 SN 
的 切线 无 程 ; 


精 合 描 加 方程, 我 们 可 将 帆 。 。。”“、、、 | , 
~ _ - 


切线 方 各 尼 为 更 简单 的 形式 : a 
rx yr 
十 j= 四 100 


在 此 合 了 =0, 我 们 求 得 且 ~=- 一 如 此 , 切 神 与 < 制 的 交战 了 了 与 无关， 
世 与 了 无 美 。 相 度 于 种 种 5 稍 的 各 粮 贺 , 其 在 满 坐标 同 为 了 的 点 上 的 切线 全 
部 通过 z 轴 上 的 同一 个 点 Fr。 刻 然 在 5=a 时 得 一 个 圆 ， 它 的 轨 乱 是 很 容易 
画 的 , 则 点 卫 立 序 可 以 定 肌 ; 而 由 此 蜡 凡 棋 图 切 熏 的 一 种 简单 作法 ,看 图 100 
就 可 明 扎 。 

4 对 于 第 卡尔 叶 形 线 粹 十 太一 344y 二 全 方程 左边 两 个 妨 导 数 


pe 
r pp pm nr 
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在 举 标 原点 上 同等 于 由 击 图 95 可 在 出， 号 则 纯 在 这 个 奇 虑 上 的 确 沪 有 燃 害 

的 切线 。 

最 后 , 我 们 来 讨 葵 由 参 变 方程 (3) 所 痊 出 的 曲 黎 。 如 果 在 有 所 取 
的 虚 上 导数 ww 一 pC) 异 于 0 此 方 这 大 于 0 黑 ， 央 它 在 这 点 名 近 
的 值 岂 是 正 的 ; 这 就 是 发， 画 数 < 一 gf 好 是 单调 上 升 的 [111 段 ]， 
于 是 + 也 就 是 民 的 升 醒 数 :#= 4(z)[9I 段 ], 其 导 画 数 为 的 一 也 L80 
段 ]。 归 这 的 男儿 符 代 方程 一 水 ( 共 中 的 加 我 们 就 得 出 在 曲 埠 
的 某 小 区 域内 成 4 的 而 数 | - 

#y 一 只 ( 友 ) 一 jj ， 
写 也 有 导 国 数 。 加 下 可 恕 ;在 科 近 所 取 导 个 点 的 吉方 ， 曲 粮 的 一 和 
也 能 以 显 式 方程 吉 出 : 在 这 情形 该 点 上 有 切 琅 。 
切 焰 的 科 奈 可 表 出 如 下 : 


~ 


dy 
， at _ ye 
柜 a= 全 一 名 = 全 一 总 : (8) 
dt 


将 此 式 代 人 人 切 缕 方程 (4) 我 们 不 难 把 它 化 为 这 上 比例 形式 : 


在 一 中 了 一 # 
yr ) 
但 是 , 六 边 的 分 母 常 澡 素 点 dt 而 将 切 秽 方程 写成 这 拌 : 
KX—2 Yoy 
dx dy ‘ (10) 


如 果 我 从 在 所 取 的 点 土 导数 yy = 汪 ( 让 异 于 遇 居 x 和 # 交 换 
后 可 得 出 同一 个 切 炎 方程 。 只 有 在 所 葵 点 两 个 导数 x: 及 yy 同 
时 等 于 0 时 我 们 的 褒 证 种 不适 用。 这 种 点 也 称 为 曲 太 的 奇 点 : 在 
这 种 点 上 可 以 没有 切 粮 。 司 好 这 时 慨 方 各 (9) 或 (10) 也 就 类 去 了 
意义 : 一 个 分 话 者 成 0。 
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5) 泽 个 例 , 我 们 来 考察 旋 粹 钱 z=alt 一 sint)，y=st1 一 cost) 儿 轩 97) 
前 切 线 作 法 间 顾 。 在 这 情形 莪 傈 有 
T=al— cost}, yi =nsint, 
如 此 相应 于 上 = 2 人 0 十 1 士 2 的 都 是 青 点 。 除 去 了 这些 成 以 儿 , 按 公 
式 {3)， : 


eint tf Tr * 
tgu= Tsr™ ctg 记 =te( 汪 -入 


、 上 
若 且 可 以 取 a 一 


我 们 配 得 (图 97), 一 这 MDN, 如 9 MEN ~ 二 。 如 果 延 长 窒 钱 BM 


使 与 + 二 入 交 于 工 骨 ETz== 了 二 字 =m。 所 以 , 交 精 识 网 栈 上 一 点 与 相应 
位 者 沪 荔 下 的 最 忘 点 的 理 错 MLB 也 就 是 切线 。 由 此 显然 ， 让 线 MN 就 是 法 
广 。 ， . - 
法 粮 被 裁 于 了 朝 的 一 段 % 的 表 四 式 今后 对 上 我 从 将 有 用 处 , 它 容易 由 列 角 
三 角形 于 EN 得 出。 即 、 
n= MN 2asinD 

这 固 在 次 点 上 切 多 也 是 存在 的 一 它们 平行 于 4 二 但 是 对 于 这 些 点 的 

切 枉 而 是 曲 铸 的 形态 是 不 导 常 的 : 有 尖 (“ 尖 点 ”)。 


211. 切线 的 正方 向 ”以 前 我 们 只 赁 笠 率 tu 来 决定 曲 继 的 切 
对 位 置 , 而 不 分 辩 切 楼 本 身 的 两 个 相 弃 的 方向 : tg 4 对 这 两 个 方向 
是 一 样 的 。 但 是 ,在 某 些 研究 中 表现 出 有 确定 一 种 方向 的 必要 。 

我 科 息 象 有 一 杀 曲 蔡 ， 由 参 变 方程 (3) 所 答 出 , 井 且 来 考 谍 它 
的 一 个 寻 攻 点， 部 非 奇 点 。 在 这 个 点 上 ， 如 我 们 在 202 段 已 看 . 
到 , 存在 有 导数 


Ed pr 
二 ) +( 坚 =1, (11) 


-= 
TT . 
mr 一 


一 沾 2 儿 -一 
这 不 难 由 基本 关系 

dd = ds? 
除 以 as? 得 出 [202 段 (6) ]。 

在 渡 向 标题 所 刘 间 题 的 本 质 之 先 , 我 们 来 建立 一 个 辅助 命题 ， 
心 以 后 对 我 们 将 有 用 处 。 z 

辅助 定理 设计 是 曲 厂 的 一 个 寻常 点 (图 101D)。 如 果 以 于 ,下 
示 辐 一 申 厂 的 一 个 变动 点 , 则 在 要, 莫 子 2 时 2 弦 长 与 了 MM 弓 
长 之 比 将 趟 于 1 . 
lim EM 1, (19) 

yi HM MM, 

我 们 取 弧 必 参 变数 ,并 家 点 村 相应 于 弧 值 3, 而 型 , 相应 于 s 十 . 
+As。 更 设 访 二 点 的 伐 标 各 汐 wy 及 zhAr,y 十 Ayo 于 是 及 着 1 = 
= |Asjy 而 WHHL 二 VA 二 A 如 此 

号 本 AN NA 
各 
右 油 取 As 一 0 时 的 极限, 按 (11) 我 们 就 可 得 出 所 求 的 结果 。 

如 此 ， 在 所 说 条 件 下 无 
穷 小 的 弦 和 弧 成 为 等 份 的 。 

现在 识 在 所 考虑 的 曲 米 
上 取 定 了 原点 及 计 弧 的 一 定 
方向 ; 我 们 仍 取 绝 作 参 变数 ， 
以 决定 曲 米 上 点 的 位 置 。 

没 所 论 的 点 下 相应 于 弧 

贸 I01. 8。 如 果 王 > 以 正 的 增 量 As， 
则 强 8-FAs 决定 一 个 新 的 点 了 Hi, 洲 在 珀 增 大 之 侧 。 我 们 鸯 荐 艇 以 


和 


型 至 寻 的 方向 并 且 以 8 宪 示 各 艇 的 这 个 方向 与 x 轴 正 向 所 成 的 


一 娠 9 一 

角 。 将 契 段 用 六 | 投影 到 坐标 轴 上 (图 101), 按 一 个 熟悉 的 按 影 定 
理 我 们 得 

摊 影 。 开 虹 ;一 At 一 开采 cog 有 措 及 ,MN =Ay= HN sing, 
由 此 有 


也 然 开 下 ; = As 则 这 些 等 式 可 以 写成 这 样 : 


Pah BM 
AT, 21 。 A ,1 A211 1 
cop ns WM SAT As WM, (13) 


我 们 称 切 艇 沿 弦 十 大 之 侧 的 方向 为 正 向 , 襄 精 确 点 这 正 向 的 
定 灶 是 ; 加 前 面 所 说 那样 规定 了 方向 的 射 简 壮 玉 ;在 4s 一 0 时 的 极 
限 位 置 就 是 切 训 的 正 向 。 如 果 以 a 宪 示 切 克 正 向 与 * 轩 正 向 风 所 
成 之 角 , 划 由 (13) 受 人 《12 我 们 取 极 限 香 出 


cog co 一双， Sin a (14) 


这 两 个 公式 除 28r 不 计 外 志 为 整数 ) 已 决定 了 角 o 所 已 的 确 
由 切 碟 的 两 个 可 能 方向 中 定 出 其 一 ,这 就 是 正 向 。 

212. 空间 曲名 这 情形 我 们 从 简略 地 近 -- 提 ， 因 为 与 斑 面 曲 
矿 完 人 相位 。 

也 如 平面 上 一样 ， 空 间 出 线 的 变动 点 的 从 标 可 以 用 一 个 参 变 
数 上 的 画 数 来 粹 出 。 

z=9(t), y=p(t), z= X(t). 《15) 

在 1 变化 之 下 这 些 方 程 所 输出 的 坐 奈 上 的 点 就 描 成 该 曲 黎 。 

在 空间 曲线 (15) 的 情形 , 切线 的 决定 法 仍然 与 平面 曲线 一样 ， 
我 们 除去 导数 x ,yr ，zz 同时 为 0 时 的 曲 焙 奇 点 不 子 考虑 ， 而 取 
曲 厂 的 尾 一 个 常 襄 性 (x, 2) 它 相 应 于 套 变 数值 t。 赋 + 以 者 最 
Al, 了 是 内 变 数据 大 后 之 值 i 十 At 将 相应 于 男 一 点 并 (x 十 Axy 十 


—430— 
+Ay; 2 十 Az)。 荐 入 Ma 的 方程 将 成 这 个 样子 : 


we 


闵 仍 不 变 : 


At At At 
如 果 这 些 方 程 在 At 一 
和 时 的 极限 情形 仍 铝 持 一 定 的 
意义 ， 肌 由 此 确定 了 物 玉 的 
极限 位 置 , 序 切 线 . 但 取 极 
有 限 我 们 得 


= 一 一 号 一 一 一 一 一 a mm 


A 


(16) 
而 这 些 方 程 只 要 分 内 不 全 为 
少时 ， 就 的 确 袁 示 一 条 让 赵 。 


ic, 


图 102. 总 有 切 栈 ， 而 由 这些 方程 所 
圳 出 。 对 于 奇 局 草 切线 向 威 间 题 。 
有 时 方程 410) 便 于 写成 
Zzx FP-y _2—% (17) 


dz dy dg 
定 基 由 (16) 分 母 逼 生 dt 而 得 .- 
如 果 蕊 m 8，Y 表示 切 检 与 坐标 朝 间 所 胞 之 角 ， 几 方向 余弦 可 


吕 我 们 最 了 A130 时 的 投了 眼 ， 但 可 能 明 这 就 等 价 于 所 中 比较 几何 稚 味 的 人 是 
M0 


让 成 这 样 ; 
= NN 
， Vo Ty 
全 信守 在 一 
Va yr + 
Fv re ye 
根 号 前 正 负 号 的 选择 就 取决 于 切线 方向 的 迹 定 。 
举 一 个 例 , 我 们 来 属 燥 旗 贸 (图 102) 


t=0t03t, Y=asint, #= et, 


COSY 二 


在 这 情形 
T= 一 本 所 位 下， 村 一 全 BO 本 ss=c 
而 切 缠 方程 如 下 : 
XA- TY-Y .2—? 
—asint oroat ce 
人 鲍 芒 的 方向 祭 芝 是 : 


= usint gosB Tengt posYy 如 
人 人 = 二 一 一 一 -一 一 Ds 二 一 一 一 一 一 ， 
te A 十 时 oes 


注意 ， 这 里 eosY 是 常数 ,所 以 Y 也 就 是 常数 。 和 如 果 设 想 蝶 旋 统 篇 粮 在 站 加 柱 
商 上 , 则 可 以 褒 ， 暴 旋 镶 刁 品 柱 的 所 有 苹 句 都 相交 成 一 个 定 角 。 

对 于 人 空间 时 村 , 也 如 平面 曲线 一 样 , 可 及 取 引 s 作乱 变数 以 决 
定点 的 公证 ,而 强 是 由 性 意 渤 定 的 原点 沿 一 定 的 方向 来 计算 和 的。 切 
烧 的 正 万 辐 就 选取 强 境 大 之 个 的 方向 。 对 于 寻常 点 而 冶 则 切 楼 正 
向 的 方向 余弦 可 表 出 如 下 : _ 

cog 0 一 2， “cog 有 =， oog y= 学 (18) 
[ 套 阅 211 段 ]。 

213. 曲面 的 切面 ”我 全 已 经 处 理 过 [124 起 ] 由 下 记 方 程 所 入 

出 的 曲 画 : 
z= DN); | (19) 


可 
一 4 一 


演 诺 是 曲面 的 量 式 粮 出 法 。 在 解析 几何 里 曲面 常 第 以 隐 式 廊 程 
来 入 出 ; 
下 (zy y, 2) =0, C20) 
而 不 对 性 何 一 个 变数 解 出 。 
例 瑟 + 生 十 全-1=0 (本 图画 )， 
本 + 巧 -所 一 0 (一 葡 鳞 面 )o 


也 如 平面 由 克 隐 式 痊 出 法 的 情形 --- 样 , 在 某 些 条 件 之 下 人 @, 这 
里 方程 (20) 也 成 为 等 价 于 (1) 式 那样 把 一 个 坐标 表 为 其 余 两 个 变 
数 的 亢 数 的 方程 (这 画 数 具有 溃 续 局 导 画 数 )， 那 伯 这 夯 数 的 显 起 
出 式 我 们 并 不 能 知道 。 

， 裔 开 (zy,z) 是 曲面 (20) 上 的 任 一 点 。 通 过 芭 沿 曲面 作 一 条 
尾 意 的 曲 绥 而 在 所 指定 的 点 上 作 此 曲线 切线 ; 这 种 曲线 (及 其 切 
稳 ) 有 无 穷 之 多 。 

通过 点 开 沿 有 而 画 种 种 曲线 ， 如 果 这 些 几 和 线 在 点 对 的 . 团 米 全 
都 蓝 在 一 个 平面 上 ,上 见效 个 咎 国 中 伐 芒 曲面 在 点 的 切面， 这 里 点 
导电 做 切 点 。 . 

沿 曲 面 (20) 所 作曲 米 一 般 可 诅 想 其 能 以 (15) 那 样 的 方程 解析 
地 吉 出 。 和 既然 该 曲 米 的 公 体 点 子 帮 假设 是 落 在 划 面 上 的 ， 划 在 方 
程 (20) 里 的 9,z 省 以 页 数 Y 中)% 替 代 时 该 式 必 化 为 参 变 数 二 的 
恒等式 。 依 # 微分 此 醒 等 式 [利用 (一 阶 ) 微 分 不 变 式 , 第 143 段 ]， 
得 : 

下 tl 十 了 十 了 下 (21) 
这 里 可 避 特 别 取 切 点 玛 的 坐标 为 的 = 作为 画 数 到 到， 下 的 自 变 
他 ”当然 这 里 = 的 特殊 地 位 是 偶然 的 ; 的 面 的 显 式 答 出 也 可 以 由 这 样 的 方程 来 衣 


一 中 


RT re 
名 六 开 第 二 管 第 十 九 章 。 


一 4 给 一 
数 , 而 dx; dys dz 应 理解 为 在 相应 ! 人 秆 上 栈 数 (15) 的 微分 。 另 一 方 

而 , 读 昌 六 在 点 划 (w, y, z) 的 切 粳 可 用 方程 式 (17) 雪 出 , 其 中 和 ,了 ， 
Z 为 流动 坐标 ,而 dx,dy, rlz 同 蜀 才 所 设 的 一 样 。 将 (21) 中 的 dr， 
ggy; dz 代 之 以 (17) 式 中 或 比例 的 差 数 下 一 必 了 一念 瑟 一 2 我 们 款 于 
得 出 等 式 
F(X—%)+ Fy (YD) + F(Z—2)=0, (22} 
它 对 定义 中 所 说 任何 切线 的 所 :有 点 z 都 是 成 立 的 。 如 果 在 点 型 导 
数 F4， 梧 ，Fs 至 少 有 一 个 是 异 于 0 的, 则 等 式 (22) 就 表示 一 个 平 
而 的 方程, 它 就 是 切面。 

当 在 所 考虑 的 点 于 同时 有 

P=F,=F,=0 
的 例外 情形 (这 种 点 对 做 奇 点 ), 等 式 (23) 就 破 一 恒等式 , 而 此 时 切 
面 就 不 能 存在 了 。 

例 了 括 因 而 一 


EE 
恢 握 公式 (22) 上 及 椭 加 面 方程 本 上 坊 得 上 用 切 面 方程 如 下 : 
2 
2) 二 次 印加 
某 切 面 六 


在 鳞 面 顺 成 (0, 0) 这 个 奇 点 上 , 此 方程 失去 意义 , 而 切面 不 存在 。 
曲 午 的 尘 灵 的 方向 余弦 显然 是 (所 词法 厂 就 是 切 粳 在 切 点 上 
的 垂直 入 ): 


Fy 


入 二 一 一 
tv Fo FR +P 


Fp Fp ORT 


一 434 -一 
FF, . 
二 
显 式 方程 (19) 改 号 右 了 
2— fxr,y)=0 
的 形式 有 可 看 作 方 程 (20) 的 一 个 特例 。 如 果 深 用 标准 写法 


则 对 这 情形 切面 方程 (22) 可 写成 这 样 ; 
Z—2=p(X—%) +g(Y —y), (23) ， 
而 法 粒 的 方向 余弦 成 为 


-_ -PP  _ = 一 -一 人 
OB 太 py COB FV 
- 1 


(24) 


$ 2， 不 面 曲 楼 的 由 率 


214. 凹 商 . 拐点 ”我们 来 考 唐 一 条 平面 曲线 及 它 上 面 的 一 个 

点 、 曲 如 就 算是 由 显 式 方程 y= 了 (x) 所 和 葵 出 遇 ， 如 此 该 点 可 屋 为 
; 到 (aoy FF3)). 

如 时 在 点 腻 的 充分 小 旬 
域内 曲 嫉 的 所 有 点 2 都 落 在 
切线 的 茶 一 个 , 则 我 们 说, 在 
上 半 有 曲 黎 则 向 声 米 该 侧 (图 
103), 一 个 点 如 果 在 这 分 小 

图 193. 邻 域内 横 标 x* 二 jw; 时 曲 粮 落 
在 切 秀 一 便 ， 槛 标 wo 时 落 在 另 一 个 ， 基 该 点 称 为 拐点 。 换 名 
库 设 , 如果 在 点 于 曲 厂 由 切线 一 贡 滤 向 另 一 侧 ; 或 箱 单 点 说 , 曲线 


与 于 线 交 有 《图 104)， 姑 称 
该 点 为 拐 成 。 

婚 然 在 点 才 的 切 茂 方 
村 如 下 : 
了 一 大 oo tf (0) (~ 0) DP 
则 为 了 解决 隔 向 则 是 或 的 扎 


存在 闻 题 须 考 罕 荐 烙 
风 一 王 一 所 的 一 下 2 一 
一 站 (zolfz 一 伯 ) 图 104. 
在 点 www 邻近 的 下 外 导 ， 我 们 假 芝 在 这 邻近 存在 有 二 阶 巡 米 导 数 
了 (7)。 


先 识 产 (zo) 二 0 应 用 带 表 亚 蒂 型 余 项 的 戴 劳 公式 T107 段 ， 
C417) 而 取 %# 二 2 我 们 得 : 
vy -Y= te to (0 0)’, 
这 里 ww 时 4- 二， 对 充分 接近 x 的 4 人 慎 这 个 差 烙 怪 持 六"(x0) 
的 正 负 号 ， 所以， 在 了 (ao)>0 时 曲 灵 在 点 歼 阳 向 上 ， 而 在 
了 (to<0 时 , 町 向 下 。 
如 肾 妨 (mm) ~0, 则 右边 只 剩 一 硕 号 ， 它 与 送 数 y -了 则 正 负 
号 。 在 这 情形 我 们 取 拉 格 詹 日 形式 的 余 项 [106 段 ，(I92)] 村 且 电 
是 取 %=3 的 情形 : 
y-Y=L Ao — wo), 
这 里 或 者 %<<c<iwo 或 者 x0<<c 二 x 如 果 在 为 近 处 二 阶 时 数 J 人 (x) 
( 左 这 及 右边 都 是 保持 正 - 号 或 省 号 ,草莽 数 y 一 了 也 就 保 皖 司 同一 符 . 


er me ey er re re ee Lr rer te er 


中 我 们 在 此 采用 了 与 g10 狠 不 同 的 案 示 法 [ 参 关 人 好)]。 但 以 前 我 作用 六 珠 示 
饥 和 上 流动 成 委 举 标 是 为 了 与 曲 粮 上 同 构 标 工 的 点 于 前 执 组 标 = 了 LT) 有 所 区 剧 。 


-mr 四 
Te 一 一 一 一 - 一 一 上 os 


一 和 3 一 
号 ,并 纪 在 点 村 各 如 向 上 或 向 下 。 

反之 ,如 果 关 (x) 在 通过 点 m 时 变 号 , 则 着 数 y 一 了 也 变 号 ,而 
在 点 开 有 一 接点 。 在 这 情形 点 型 就 其 充分 小 令 域 而 言 看 来 把 那些 
曲 嫌 加 向 上 的 点 与 多 向 下 的 点 分 开 。 作 

例如 我 们 来 看 这 止 著 粮 : y= sinz; 这 里 如 = 一 sinz= 一 加 所 以 ， 在 
sinz 保持 正 号 (和 负 号 ) 的 区 关内 正 荡 贱 凹 向 下 (上 )。 对 z= kr t 为 束 数 ) 这 
样 的 值 六 话 于 0; 而 本 此 变 号 ; 苇 租 席 点 部 正 臣 线 的 损 点 。 反 之 , 对 于 故 数 
# 一品 我 个 有 因 =1222, 并 上 虽然 在 zx 一 时 二 阶 导 数 等 于 路 但 在 其 他 2 人 箱 
它 却 保持 下 号 , 而 曲线 芭 处 是 贞 轴 上 的 。 


必要 的 全 不 让 分 。 

在 这 一 点 不 难看 出 其 与 极 值 理论 相似 之 姓 [参阅 112 段 及 后 
面 ]。 

最 后 我 们 说 ， 对 于 拐点 也 可 以 不 考察 二 阶 导 硬 数 产 (z) 在 点 
zo 领 近 的 正 负 号 和 而 沽 察 在 点 加 本 身 的 逐 阶 导数 值 产 '(zo)， 
ofzo)…o。 眠 然 这 里 有 关 的 论 延 完全 与 117 段 相似 , 故 留 给 攻 者 
和 已 去 若 虑 。 

注 “拐点 上 曲线 的 考 尘 能 使 画 数 的 作 国 比 115 段 所 就 更 为 精 
密 化 。 

215. 曲率 构 念 ”我 们 来 考察 由 参 变 方程 

p00) y=Y() (1) 
所 莉 出 的 无 重点 、 无 奇 点 的 曲 厂 弧 。 如 果 在 其 每 点 上 作 一 条 切 太 
(比方 说 是 正 向 的 ), 则 由 于 曲 科 的 “弯曲 ”站 切线 将 戎 切 点 的 变动 
而 旋转 ; 这 正 是 曲 业 与 急 厂 处 处 保持 同一 方向 的 交 黎 (与 切 米 重 
全) 的 差别 所 在 。 


外” 有 时 这 个 性 置 托 式 作 的 点 定 六 的 基础 。 这 种 定义 趟 完全 蜂 价 于 本 韦 所 焰 前 
定义 ， : ~ 
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志 现 昌 简 变化 特征 的 重要 因素 就 是 这 个 在 其 备 点 上 的 “ 交 巾 
度 "或 “曲率 ”; 这 曲率 可 以 用 数 表 出 。 

发 政敌 (图 105) 是 曲 神 弧 ; 我 们 来 看 弛 两 端 所 作 砌 绥 MT 及 
MT ( 正 向 的 )， 这 是 比较 自然 的 , 晶 线 的 曲 达 以 其 单位 张 长 上 项 
线 的 好转 角 来 表 出 ， 即 以 比率 二 来 表 出 ， 这 里 角 避 以 驿 为 量度 单 
位 , 而 9 以 选 定 的 长 度 汶 单位。 这 个 比率 叶 做 曲 简 吴 的 平均 曲率 。 


图 105. | 图 108. 
在 曲 重 的 不 同 部 分 其 琅 均 曲率 一 般 是 不 同 的 。 但 是 有 一 -种 帷 
一 的 则 和 著 ， 写 的 曲 雁 却 到 处 都 一 样 : 这 就 是 图 灾 。 导 实 上 ， 对 生 我 


从 恒 有 (图 106) 


不 痊 是 指 哪 一 段 图 弛 而 并 。 
由 弧 驴 计 ,的 平均 曲 率 概 念 我 们 可 导致 在 一 点 的 曲率 。 


冲击 稳 在 成 形 的 曲率 乃 指点 六 ;说 曲 稻 艳 于 下 时 外 HM, 
的 平均 曲率 的 极限 。 


Te rere ee rr ra 一 urn 


庚 字 侠 上 表 示 曲 如 在 某 定点 的 曲率 ,我 售 有 


人 D 自然 不 算 闪 简 , 它 的 蕴 李 台 处 是 容 。 
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。 Li | 
k 一 lim—. 
wag 


对 于 图 显然 有 X= 亩 ; 即 用 的 曲率 是 其 什么 的 例 数 ， 

注 “平均 曲 牵 阁 念 和 定点 曲率 贩 念 完全 与 运动 点 的 平均 速度 
和 了 呼 间 速 度 概念 相 类 似 。 我 个 可 以 说 ， 乎 多 曲率 才 示 某 一 段 驱 上 
切线 方向 变化 的 平均 速度 ， 而 点 上 曲率 则 表示 切线 方向 在 某 定点 


的 站 正 变化 速度 。 
现在 我 们 来 推导 曲率 的 解析 袁 出 式 ， 借 可 计算 其 值 。 在 此 由 
曲线 的 参 变 式 葵 出 法 出 发 。 


我 们 先 把 绝 长 当 作 参 变数 。 在 曲线 上 取 一 常 点 政 ， 并 惟 其 相 
应 于 弧 值 5. 赋 s -一 年 次 卉 量 As 而 得 另 一 点 M1 十 As) (图 107)， 
由 裂变 至 基 , 时 切 焰 倾斜 角 的 增 其 Ag 就 是 两 切线 问 的 角 四 一 Am 
解 然 = 一 As， 刚 乍 均 曲 率 等 于 人 。 


图 107， 


让 收入 ,一 As 赵 于 0, 我 们 得 出 曲线 在 点 政 的 曲率 的 解析 袁 出 


式 


-da s 
下 一 了 (2) 


要 注意 的 是 这 个 公式 的 精确 性 还 其 一 个 正 负 号 。 因 为 曲 府 按 


和 


—439— 
我 们 所 下 定义 应 为 非 负 之 数 , 而 上 式 右 端 则 可 得 负 舍 。 问题 就 在 
Ac 及 ss 痢 可 凡是 角 的 。 因此 严格 说 来 我 们 应 该 写 w== |Aa]y or 
二 |As| 而 遂 于 有 

= =| 呈 | ~ 
这 几 句 新 此 后 要 衣 在 心里。 

汉 了 使 公式 (分 成 一 使 子 度 接 进行 计算 的 形式 (同时 也 可 确定 
曲率 本 身 的 存在 ), 这 回 我 四 嵌 俩 曲 糖 参 变 输出 式 (1) 的 画 数 9 及 由 
有 头 二 阶 的 回炉 导 画 数 。 

各 虹 所 已 的 吉 M 0) 是 寻 带 此 则 不 站 一 般 竹 可 卫 为 gp - 
一 中 (#) 关 0。 | 

现在 公式 (2) 可 有 男 一 写 烘 如 下 : 

= 虹 一 时 (3) 


但 %=v 呈 十 给 [202 段 (5 四 , 故 只 剩 下 来 求 必 。 巴 然 [211 段 ， 
《8)j 


tu= 上 而 = arete 红 ， 
Tt 


则 


i (4) 


万 吕 及 at 值 代 估 (3) 式 得 此 霹 后 公式 : 


YP Ley 
Ch Fy (5) 
这 公式 完全 适 子 计 算 ， 因 为 共 中 导数 痢 容 易 掖 曲 业 的 参 变 方程 算 


出。 . 
如 果 曲 嫉 是 由 显 式 万 程 y= 了 (x) 稿 出 的 ， 草 此 公式 成 这 样 形 
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__ yrs 
(Ty 
最 后 ,如果 曲 粮 是 由 极 坐 标 方 程 所 粉 出 的 : r=g(9), 刚 可 如 寻常 方 
式 取 日 作 参 变数 而 变 为 直角 化 标的 参 变 下 出 式 。 于 是 由 (5) 得 出 
1 (50) 

216. 曲率 男 及 曲率 个 乱 ” 在 许多 研究 中 我 们 便于 将 曲线 所 考 
唐 之 点 邻近 部 分 近似 地 代 之 以 圆 , 而 与 原 曲 针 该 点 有 相同 的 曲率 。 

所 请 曲线 在 其 一 点 于 的 曲率 图 乃 振 这 样 的 -个 加 @: 

1) 它 切 该 曲 入 于 点 并; 

2) 在 此 点 沁 与 床 曲 粮 购 向 同 一 侧 |; 

3) 它 与 原 翻 线 点 于 有 相同 的 曲 本 (图 108)。 

曲率 图 的 中 心 C 简 称 为 曲率 中 心 , 而 此 图 御 径 则 称 为 ( 曲 粮 在 
蒜 点 的 ) 曲 举 征 径 。 : 

由 帆 率 图 定义 可 以 看 出 ， 有 曲率 中 心 恒 在 曲线 号 点 的 法 和 叮 侧 
上 。 如 果 曲 黎 在 该 点 的 曲率 丧 以 如 则 嫩 然 对 于 略 我们 有 一 十 
[25 段 ;, 现 在 对 于 曲 礁 牛 和 多 
我 们 显然 就 有 


= 
R= 地 


刹 用 前 段 所 导出 的 曲率 
公式 ， 我 们 立即 可 写 出 一 承 
到 曲率 年 径 公式 如 下 : 
ds 


R=- (6) 


天 《537 


中 ”本 节 鬼 习惯 “图 ”" 字 也 用 作 与 "圆周 * 同 尽 。 


一 


人 
R= (vty 人， (7) 
Leyes 一 oy 
ra 
Tan 
(rr) (76) 


. rr 
种 可 应 用 于 相应 的 情形 。 

这 里 入 适用 215 段 关 于 曲率 来 出 式 所 襄 正 负 吕 的 亲 。 

但 是 ,正和 货 导 关 题 也 可 以 用 几何 找 式 来 作 解 释 , 就 看 曲 球 牛 径 
应 在 (了 照 241 殿 为 正和 癌 的 ) 切 兢 的 旦 一 倍 沿 法 线 截 取 。 岂 就 是 ， 在 . 
坐标 轴 的 寻常 布 辕 法 之 下 曲率 生 低 的 正 号 就 才 示 已 指向 切线 的 左 
边 ， 负 号 圾 央 示 指向 右边 @。 这 在 曲 旨 以 显 式 答 出 时 特 男 容易 软 
让 ,因为 这 了 时候 [参阅 (789) ] 曲 涉 和 定 径 的 正和 外 导 与 ya 的 正 负 号 一 
臻 , 而 后 者 我 们 知道 [214 段 ] 正 足以 决定 曲 简 应 目 向 切线 的 哪 一 侧 
(同时 好 就 决定 曲 床 于 径 的 指向 )。 

例 试 决定 这 旋 验 线 的 曲率 全 笃 : z=att 一 sint)，y=a(1l 一 eos 人 )( 罗 
97)。 
记 然 [210 段 , 9)] = 工 一 二 则 dm= 一 二 2 另 一 方面 -201 刁 ，9)]， 


Ver ty =2asing, oa 在 这 情形 要 计算 呈 可 专利 用 基本 
会 式 (6); 


. 1 
usin dt 
= 人 一 1 2 = 4m51n t 
位 ior 2 
田 210 段 生 所 导 由 法 简 规 于 xX 机 一 算 % 的 表 岂 式 , 我 人 看 出 
R= —2n. 


由 此 曲 寿 中 心 马 的 作 注 就 可 由 图 一 月 了 然 
2) 最 后 我 们 来 继 -- 王 一 个 实际 移 粘 ， 这 里 面 所 用 到 的 正好 本 属 上 就 是 


二 ”在 此 要 外 符 , 虐 的 正方 向 是 相应 于 天 变数 (5 或 有 部 境 长 来 坷 算 的 。 


wm 一 rr Tiber -ur -rm .. 


rare te 


局 
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图 109. 
沿 曲 重 的 曲 杰 变 化 : 所 指 的 是 在 铺 广 铁路 咨 道 时 所 用 的 所 请 过 渡 则 类 。 
如 力学 上 所 建立 ; 一 个 慎 点 灌 曲 入 运动 时 产生 离心 力 , 其 大 小 由 公式 


mi 


所 决定 , 这 里 mm 是 质点 的 属 量 ， 是 它 的 速度 ,而 卫 是 曲 钱 在 就 点 的 曲率 全 
熏 。 

如 果 忽 路 的 雷 米 部 分 直接 束 接 到 成 加 弧 的 恋 道 (图 1094)， 则 在 过 渡 间 
这 交道 上 时 将 肯 息 邮 一 下 于 发 生 了 高 心 力 , 而 引起 急剧 强 列 的 冲撞 ， 这 对 于 
车 用 及 道路 上 蝴 结 构 都 是 有 伤害 的 。 为 了 避 笃 这 种 情形 , 路 的 站 线 部 分 与 因 
恋 首 之 辣 供 助 基 种 过 滤 曲 神 来 联 秆 (图 10960)。 沿 项 肤 曲线 曲 灰 中 径 由 (与 
让 能 部 分 衡 搂 之 处 的 ) 无 旁 大 迷 潮 沽 到 ( 忆 加 浙 隐 接 之 处 的 } 识 国 竺 征 的 大 
小 ,而 离心 力也 就 相应 地 迪 渐 慢 温 增长 起 来 。 

过 小 曲 铸 , 例如 , 可 采用 三 次 拉 物 线 y= 六 。 在 这 情形 我 们 显然 有 


2 
rT 
da 


如 旺 得 由 曲率 汗 笃 的 表 担 式 


也 
9 4 NF 
n= 2(1+E) 。 
在 2 了 0 时 我 全 有 Y =4 而 了 一 2， 页 赤 曲 线 在 坐标 原点 与 埋 相 切 而 其 弗 
这 为 0。 
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第 十 四 章 ”数学 分 析 基 本 
泥 念 发 生 简 史 


$ 1. 微 积分 前 史 


217. 十 七 世 罗 与 无 穷 小 分 析 “这 是 一 个 由 中 世 入 过冬 到 新 时 代 的 时 
期 , 资本 主义 开始 发 展 , 而 它 在 其 上 与 封建 制 忘 的 斗 健 由 代表 了 进步 的 力量 。 精 
确 科 学 几 当 时 移 生活 得 到 了 迅速 发 展 的 动力 。 航 海 学 1 起 了 对 天 六 学 及 光 
学 的 高 度 兴 都 。 拷 笑 学 . 坦 吉 及 运河 的 建 修 - 机 器 制造 和 建筑 . 噶 送 学 沿 题 及 
一 般 的 常事 方面 的 向 题 等 等 , 促进 了 力学 的 发 展 。 而 天 文学 .光学 、 力 学 以 及 
直接 地 工业 技术 本 身 , 艾 训 求 对 当时 的 数学 作 血 工 的 革新 。 

这 种 革新 的 称 巾 是 变量 的 引入 ,是 格 斯 很 属 当 地 称 它 为 “数学 中 的 转折 
点 ”《 参 圈 第 一 分 册 26 一 27 站 所 引证 )。 只 有 变量 的 数学 才能 适应 数 班 自然 
科学 的 需要 。 新 的 二 是 导向 新 的 “ 雹 适量 研究 法 (或 “无 限 小 "方法 ) 的 建 
立 。 接 近 访 区 类 之 采 ， 形 成 为 一 阿 狐 立 的 学 科 的 数学 分 析 ， 也 就 国 此 而 得 到 
“无穷 小 分 折 " 交 名 称 , 平 今 都 还 治 用 。 

起 初 在 这 稍 域 内 大 汗 可 以 谋 是 “于 工业 生产 兴建 立 每 种 个 别 的 事 乐 部 要 
笑 筑 者 采 皮特 绒 共 泪 。 但 情况 随 戎 时 沿江 于 改变 了 。 效 于 出 现 了 一 般 的 方 
法 来 解 网 类 慌 的 轩 题 ， 娃 立 了 各 类 问题 闻 的 联系 ,逐渐 关 明了 作为 这 些 问 题 
求解 的 基础 的 -- 般 概 盒 , 而 所 有 这 些 为 远 煌 地 在 牛顿 和 莱 丰 尼 兹 寺中 由 币 积 
分 学 的 创立 所 完成 。 

在 第 一 世 举 我 们 来 粽 述 一 下 ， 在 五 十 来 年 和 关内 答 这 项 发 明 作 了 准备 
的 ; 焉 少 是 两 代数 学 家 的 成 就 。 
的 古代 ; 至 于 冉 到 面 秃 和 体积 的 计算 以 及 围 形 重 心 的 定位 ， 刚 这 方面 十 七 世 
杞 数学 案 的 时 正 租 师 是 亚 儿 默 德 ( 筷 元 前 三 世 筷 )。 

在 供 有 到 现代 的 * 正 几 扶 德 至 信 拉 托 斯 芬 书 ” 里 说 到 , 他 以 特 吻 方 法 得 


加 ”有 健 交 填 本 Hoge codBREEHIEC 点 PEHMHSN 亚 几 羔 德 新 第 )(COdqeeea，Mfa- 
te 和 日 ，1 30 和)。 . 
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于 了 他 自已 的 精 果 ( 属 和 锋 ), 其 中 形式 上 利用 了 杠杆 平 衔 理 答 , 但 本 展 上 含有 
十 笑 组 成 平面 图 堪 、 庙 下 面相 成 立体 的 思想 。 册 这 各 原子 齐 " 方 绑 所 找到 的 
贤 理 后 来 带 同 其 严格 的 、 当 时 恨 用 的 反 证 法 发 表 了 来。 但 这 “ 韦 从 ”全 七 
世 和 的 数学 家 吓 不 知道 的 一 -两 千年 间 恋 华 逢 需 为 散 佚 , 查 到 本 世 筷 初 地 完 
到 偶然 地 被 发 现 。 如 站 在 十 七 世纪 对， 对 于 亚 斤 默 德 合用 来 发 现 他 的 因果 
的 方法 只 能 由 其 灵 集 中 其 他 保留 上来 的 部 分 来 猜 底 。 在 集中 别处 让 有 遗留 
竺 上 a 他 的 千 果 时 实际 所 用 方法 的 十 何 痕 述 。 但 在 茶 主 作 基 中 基 用 到 薄 法 时 ， 
亚 儿 时 德 的 然 把 平 面 图 形 (或 立体 ) 耸 解 为 元 素 , 不 过， 让 成 有 限 的 个 数 并 和 且 
有 限 的 实 度 ; 在 此 他 也 兰 虑 了 内 接 及 外 接 阶 樟 状 图 形 (成 立体)， 这 就 是 我 站 
的 积分 和 的 几何 原形 。 

第 一 个 就 图 来 天 明正 几 默 德 方法 和 开 推广 其 应 用 范围 的 是 德国 天 攻 学 家 
笋 数学 家 开 营 勒 (Johann 下 epler 1571 一 14630)。 他 在 1615 年 出 了 一 本 书 下 
做“ 酒精 的 新 六 体 几 何 " 呈 。 虽 然 这 著作 是 以 偶然 的 埋 由 并 且 以 看 来 非常 实 
际 的 立 材 写 的 , 但 其 中 含有 当时 对 求 方 及 求 立石 { 求 面积 及 体 各 ) 阅 题 的 新 站 
径 : 将 平面 图 形 分 解 为 无 限 多 无 和 穷 小 元 素 ， 然 后 由 这 些 元 素 一 一 必要 时 季 以 
变形 一 -组 成 面积 包 知 的 新 图 形 { 对 立体 也 一 样 )。 

我 们 指出 , 略 [ 才 误 的 开 草 靳 氏 的 元 素 不 是 完 至 没有 宽 麻 的 他 给 到 了 所 
击 “ 夺 和 的 小 隐 " 或 “ 实 度 极 小 如 米 的 具 分 "等 等 。 

. 开 普 勒 以 这 样 的 方法 先 得 四 了 焉 儿 两 德 的 一 条 列 精 果 的 直接 推 学 (不 是 
反攻 法 ), 然后 在 共 标 题 为 “对 亚 几 默 德 的 补充 ”的 部 分 标 出 了 87 种 新 的 巡 罚 
体 的 体积 。 

开 警 动 观 爹 的 承 杰 者 及 “不 可 分 类 五 法 "本 身 的 货 基 音 是 卡 瓦 列 青 (Bo- 
naventura Cavalieri 1598--1647)， 他 是 何 利 小 (Galileo) 的 学 生 ， 一 位 总 大 
利 学 考 策 收 师 。 这 种 方法 的 信 布 也 成 了 他 的 浆 身 事业 。1635 年 出 版 了 他 的 
主要 著作 “几何 学 的 不 可 分 束 炉 新 讲法 ”后 来 在 1647 年 叉 补 充 了 “几何 坟 
试 "四 。 在 这 责 种 营 作 里 本 厦 上 复活 了 亚 几 默 德 的 原子 蓟 观 点 。 

“要 决定 平面 图 形 的 太 小 , 卡 瓦 列 里 设 , 可 应 用 一 柔 列 平行 鲁 ， 我 们 役 想 
其 在 这 些 图 形 上 夯 了 无 雳 之 多 ”图 110)。 他 广 同 样 方 式 外 理 了 立体 ; 只 是 在 
那 电 不 兽 直 烧 而 代 之 以 平面 。 这 些 直 钱 ( 平 曾 ) 就 是 声名 远扬 的 “不 可 分 类 


全 有 斧 交 雪 本 (PTTH, 19%5)。. 
二 ”两 书 鬼 有 俄 牢 本 :"19JyerpHE 尺 几 何 ) 及 "Qaaz8 膏 让 ITCTTTH, 1940), 


四 pe 
a rr OE pp rie "pp pp 


图 110. 鲜 111 


它们 "为 数 无 券 并 且 洲 有 一 点 突 底 ?在 这 一 点 卡 五 列 轩 -5 天 莹 种 相反 )。 但 卡 
也 列 里 溉 有 断然 肯定 图 形 或 体 是 由 这 些 无 宣 放 的 不 可 分 的 元 守 所 粗 成 的 他 
的 主要 原则 际 迹 得 比较 审 嵌 : “和 下面 图 形 〈 或 立体 ) 与 其 会 体 不 可 分 素 成 比 
例 "。 例 如 , 信 若 平行 四 边 形 4B0D (图 111) 以 共 对 角 缕 40 分 为 两 个 三 角 
形 , 并 且 纹 想 其 中 有 一 些 平行 于 底 边 CD 的 直 粳 , 则 “平行 外边 形 的 所 有 (OR) 
线 ” 与 “三 角形 的 所 有 (QR} 闫 "成 2:1 的 比例 , 因为 这 是 平行 四 达 形 面积 与 三 
角形 面积 之 比 。 

所 半 图 形 的 “所 有 的 线 " 可 以 想 到 卡 瓦 列 里 理解 为 这 些 钱 的 总 和 , 是 无 狗 
著 量 (“ 无 限 ”)， 如 此 只 有 了 酬 个 这 样 的 和 之 比 巴 能 成 为 有 限 的 。 淖 来 (虽然 卡 
万 列 里 在 蛙 几 了 世 玉 会 明 丘 地 强 过 ) 不 可 分 类 是 彼此 成 等 距离 的 ， 但 这 些 卫 高 
在 任何 地 廊 也 不 用 再 。 如 果 收 图 将 -让 列表 的 思想 用 我 四 通行 的 荐 名 来 起 
达 , 则 可 以 发 他 采用 子 极 符 标 之 和 (或 亚 数 值 之 和 ) 担 未 滋 以 懂 坐 标 ( 自 变数 ) 
的 增 景 。 如 上 下, 如 果 为 骨 单 计 歌 边 为 & 的 正方 形 作为 平行 四 边 形 而 恢 复 滞 以 
不 可 分 素 | 加 的 距 益 和 则 上 面 所 陈述 的 话 可 用 {当然 是 要 有 很 多 条 件 的 ) 这 一 
申 等 式 来 说 明 : 


目下 烈 里 在 共 “ 几 何 学 "中 所 建立 的 另 一 重要 步 韦 是 “平行 四 这 形 的 所 有 
钱 0 的 平方 ”与 "三 角形 的 所 有 钱 88 的 平方 ? 之 化 。 杀 一 长 电 推 课 的 结果 
得 出 哉 比 等 于 三 。 在 “党 斌 IT7" 重 他 更 将 于 行 四 边 形 与 三 角形 的 “所 有 继 的 立 
方 " 及 “所 有 福 的 四 次 方 ”予以 对 比 ， 效果 得 出 比率 等 于 四 及 于。 由 此 卡 巨 列 
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里 下 鱼 认 说 尖 此 式 律 对 侍 村 自然数 万 塞 台 也 莉 是 正 硝 的 。 之 个 规律 出 可 用 
我 们 的 符号 写成 这 样 ; | 


和 所 


omadr 


[一 ] 


部 二 i 十 1， 
jw 


吉政, 这 里 所 讼 的 其 实 就 是 这 个 积分 的 计算 ; 


fma= 


m 
1 
正品 加 一 1 
ja 两 十 1 
笑 - 


卡 瓦 列 里 并 部 应 用 其 圭 困 于 种 种 求 面积 点 求 体积 的 并 慎 , 但 完全 是 不 依 


| 


| 


比 起 开 前 勒 是 前 进 了 一 步 , 四 为 开 彰 贡 每 区 只 能 计算 县 体 的 体积 。 
219. 不 可 分 素 学 策 的 进一步 发 展 “人情 助 号 edz= antt 的 对 比 来 计 


算 积分 |zmgz 过 是 别 隐 学 者 也 侧 过 的 。 由 法 国 数学 家 续 尔 刻 (Pierre Fer 
. 

mat 16 忆 一 1665) 的 通信 中 可 以 看 到 ， 他 得 出 了 卡 下 列 电 的 一 般若 果 ， 比 卡 

氏 和 还 要 早 一 些 。 然 后 应 藤 提 到 法 国 数学 家 、 牧 理 家 和 兼 哲 学 家 由 斯 攻 (Blaise 

Pascal 1623 一 1662) 友 其 落 作 “ 数 硬 之 和 ”(1654); 也 项 担 到 英国 学 者 瓦 里 其 

(John Wallis 1616 一 4703) 和 浙 们 已 识 到 过 的 他 的 书 “ 无 穷 数 局 的 算术 ” 


次 方 匡 之 和 的 问题 。 以 我 们 通行 的 酬 句 来 祝 ， 阅 题 实质 可 到 成 这 样 : 如 果 将 
区 并 C0, oj 分 为 个 等 长 部 分 , 其 长 各 为 4= 二 ;期 积 分 和 之 比 


四 一 ri 二 1 如 时 Wo. 
Dem 
证 一 工 


但 是 极 眼 过 程 , 郧 在 亏 寻 斯 的 获 作 中 明 汶 地 堪 出 来 。 全 部 谢 基 都 以 归 灿 法 扒 
理 为 基础 。  . - 


™ 
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在 曾 尔 马术 聊 的 作息 时 DD， 当 他 愉 可 非 二 次 的 “ 筑 物 简 "y"= ow* 及 “ 双 
曲 镶 ”yr 二 e 之 际 已 直接 将 曲 粮 下 图 局 分 为 条 于 (各 我 们 所 做 )， 但 小 到 使 
能 “ 填 作 ”与 逮 形 一 样 。 在 此 机 坐标 此 至 可 不 成 瀑 术 扔 数 而 成 几何 樟 数 ! 大 并 
184,2)]。 用 这 祥 的 办 法 旧 尔 态 能 算出 方 量 w 在 有 理 指数 ?= 土 二 情形 的 各 
分 (只 有 r= 一 1 这 -~ 十 典 双 遇 线 的 情形 除外 )。 
更 接近 于 定 积分 的 现代 理解 痊 升 关 发 (向 末 建立 起 来 的 ) 积分 学 的 力量 
的 是 帕 其 卡 。 我 们 所 指 的 力 是 届 的 那些 作品 ， 它 们 合 起 来 解 岂 了 他 在 1658 
年 所 提出 的 关于 族 轮 纤 的 加 是 以 及 需要 计算 种 种 面积. 体积 、 弧 长 并 决定 重 
心 伺 置 的 一 柔 列 腻 题 。 这 些 作 品 候 当 和 初 是 以 如 “ 盖 ， 德 东 稚 勒 在 几何 学 中 的 
种 种 创 发 "这样 的 假名 方式 发 表 的 。 
_ 轩 产 卡 棚 久 中 用 了 “不可 分 类 语言 但 群 知 地 陆风 到 并 他 机 地 戎 明了 站 


本 


分 并 作 稚 坐 标 镑 22， 则 所 谓 。 i 维 闻 村 二 之 ， 应 理 角 为 * 泡 限 多 个 姑 形 之 


和 和 , 每 个 拒 形 由 每 生 级 坐标 乒 与 每 个 很 小 的 直径 等 分 所 担 成 而 这 各 与: 舍 
硬 耐 积 之 着 小 于 任何 葵 定 的 数 ”。 在 图 J13 上 图 缴 BC 用 藉 五 点 分 成 了 “无 小 


站 
时 2 a 8 
Fy 
Ei ra 
pb 
AM 2 
Ce EE A 
F 
图 112, 图 113. 


多 " 绕 相 等 的 是 由 省 分 点 所 作 垂 害 DE 等 可 醇 为" 正 艾 "。 请 了 “如果 


DD 可 在 粹 茸 脐 纳 (Burenraep), “RPESTOMATHH ID HOTOPHH UATOMATHE EH 
《数学 史 文 选 )(PTTH 1932) 第 TY 集 ， 0 页 上 拷 章 挫 摘 尿 。 


一 和 8 一 . 
形 这 楼 分 庶 融 明白 提 到 。 如 此 , 卡 瓦 列 里 一 一 他 只 考 谍 醋 数 值 一 一 所 合 李 过 


为 了 对 明黄 卡 用 来 和 算 他 所 顺 积 分 的 痊 引 输出 一 个 榜样 ， 臣 们 举 其 < 答 
四 分 圈 的 下 起 "去 中 的 一 个 命题 中 。 首 先 怒 立 了 一 个 明 蜂 的 辅助 定理 〈 参 
并 图 14 由 它 还 可 以 明白 遍 功 ); 


Ee  ， 
了 
£ 
CR A 
面 114 


DIXER=RRXAB (1) 
所 强 命 题 本 复 内 容 如 -FF: 弧 BF 的 正 尽 线 之 和 (图 115) 等 于 米 股 40, 池上 以 宪 
径 4B。 
在 (1) 中 将 每 股 切 钱 EE 代 之 以 弧 DD 大 把 所 有 这 样 的 等 式 都 加 起 来 ， 
左边 得 几 我 们 所 需 的 正 落 和”， 而 右边 区 得 所 有 RR 之 和 和， 也 部 A0， 莱 以 
4 了 3。 这 就 少 成 了 诞 ! 明 。 


在 它 后 曾 昭 获 有 把 的 “党 锋 ”, 共 中 帖 斯 卡 访 蔬 者 不 要 惊讶 ; “所 有 上 距离 


RR 首 起 来 等 于 40, 而 且 宕 版 切线 BE 等 于 针 自 小 弧 DD, 因为 只 要 知道 , 最 
然 在 正弦 重 总 数 有 引 时 这 等 式 不 且 确 ; 但 无 限时 却 是 研 确 的 ”。 

用 我 从 的 匡 首 来 解 秋 所 证 明 的 话 , 我 们 屋 4AB=1 并 引入 角 p= 闻 BAD， 
于 是 它 就 等 价 于 针 式 


下 
|eos pn = Siny. 
o 


铂 斯 卡 解 顽 所 并 这 个 开征 的 办 法 也 是 很 有 才 育 塌 叉 的。 他 顶 先 以 一 般 
的 形式 精确 地 八 举 了 为 此 咒 要 引 些 类 型 的 炽 分 (* 和 交 。 然 后 他 指出 如 何 氢 他 


Q@ 在 已 提 过 的 砍 莱 能 柄 “教学 史 区 党 " 第 IT 某 , 81 页 有 此 交 的 撒 邓 ， 


-= 


Ai 
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所 同 兴 孝 的 情形 将 它们 香 由 并 由 此 完成 其 解 。 我 们 还 提 一 提 拒 一 些 积分 
(“和 和 ”) 变 成 另 一 些 积分 的 备 种 相当 复杂 的 积分 公式 ; 帕斯卡 由 立体 几何 的 竹 
法 得 出 了 这 些 公式 , 并 且 应 用 得 很 巧妙 。 

220. 求 最 大 及 最 小 ( 极 大 极 小 ). 切线 作法 ”现在 我 们 述 向 向 分 学 的 前 
史 。 这 个 部 门 的 创 知 者 皮 访 筑 是 营 尔 局 , 他 恰好 研究 了 寻常 属于 微分 学 的 两 
个 问题 : 求 最 大 基 小 信 及 画 切 灼 ， 拭 旦 最 竺 应 月 了 本 属 上 其 有 微分 性 质 的 广 


尘 来 解 他 的 阿 题 。 


费 欠 马 的 作品 “最 天 最 小 研 窒 由 
法 "® 由 其 书 异 而 流星 人 所 知 ; 这 些 ~ 
书 民 起 自 1620 年 在 1642 一 44 年 局 TT 
部 发 表 , 育 1679 年 站 洁 全 出 版 这 四 
色 竹 是 他 死 后 的 事情 了 。 加 10. 


缴 尔 属 的 求 县 大 版 小 ee ) 我 站 就 他 所 尝 宕 多 一 个 殉 


a 


Dt ita 


以 量 才 示 已 知 钱 碾 .40C, 以 4 表示 所 求 继 段 48, 了 于 是 我 本 得 展 大 体积 的 
下 出 式 43(B 一 各 ) 久 。 4 十 百 埠 代 这 里 的 x ( 才 汞 马 以 字母 加 作为 所 老 处 
约 数 蕊 4 的 堆 量 的 标准 杞 号 ) 而 将 两 式 看 作 相 等 (其 实 不 相等 ! ); 
CA++EYB- A—EY= .AB— AY). 
吉 在 消去 两 边 共同 项 井 交 去 剩 下 式 子 里 的 所 有 因子 五 : 
BAB—A)— ATE(DB- AE} 2Ah=0. 
最 后 , 簿 除 锡 简 后 向 珊 留 有 因子 如 的 各 项 , 想 果 得 出 : 
24AiB—A)}-A:=0 或 有 4 有 一 342. 
按 费 尔 局 的 惟 波 这 已 成 为 " 呐 " 竺 式 ， 而 前 面 的 等 式 则 兵 是 “假想 的 ”或 
“ 泊 作 的 ”"。 由 后 式 就 定 用 a( = ) 
“ 澳 尔 马 法 则 ”的 一 般 形式 如 果 用 男 数 如 号 来 卖 示 成 为 这 样 : 要 找 使 “ 
7 04) 这 个 式 子 有 最 天 值 或 最 小 值 的 4 佳 , 澳 尔 坑 先 写 近 似 等 式 
FTR)= (4) 或 f(A+TE)— fA}=0, 


D 全 阳 推 莱 胖 钠 , “数学 史 次 渤 "第 IY 集 ,第 ?8 芮 。 
留 ” 这 里 及 以 下 吃 们 者 条 用 现在 通行 的 代数 袜 号 , 卫 不 管 曙 引申 作者 事实 上 怎样 
写法 。 
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由 此 除 以 五 而 得 

六 十) 一 了 4 

让 ， 

在 这 冤 式 里 人 消除 还 含有 百 的 项 , 即 合 是 = 站 (而 这 就 符 价 于 取 瑟 一 0 时 的 和 概 
限 7。 于 是 寿 于 得 出 "“ 曝 正 的 "等 式 

了 (44 十 所 ) 一 f(A) 加 

| E | =。 


或 接 我 们 的 瑟 和 屿 就 是 产 (4)= 山 四 此 定 出 所 求 的 4[ 大 了 100 及 11 的。 


互 其 实 就 是 自 变数 4 的 很 小 的 奏 节 (如果 不 是 无 穷 小 的 话 ), 虽然 费 尔 太 


ee 开关 的 竺 式 (A 二 EE = f(t) 雪 示 他 的 一 种 所 请 运 和 留 原 
更: 一 个 数量 当 其 达到 最 大 或 最 小 第 的 时 湖南 好 象 停止 了 它 的 变化 D 。 


愧 尔 扎 在 同一 准 作 旺 指 Hl 他 的 方法 也 能 解 求 作曲 钱 切 米 的 两 秆 。 信 这 
圆 必 以 4 袁 示 次 切线 , 而 以 了 表示 其 请 量 (或 眶 苹 ); 利 抽 是 米 的 方 各 届 洁 伏 


成 一 个 “近似 的 ”等 式 , 然后 应 用 前 面 财 种 损 序 ， 精 果 得 出 一 个 等 式 而 由 此 定 


纪 4。 
接近 于 费 尔 马 的 研究 的 有 


法 ; 有 的 化 简 了 党 尔 局 法 如 ,有 
的 推广 了 它 的 应 用 落 团 。 我 们 
点 所 一 提 牛 丑 的 老师 俯 溺 元 ， 
巴 罗 【Isaae Barrow 1630— 
1677) 在 共 “ 光 学 及 几何 学 性 
7 六” 71669 一 1670) 里 所 载 的 岗 
国 117， : 线 作 法 , 他 用 出 这 是 “ 按 一 忱 朋 

友 的 意 包 " 伍 的 (天 要 就 指 牛 顿 ! )。 


馆 胁 对 曲 贸 EN 的 两 个 人 标 及 其 全 最 -人 了 称许 的 刘 池 (图 117),. 


a 


“无 限 小 的 ”"。 巴 罗 用 泪 线 方程 把 点 N 的 坐标 了 一 e。 各 一 4 这 未 起 来 而 丰 所 
得 关系 式 中 拱 弃 所 有 完全 不 售 。 或 4 的 项 (它们 事实 上 上 相 兴 ) 以 及 e 和 & 的 
高 次 项 ("因为 这 些 项 没有 什么 意义 ”)。 这 时 第 一 次 明白 地 由 现 “ 忽 略 琴 阶 小 


呈 ”类似 的 原理 以 前 也 已 窜 人 人 骨 过 ,他 部 开 痊 各 ， 


其 起 作家 所 给 的 上述 并 题 的 解 


Ee 
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项 息 理 "而 条 尔 局 只 能 对 它 作 猜 调 ! )。 
现在 已 条 容易 来 决定 对 8 之 比 , 耻 背 脱 烤 毕 标 PYH 二 届 导 次 切 钱 TP= 
= 上 之 比 也 是 一 样 。 由 有 限 三 角形 TPM -与 无 限 小 三 角形 NRM 的 相似 得 出 
， 酒 个 比 的 得 等 (其 中 “曲线 粒子 ?四 于 其 " 死 限 小 "而 可 伐 以 “切线 都 子 ”)。 
这 些 析 催 三 角形 反 灶 时 候 起 就 站 曾 地 进入 了 无 田 小 分 析 ， 而 成 为 " 守 常 
司马 ”了 。 后 来 全 上 居 兹 称 其 为 “特征 三 角 展 "加 
221. 借助 运动 学 烛 法 来 作 切 绊 ”法 国 数学 守 德 ， 罗 具 区 转 (Giles Per- 
sone de Roberval 1602—1075) 及 意大利 最 理 狼 学 索 托 利 拆 利 (Bvangeiista 
Torrieelli 1608 一 1647) 几乎 向 时 不 识 而 合 地 【他 全 的 册 突 最 初 发 表 于 "1644 
年 ) 想 起 利用 和 运动 学 的 想法 来 郑 曲 线 的 训 巩 。 部 , 如 果 邮 线 能 表 为 点 的 运动 
区 楼 , 走运 动量 两 个 更 简单 的 运动 所 所 成; 而 其 速 诬 
的 天 小 颇 出 部 已 直接 和 葵 册 ， 则 其 合成 运 贰 的 速 应 万 
向 一 因而, 还 有 其 殊 线 切 炒 的 方向 ~ 一 就 可 按 “ 六 
行 四 边 形 法 出" 来 决定 。 
我 全 举 托 利 插 和 的 拢 物 艇 切线 问 置 解法 为 例 。 
机 在 此 利用 的 是 他 老师 堵 刊 略 的 运动 学 址 法 。 为 简 
音 起 兄 ， 我 们 不 用 原来 的 襄 污 而 用 解析 几何 的 语言 
来 裔 壕 。 训 一 点 在 官 始 阴间 位 对口 { 118) 而 以 加 
过 府 5 ( 郎 速 度 为 gt, 如 果 t 箭 示 时 间 的 甘 ) 涪 般 委 
尖 向 咎 由 虱 薄 , 侨 本 身 则 以 定 速 度 x 水 平移 动 . 于 是 
按 图 上 网 记 续 在 此 有 周 : 我 们 有: 


= 二 9 y= wt, 


图 118. 


由 此 衫 去 而 得 : 2, 如 此 ， 得 出 该 点 环 缠 为 一 抛物 线 { 按 照 4 的 踪 
择 可 使 它 与 任意 批 先 革 六 =2pz 符 司 )。 姑 稚 速 度 与 水 手 速 度 之 比 等 于 
tg 2 
如 对 下 站 
一 但 人权 相 人 体 训 可 弹子 基 上 距离 
= 处 [ 参 随 210, 2)]。 


- 二” 但 是 他 岗 无 敌 小 " 峙 征 三 角形" 需 爷 的 委 用 不 是 辣子 巴 罗 而 是 大 于 帕 角 卡 ( 参 
名 2 均 眉 )。 


+ 
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萄 全 就 由 这 个 例子 连 非 给 到 ， 定 比 柄 切 本 利用 了 曲线 运 港 的 分 解 为 水 于 
及 饭 避 方 向 两 个 分 运动 。 
后 来 巴 软 推广 了 这 个 观 念 而 将 党 任意 曲 入 的 运动 赛 为 如 司 山 两 个 运动 
所 吉成 一 一 一 个 水 平 运动 ( 它 总 是 算 作 等 速 的 } 下 一 个 甸 生 运动 。 于 是 切 篇 


了 对 (图 118) 的 位 置 可 中 线段 了 P 与 PY 之 比 来 决定 ， 它 就 等 于 “下 全 运动 束 


度 * 与 “" 代 疝 运动 速度 " 必 上 比 。 

222. 切 烘 作法 问题 与 求 积 问题 的 互 六 性 ”等 别 有 直 特别 重要 的 是 巴 罗 
“ 几 柯 学 讲 交 "的 第 十 讲 和 第 十 一 内 :其 中 作 切 芋 雪 求 积 连 季 起 来 。 负 许多 与 
此 有 关 的 命 征 中 下 例 卉 在 提 腹 其 第 -H 评 的 定理 II 及 第 十 一 冲 的 常理 TI 
其 中 在 无 团 小 分 本 前 更 里 最 先 抬 徽 分 学 及 积分 学 的 本 个 基本 问题 以 几何 形 


式 对 上 比 到 系 起 来 , 一 一 即 作曲 米 的 切 芒 与 曲 钱 的 求 积 名 。 抬 这 商 个 法 班 家 部 
.成 解析 的 党 是 及 通行 的 县 对 则 其 内 和 可 如 此 陈述 : 


i， 如 时 see 时 Uy, 


ey , 
Ii. 如 时 2 i fw-s 
和 由 


《 当 x=0 了 时 理解 为 y= 从 ， 
村 对 巴 罗 实际 所 作 的 给 出 一 个 概念 , 我 柯 崩 咯 竹 述 其 第 二 个 定理 的 陈述 
及 让 了 明 如 下 ; 此 


hy 


人 SS 


Ac 


a 
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rw i pp ep er rr a ape ee er re 


Da 


ns A4DILEK 符 于 DBXR 这 个 乘机 

为 了 姨 明 , 我 他 在 曲 牧 4B .上 取 一 "无穷小 线段 EN” 并 作出 图 上 所 示 训 
状 。 于 是 (如 我 们 已 轰 知 道 的 ) 

MO:NO=FM:TF= Te:R, 
由 此 有 
NOxFZ2=MOxR 三 (FF XFZ=ESXEX. 

“但 证 名 所 有 短 形 GFX 了 TZ 与 面积 ADLE 之 其 可 小 判 任何 所 寞 的 程 诬 ， 
并 日 所 有 相应 的 短 形 ES X 形成 矩形 DHEIB， 央 上 商 的 肠 痛 就 是 足够 明 
显 的 了 ”。 

如 果 鹏 4 了 = PM <y, FZ=2 及 忆 =1 划 按 第 二 动 钱 的 定义 条 件 丛 好 
有 


而 定理 的 精 询 就 等 价 于 


2dr=y 1 =, 


| 


但 是 要 在 巴 罗 书 中 找 这 两 个 定理 的 大人 简单 的 对 照 世 是 技 不 到 的 (在 省 中 
它们 之 而 隔 着 二 十 个 别 的 定理 ); 况且 几乎 没有 用 到 它 倍 。 近 里 也 正 表 朋 了 了 : 
巴 罗 用 几何 语言 来 殊 ， 被 有 以 一 般 构 钨 来 销 会 ， 现 叭 有 这 一 般 栅 会 才能 天 
明 问 题 的 本 持 并 开 丘 广电 的 床 用 道路 。 

323. 土 述 的 总 辕 ”我们 来 总 结 一 下 十 七 世纪 在 “ 污 恤 小 牙 析 ”方面 的 成 
就 一 一 总 千 到 牛 幅 和 茶 下 尼 兹 骨 现 于 址 学 界 为 正 。 

有 关于 现在 的 积分 学 这 个 范 夺 内 的 成 就 越 来 越 和 多。 这 里 面 不 仅 得 及 了 
天 最 关于 求 平 面 形 面 种 .体积 . 弓 攻 .曲面 商 积 及 重心 定位 的 精 果 ， 也 短 各 到 
所 有 在 做 耕 上 归 烙 为 求 功 积 的 这 类 问题 之 辣 的 联系 。 在 上 长 瓦 询 里 .帕斯卡 等 
等 的 获 作 中 开始 结 昌 出 定 积分 概念 本 坪 。 实 际 上 算 内 了 一 柔 放 最 简单 的 各 
分 , 常常 是 几 全 的 形式 ,但 有 时 也 成 算术 的 形式 ( 费 尔 需 , 凶 靳 卡 、 瓦 里 斯 ); 找 
到 了 将 一 些 积分 变 为 别 的 积分 的 种 利 关 和 骤 式 ( 纺 尔 马 . 帆 世 卡 . 巴 罗 )。 

在 自前 属于 微分 学 的 这 个 锁 域 内 , 费 尔 圣 给 册 了 一 种 划一 的 无 团 小 性 层 
的 六 诗 来 解 求 最 大 最 小 和 作 切 艇 的 癌 古 。 估 的 研究 役 一 季 列 其 他 作家 所 延 
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入 。 但 这 方面 未 能 分 析出 贞 题 本 质 中 的 基本 概念 。 杰 用 的 是 罗 具 瓦 勒 及 托 
利 拆 星 , 接著 的 基 巴 罗 - ， 化 们 哉 图 由 运动 学 想法 出 发 来 解 作 曲线 切 乱 癌 
古 ( 这 后 来 也 在 牛顿 的 学 强 中 得 到 了 反 上 旺 )。 
最 后 ,如 我 们 刚才 所 兄 的 , 已 野 在 这 两 类 癌 题 中 间 搭 成 了 一 座 构 荣 。 
如 此 , 这 门 新 计算 法 的 基础 已 备 ， 但 象 更 在 这 样 的 笋 积分 学 还 溉 有 。 同 
时 ,如 后 来 莱 上 尼 政 齐 南 地 表达 的 , “在 这 样 的 科学 成 就 之 后 ， 所 缺少 的 只 是 
51 的 过 省 的 一 条 梳 ， 即 依照 代 数 样 式 的 解析 计算 法 ”。 闪 时 首先 中 


立地 中 完 成 了 。 

在 评述 他 全 关于 无 穷 小 分 析 工作 之 前 ， 我 们 先 绚 中 ， -无 交 小 " 概 仿 本身。 
在 那 时 期 一 项 至 述 要 在 更 长 的 时 间 内 一 一 对 无 稳 小 或 无 限 小 常常 理解 为 
《 昌 不 明 胎 ) 一 比方 税 - 一 静 的 数 其 ， 也 如 不 变 的 数量 , 不 等 于 0 而 网 时 却 
《外 对 秆 上 》 小 于 任 亿 有 限 数 里 。 这 个 灾 有 无 究 小 构 钨 在 我 作 的 数 及 空 明 的 
构 爹 之 下 是 凶 丑 的 并 且 带 神秘 性 。 与 它 对 立 的 是 我 们 现在 通行 的 .作为 变量 
的 " 河 在 "无益 小 本 人 只 灾 化 党 可 让 ( 息 对 全 上 小 任何 有 限 娄 最。 上 E 


"和 


rr 


的 工作 中 和 在 和 到 ， 入 中 和 站 喜来 时 


8 2. 依 茂 克 。 后 顺 (isaae Newton 1642—1727) 


224. 流 数 计 算法 ” 牛 颇 千 这 种 计算 法 的 主要 做 作 是 哈 交 “ 流 煞 术 及 无 
旁 灯 数 "®@， 它 大 欧 于 1671 年 写成 《 赤 本 概念 或 六 形成 得 还 要 早 些 )， 但 在 
1736 年 才 出 版 ,一 一 已经 是 作者 死 后 的 事 了 。 和 牛 幅 称 变数 为 “ 滥 流 感 特 所 即 
“流动 " 量 之 意 ), 而 以 最 后 儿 个 拉丁 字 全 wy, 3, xw 雪 之 ; 它 向 越 看 作 是 随时 间 
增 大 {或 减少 ) 的 。 其 增长 速 应 区 鸭 " 流 数 "而 以 同样 一 些 字 母 加 点 来 袁 示 :而 
多 和 各 如 此 , 在 咎 模 襄 来 速度 是 一 个 自明 概 会 ， 不 党 要 定义 , 而 流 数 斯 是 以 


由 ”我 全 纪 全 灌 开 甘于 后 素 发 生 的 ,关于 新 吞 算 法 划 立 优先 权 六 题 的 诗 无 根据 的 
当 葵 。 

加 有 能 六 本 本 ) 《MagexRT 于 6 其 HG paiori HEDmTOHA” ( 沾 骨 数 学 交 利 } 
COHTH, 1937), 25-—166 百 。 
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它 来 下 定 久 的; 即 一 -如果 我 何 现 在 法 起 来 一 - 流 数 是 流动 量 依 时 间 的 导 
数 @D ， 
辐 然 ; 牛 层 声明 这 星 时 间 井 不 按 字 而 来 理解 ， 而 所 识 “时 间 ” 可 以 取 作 性 
何 变 数 , 比方 广 x 它 鬼 与 地 随 蘑 里 正 的 时 古 这 样 增长 , 比方 府 使 得 上 二 二 1。 介 
要 写 得 , 所 有 流动 量 都 依 赁 落 这 个 “时 地 ”也 部 依 沈 藻 辐 一 个 营 沉 的 自 变数 。 
和 如此, 在 牛 显 无 所 滑 多 自 变 数 本 数 , 也 无 所 请 俩 导数 。 

然后 咎 烙 如 此 陈述 第 一 个 基本 和 赔 古 : : 

按 所 给 流动 最 间 关 和 柔 式 来 决 宏 流 数 间 的 关系 ”。 

这 问题 比 单 由 所 给 流动 央 计 算 访 数 较 为 一 秋 些 。 但 牛 籽 只 直接 就 代数 
方程 来 解 它 。 例 如 他 到 方 称 ， 

23 一 如 十 42 直 一 雪 一 由 <1) 

牛 喇 所 提出 的 法 则 如 下 : 每 个 舍 2 方 罕 的 项 乘 以 的 晤 指数 而 将 一 个 因 
也 z 代 换 为 加 间 样 ,得 个 售 # 方 里 的 项 乘 以 9 的 者 指 数 而 将 一 个 因子 代 
澳 为 襄 计 这 样 得 旧 的 所 有 族 项 之 和 等 于 0。 在 当前 的 例 中 就 得 出 

， 3r2— ars+ayt+ary— 333 一 小 

容易 了 解 , 怎样 把 这 个 注 则 推广 到 含 随 便 多 少 个 流动 是 的 代数 太吉 的 一 般 情 
形 。 在 有 分 式 成 根 式 时 牛 怖 采取 了 向 楷 的 道路 。 届 答 了 一 个 方程 


i— ay :+ 多- Te ad 十 2 一 由 


合 
党 =。 Tay = 
咎 赂 将 它 候 汶 十 程 
一 a 六 十 8g 一 各 三 由 
对 此 能 用 所 部 的 法 须 ， 


3 2a 二 3 一 和 = 人 0, 
驻 1 凡 a 它们 奴 由 睫 同 一 法 则 于 矶 程 
ay =0, gryt+ iu 0 
所 得 的 关系 式 来 决定 。 
在 性 出 圳 水 则 时 午 字 导 和 人 这 个 潮 购 人 金 : 流动 量 的 "契机 "”。 这 就 是 “ 它 帆 


中 ”县 然 千 辆 的 狗 号 现在 已 不 通用 , 但 在 为 学 及 物理 里 亚 今 仍 保留 用 点 民 示 对 时 
周 的 导数 世 种 习惯 。 


的 邢 些 天 和 族 小 部 分 , 把 它 全 加 到 时 间 的 天 尾 小 吉 爷 中 了 之 后 就 佐 直 量 本 身 不 断 
. 增 关 ”。 沈 毕 规 机 与 且 的 变化 速 认 【 妈 汶 数 } 成 比 便 。 导 入 了 无 给 小 划 5 (这 
不 是 堆 而 是 “ 实 有 "无 宅 小 时 间 增 量 ), 年 顿 把 量 的 契机 写成 这 笠 : it, goy #0， 
<3c( 部 葬 上 尼 花 的 微分 )。 

和 牛 赖 的 配 明 林 身 已 在 上 夯 的 例子 里 举 过 ,基本 上 也 就 是 重复 费 尔 马 的 步 


时 可 昌 中 


可 : 在 等 区 位 ) 里 以 出 十 70 入 Ty 如 和 十 Yo 1 3 而 逐 项 诚 去 人》 科 点 和 天 且 . 
攻 后 把 还 含有 日 的 项 格 去 :“ 上 既然 一 一 牛 绍 解 硅 一 一 我 们 假币 了 5 -是 无 穷人 小 


量 ， 则 被 它 所 芒 的 那些 项 可 以 算 作 渡 有 ”。 这 个 原理 及 哉 疲 划 本身 涝 式 上 都 
不 是 新 东 汪 ,而 本 质 上 莉 鲜 之 处 在 也 ; 这 旺 结 果 是 对 任何 种 流动 基 陈述 的 ,而 
不 管 识 的 是 秆 么 特殊 疼 古 。 

后 来 牛皮 还 导入 了 流 数 的 流 娄 , 即 二 阶 该 数 ， 访 芒 为 二 以 及 高 阶 法 数 。 

牛 怖 先 诬 用 他 的 尝 娄 计算 法 于 前 面 屡 欢 页 过 的 间 题 。 

“决定 数量 的 最 天 秆 与 最 小 值 ”。 

先 陈 述 这 个 逗留 原 再 ;“ 汉 一 个 数量 是 所 有 可 能 的 量 中 最 大 的 或 最 小 的 
时 候 , 则 它 在 此 时 刘 不 向 前 访 动 也 不 向 后 流 普 ">。 由 此 得 到 一 个 法 则 : 找 出 流 
数 而 让 它 符 于 0。 在 比 ， 加 咎 村 所 强 现 ， 次 宕 沈 劲 量 的 关系 式 也 可 合 有 无理 


| 


的 。 

“ 求 作曲 缠 的 切 禄 '。 

当 栓 坦 了 此 夭 工 变 郝 上 扎 的 这 卡 条 
坐标 m4 刹 的 方程 时 ， 存 这 种 主要 惰 
形 牛顿 的 谊 钙 与 巴 轴 相似 [221 藤 ], 只 
是 无 绪 小 坊 量 【或 城 量 ) 2 及 4 他 以 
0 用 0 求 桂 代 , 如 此 【保持 图 117 
的 遍 算 》 

PH :TP=D!; 
流 梁 之 比 就 控 所 衣 法 则 由 曲 粮 方程 有 所 
决定 。 和 牛顿 也 到 葵 了 一 些 别 的 相 诬 于 
图 120.  ” 井 髓 的 其 他 答 册 从 的 如 敌 作 法。 
提 法 至 新 的 是 这 个 间 慎 : 
“决定 任何 夫 定 的 曲 禄 在 定 虚 上 的 曲率 大 小 ”。 


er ee ey 


咎 左 陈 述 这 阅 晴 后 还 附加 一 包 :“ 曲 贱 理 若 中 很 少 有 上 比 这 玩 源 亮 更 能 深 


一 得 1 一 


坟 揭 器 共 本 性 的 问题 了 *。 

利 有 和 输出 酒 率 答 念 的 定 久 。 对 于 则 而 营 曲 率 在 一 切 点 上 都 相同 , 对 不 同 
的 久 攻 则 曲率 与 直径 成 反比 例 。 晤 缕 在 定点 卫 的 曲率 〈 图 120) 就 与 一 个 在 
此 点 近 处 与 出 久 最 窗 接 的 图 的 则 来 相等 (事实 上 站 央 就 认为 曲 友 与 加 党 无 次 
小 强 Da 膏 合 为 一 )}。 如 果 口 是 这 个 贺 的 中 心 (“草率 中 心 ")， 则 曲 稳 的 无 穷 
接近 的 法 稳 0D 与 04 蕊 相交 于 豆 点 ,对 藤 吏 竺 经 (" 曲 补 尘 径 ") 咎 领 推 由 了 
公式 , 内 是 与 我 们 现在 的 守法 不 同 。 . 

225， 流 数 对 算法 的 第 对 算法 ; 求 积 村 顿 在 其 " 流 数 术 ” 中 第 一 个 基本 
问题 之 后 , 就 陈 趟 了 第 二 个 反面 的 半 题 : 

“依据 念 许 数 的 友 程 籽 求 流动 量 到 的 关系 "。 

这 样 的 形式 , 就 成 了 (我 们 项 在 所 误 ) 常 丝 分 方程 的 求解 间 题 ， 远 此 直接 
由 流 数 求 流动 量 《 即 求 原画 数 ) 一 般 得 多 天 且 观 蕉 得 多 。 我 们 不 就 这 里 所 襄 
的 一 般 间 题 ( 咎 顿 多 牢 用 无 劣 般 数 来 解 ) 而 只 米 讲 一 讲求 原 图 数 的 并 题 ,对 此 
牛顿 总 是 以 儿 何方 式 隶 处 理 一 一 作 8 
为 二 赤 的 求 积 旬 题 。 

所 根据 的 丰 本 原则 是 《用 我 们 
型 在 流行 的 天 尖 :: 李 动 而 积 对 六 从 


» 
ur 


a 


有 有 兴趣 的 是 这 个 命 是 的 证 本， 
牛顿 在 其 较 早 的 著作 里 就 给 出 来 4 的 
了 G, 这 是 在 访 数 本 形成 之 前 。 要 图 131. 


证 明 曲 线 y= ax 的 面积 + 《由 y=0 的 点 算 起 ) 可 由 公式 4 一 一 中 4 和 于 
出 , 牛顿 走 相 反 的 洪 路 而 由 面积 表 出 式 得 出 纵 些 标的 表 出 式 。 他 由 这 个 特例 
开始 : 如 果 = 对 号， 刚 %=a 二 我 们 来 重 述 这 里 有 关 的 推 证 , 它 是 完全 具有 
一 般 性 的 。 

如 此 ， 设 ( 财 121) 4 思 =z，BD=y 而 而 积 4DB 一 #。 我 糯 让 BB=o( 这 
里 o。 还 不 象 流 数理 渝中 那样 表示 时 风 增 量 ) 而 导入 BE =+， 使 具有 面积 04 


中 “运用 无 穷 多 项 方程 的 分 析 "; 参半 “ 牛 屯 数学 廊 集 "，3 一 9 页。 这 移 文 还 是 
1606 一 1667 年 写 的 ,但 1911 年 症 刊 出 。 
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pp ere rp pe pp ~ Tr 


8 
的 炬 形 BBBKK 与 BB3D 成 一 样 大 的 图 形 ， 于 是 48= wz 十 而 45B= 十 on 
将 这 些 式 了 将 代 关系 式 针 一 a 或 生 e?=z? 中 的 4 及 s， 按 时常 手 各 对 
消 相等 的 项 并 锡 去 。 后 得 出 等 式 
(B04 820t or) =2ev+ ow. 
o 成 . 


为 需 , 则 +» 与 2 咸 为 相等 的 , 并 且 带 因子 5 的 项 都 消去 *， 由 此 己 权 不 准 得 出 
所 求 的 辣 果 : 


1 
y=. 


多 外 4 襄 实 上 就 是 面积 的 增 量 (一 ow) 与 策 册 标的 增 量 (0) 之 比 , 而 "在 
o 无 限 变 小 时 ?成 为 等 于 级 坐标 ” 这 句 靖 关 不 受 所 考虑 的 特例 的 限制 ， 则 实 
4 际 上 这 就 是 上 面 陈 区 的 命题 的 证 明了 
[参阅 156]。 我 仙 指 出 ， 这 里 o= Be 
吼 下 乎 就 是 我 站 所 理解 的 无 状 小 而 令 人 
感到 有 引 向 极限 过 程 的 一 种 上 里 示 。 


| jo 牛 额 在 “ 许 数 术 " 沾 采取 了 另 一 各 
C E ”办 法 。 速 问 变动 曲 绥 图 形 4DB 他 同 

图 122， 时 考 虐 一 个 变 动 全 彩 408B， 其 高 
A440=1 1 图 122)。 责 个 面积 各 由 本 网 BD 及 BE 的 运动 所 “产生, “于 是 这 


些 面 积 的 增 基 吕 及 共 流 数 将 与 洪 出 它 扫 的 站 赃 成 同一 长 府 ， 用 以 前 的 记号 
《 计 及 给 形 面积 为 ;我们 有 


Fk 


SY jo 
二 = 本 或 # 2. 


在 假设 z= 之 二 我 们 得 出 入 单 前 式 子 2=y。 这 两 个 辕 果 站 幅 轻 常用 
E3 

现在 不 难 素 解 决 这 个 后 题 ， 

“起来 随便 多 少 这 样 的 曲 粮 , 基 而 积 用 一 个 有 限 方程 所 表 出 ”。 

也 就 是 , 陡 先 给 内 zx 与 2 间 一 个 任意 的 方程 , 要 来 由 它 我 一 个 必 与 3 二 yy 
. 之 间 的 方程 ; 这样 也 就 找 出 了 一 一 条 朋 姥 ， 其 面积 有 一 个 饥 先 知 遭 前 以 柄 坐标 


”这 加 看 来 是 * 实 有 * 无 窍 小 。 


. 一 4 一 

表 出 的 式 子 (或 者 , 一 般 地 , 由 已 知 的 方程 每 横 上 坐标 联系 起 来 )。 

妥 状 年 晤 提出 这 个 肝 是 : 

“起 求 风 便 条 少 典 线 ， 共 面积 与 基 二 已 知 由 线 的 面积 由 二 个 丰 妇 友 程 站 
系 起 来 "。 

简单 地 说 ， 达 里 一 个 积分 借助 置换 化 为 另 一 个 积分 ,但 运算 一 一 和 刚才 
一 样 一 一 是 以 相反 的 式 序 进行 的 : 找 一 个 医 数 ， 共 积分 能 弄 助 答 先 窜 定 的 器 
换 由 预先 给 定 的 方程 以 已 知 的 税 分 表 出 。 

利用 这 两 种 方法 千 旺 往 制 了 直 窜 的 曲 儿 “月 录 ”， 共 求 积 或 可 立即 黎 出 ， 
或 可 典 助 所 指示 终 换 化 为 椭圆 或 双 曲 灵 的 求 积 们 共 面积 可 算 作 用 某 种 方 举 
已 纸 知 道 ") ,化 为 风色 昌 多 的 求 积 间 实 上 就 是 利用 最 简单 的 超越 画 数 一 一 于 
数 醒 数 及 反 甸 贞 数 ,这些 在 当时 还 未 引入 数学 分 析 。 

午 赂 的 勇 一 著作 专 进 求 积 的 计算 :“ 论 曲 儿 的 求 积 "， 在 “ 流 数 术 “ 以 后 不 
内 写成 而 出 版 于 1704 年 亿 。 那 里 讨 葵 了 较 复 杂 的 形式 , 例如 ， 
I ete fa gst 二 be 二 os 二.…}, 

这 里 8,X,1 是 有 更 指数 。 作 为 一 个 特 山 ， 我 们 指 央 求 二 项 式 积 分 , 即 求 
sitert fo") 

这 样式 子 的 原 匡 数 。 但 是 ,关于 这 种 积分 咎 蜂 在 他 答 菜 卜 尼 枇 (1676) 的 一 封 
信里 说 得 比较 详 翻 : 他 知道 如 果 人 是 整数 ( 正 的 ) 虑 2 生 J+ 成 整数 ( 负 的 ) 
时 , 求 积 可 以 所 代数 方式 做 出 [ 密 半 i 
169 段 ]。 

至于 求 积 科 算 法 的 应 用 ， 划 在 
“ 访 数 术 "里 牛顿 清楚 地 上 强 莉 说 ， 赂 
克 面 积 表 也 就 可 以 用 来 按 记 输 流 数 
决定 别 种 数 晤 。 习 面 这 个 凋 题 可 以 
恰 为 一 个 例子 ， 

“ 求 贡 撞 之 长 ”。 图 123、 

这 问题 就 是 要 按 流 数 让 = /到 十 六 来 决定 弧 长 f=0R (图 193)， 这 里 
# 二 MN 及 y=NNR 是 曲 入 5 上 变动 点 五 的 横 坐 标 及 维 伐 标 ,而 上 面 关 于 站 的 
公式 则 由 直角 三 充 形 入 BSr 推出 , 其 过 就 可 看 作 ,yt 的 “可 机 ”。 
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”参半 "和 牛顿 数学 文集 ”167 一 193 页 。 读 渝 交 绪 葵 及 共 他 部 分 带 有 后 来 修改 请 
壮 严 。 
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z26. 牛 巾 的 “原理 ”及 极限 理论 的 萌芽 ”使 牛 幅 成 名 的 最 重要 著作 是 
1686 一 1687 年 所 出 版 的 “自然 拆 学 的 数学 原理 "中 ， 共 中 一 般 地 贡 立 了 侍 部 
力学 特别 蕊 天 体力 学 的 基础 。 

牛顿 在 一 封 证 里 没 , 他 胃 流 数 术 找到 了 “原理 "的 好 重要 的 命 赠 。 己 在 揣 


迹 中 这 情况 没 容 性 何 友 映 : 寻 当 只 是 以 烷 人 台 几何 形式 一 -按照 古典 的 榜 


样 -一 - 列 出 命 古 的 证 明 。 

但 “原理 ”" 却 有 此 在 方法 萄 方面 根本 新 的 和 重要 的 东西 。 用 第 一 知 (“区 
物体 运动 *") 的 第 一 部 分 牛 晤 就 用 来 讲 他 的 特殊 的 极限 理 基 ， 名 称 是 “ 始 玉 
比方 法 *。 

耳 个 数量 的 “ 始 比 "或 * 末 上 比 "就 是 指 它们 的 极限 比 , 第 一 个 名 称 牛 屯 用 来 
表示 两 个 “发生 的 ”( 无 穷 小 ) 量 之 比 的 极限 ， 而 第 二 个 划 他 饭 用 于 “消逝 ” 
《无穷小 ) 量 之 此 又 用 于 有 限量 蕊 至 光 淄 大 数量 之 比 , 而 不 加 区 别 。 牛 申 还 讲 
到 "发 生 量 的 始 和 ?或 “ 消 浙 量 的 末 和 ?”。 权 注意 的 基 , 所 有 这 些 概 念 都 着 有 下 


定义 , 而 共 含 义 只 能 由 共用 法 本 身 去 揣测 。 牛 天 的 术语 的 特点 记 系 着 次 数 过 ， 


其 极限 的 观念 , 所 以 这 极限 就 成 为 它 的 “来 "(“ 始 ”) 值 。 

牛顿 的 极限 理 葵 至 部 出 十 一 个 几何 性 质 的 预备 定理 所 得 成 。 如 牛 赂 在 
它们 后 面 的 “ 识 明 "中 所 指 内, 这 些 福 备 定型 基 为 了 化 简 证 明 丙 列 出 的 。 本 素 
也 可 避 借 助 不 可 分 素 方 法 来 证 明 ， 但 后 者 表现 得 "比较 不 够 几何 化 "。“* 所 
尺 一 一 牛 慎 接 着 各 ,一 一 如 果 在 以 二 的 至 部 作 述 中 我 也 把 某 种 数量 看 必 仿佛 
由 图 完 的 粒子 所 组成,… 则 应 访 理 解 为 ， 这 不 是 不 可 分 的 ， 而 是 消逝 的 可 分 
的 数量 , 不 是 有 限 部 分 之 和 及 比 ， 而 基 消 逆 量 的 末 和 及 玉 此 …”。 开 且 还 训 : 
“如 果 以 下 为 了 裔 矣 简单 起 见 我 将 丽 到 很 小 的 或 渔 近 的 或 发 生 的 数量 时 ， 则 
对 比 不 庶 理 解 为 主要 定量 , 而 应 看 作 是 无 限 消逝 的 ”如 孙 ， 这 里 宣布 了 原 几 
上 上 接近 于 现代 的 观点 : 代替 着 * 实 有 "无 穷 小 而 考虑 “ 谐 在 ?无穷小 及 其 和 与 比 
的 模 限 。 

227. 牛顿 的 偶 基 辕 题 ”我们 可 看 由 , 牛 慑 对 其 计算 法 的 贷 基 问题 的 观点 
”在 二 十 年 间 有 壁 闭 的 洲 迹 。 

在 反映 其 旧 铸 法 的 “ 流 数 术 ” 里 数量 的 “四 机 ”分 明 是 “ 实 有 ”无 穷 小 ,数量 
的 增长 则 归 博 为 契机 区 逐 潮 添加 。 他 随便 地 应 用 和 有 限 曼 对 此 之 的 忽略 

QD 有 友 .H. 克 雷 洛 赤 院士 (1955 -一 1916) 的 能 译本 ， 另 外 ， 还 收 大 “CeGpamms 
B02BesE RK， 点- H. 天 PEEIDBS&2 IAA. 百 . 名 备 滞 洋 院士 至 集 }11936) 第 七 占 。 


一 此 1 一 
在 咎 慑 的 “原理 ”里 己 释 与 不 可 分 达观 点 移 烙 。 在 精 晚 所 写 的 “ 则 入 求 
积 ” 的 镭 痊 里 他 噶 : “这 里 我 不 把 数学 上 的 数量 霍 作 是 由 最 微小 的 太子 所 组 
成 , 而 团 作 是 由 这 镇 运动 所 产生 { 挤 量 )”。 由 “原理 * 第 二 大 (1713) 的 一 个 注 
里 可 以 看 出 , 恰恰 是 "在 数量 的 消 成 方式 上 ”牛顿 圭 出 他 的 方法 二 莱 直 尼 花 的 
太 流 有 主要 的 区 别 。 我 网 在 其 “原理 ”中 所 看 到 的 极限 理 险 , 一 -虽然 属 莫 寿 
的 形式 一 一 但是 在 新 的 解析 的 雏 基 辣 题 .上 已 秋 居 一 项 量 营 的 进 殿 。 后 来 在 
已 友基 过 的 那 “ 曲 灾 求 积 ”的 畦 论 里 ， 牛 性 还 将 的 流 数 的 推导 联系 到 两 个 
消逝 重 的 “床上 比 "来 考虑 , 本质 上 也 就 是 极限 过 程 。 
但 是 牛顿 于 设 有 坚持 这 种 观点 到 底 。 不 久 以 后 ， 在 “原理 ?第 一 震 里 , 他 
导 大 不 清楚 的 概念 一 数量 的 “契机 邵 其" 释 于 增 基 或 城 量 ”。 
关于 这 些 契 机 他 建立 了 一 系列 箱 单 的 命题 {( 诬 该 指出 ， 此 时 菜 上 尼 兹 已 
帮 以 等 价 的 形式 发 天 了 )。 例 如 , 这 是 其 中 之 一 ; 如 果 数 量 4, 互 的 超 机 是 四 
b, 划 羔 积 4B 的 契机 基 45 十 Bua。 有趣 的 是 牛 蛋 在 着 明 时 不 向 这 自然 发 生 
的 等 式 
{A (B+b)— AB= Ab + Batab 
内 发 因为 这 时 候 由 必须 对 比 共 他 硕 而 略 去 ab 项 ( 生 上 尼 兹 也 正 古 这 么 
慨 让 得 诉 讲 一 瞩 机 ,区 


(4 十 过 二 到 (4 -#4)(B- 26)= A 十 加 t 
它 就 然 立 印 导 至 所 来 精 蜡 , 但 完全 不 是 册 于 事 霄 的 水 厦 。 
如 有 此 , 重 恬 应 其 "始末 比方 法 " 褒 新 计算 注 建 站 合理 基础 的 党 就 是 不 彻 宕 
和 的。 这 党 寺 经 过 了 一 卢 和 多 年 交 有 和 进一步 的 发 展 和 完成 一 已 算是 十 光世 丰 
和 初 的 数学 家 的 工作 了 [L233 自 。 


$3. 荣 卜 尼 冀 (GottriigdWilhelm Leibniz 1646 一 1716) 


228. 建立 新 冉 算 法 的 初步 ”与 牛 赂 不 同 , 芋 目 尼 著 身后 留 下 了 五 大 的 于 
第 焉 稿 ， 并 有 日 期 可 以 回 漳 其 现金 的 恬 展 次 序 。 站 一 种 标明 1675 年 的 手稿 
星 最 时 见 到 」 这 个 记号 , 菜 上 尼 兹 强 : “把 所有’ 写作 1, 把 师 有 写作 几 
即 用 了 惧 替代 守之 总 和 ? 是 去 便 的 ”( 这 时 ! 卖 示 和 线 )。 不 久 以 后 也 几 现 了 蔷 数 
的 记 和 器 Q,， 拭 建 立 了 有 关 这 些 筷 号 的 入 单 公式 。 但 蒜 上 尼 兹 后 来 才 逐 新 开 姑 
在 记号 了 下 写 dx 或 dyl 


PETER 


一 好 2 
在 1676 一 1677 年 由 牛 幅 和 莱 上 尼 兹 (经 第 三 者 介绍 ) 全 两 度 书信 往 求 。 
午 上 顿 在 肯 申 握 进 了 李 的 关于 元 的 孝 数 展 开 玉 求 稻 的 结果 。 在 寺 证 自 已 写 好 
的 论 交 时 ( 伺 平 是 指 流 粕 术 ”), 牛 横 还 闪电 入 有 了 方法 ， 不 但 可 畦 以 解 基 钱 
斌 最 天 压 小 半 题 , 疙 且 还 能 使 求 积 疾 题 变 得 容易 ; 但 五 法 水 寺 则 训 而 不 藤 。 茉 

让 尼 兹 立 部 窒 之 以 个 月 己 的 方 小 内 容 , 不 过 , 具 限 于 微分 法 。 他 生 道 : 
了 “ 驴 自 7381 (图 1241)- 与 拟人 符 标 引 BC 也 之 此 等 
于 DD 好 两 模 坐 标 4B1, 4Bsz 之 其) 与 DCz( 印 两 称 
吉 蒜 之 荐 ] 字 比 。* 引起 可 内， 并 和 作 厂 久 雹 非 训 二 


古 
求 类 举 挝 之 莽 ， 只 要 随意 令 横 举 标 之 着 候 此 相 等 。 
所 以 , 如 时 以 后 用 引 素 示 两 个 航 近 的 4 之 差 , dz 玫 
8 5 


示 琴 个 极 逝 的 2 之 若 ; 则 显然 d 玉 ) 就 是 2yay, dp) 
& DA 就 是 3ay 等 等 "。 例 如 ， 四 
a = yay 
或 着 , 如 果 略 去 徙 是 对 浓 的 数量 以 及 平方 (dy 一 一 
“ 它 有 的 棋 据 在 最 大 最 小 方法 中 已 攻 知 道 了 ,”* 国 则 有 
图 124， day oydy. 
进一步 , 荣 上 尼 兹 虱 届 了 梁 积 及 方 根 
《把 方 可 乔 作 方 蛙 ) 的 微分 公式 , 还 微分 了 
”过 复杂 的 根 式 开 且 强 届 强 : “很 答 妙 并 县 
非常 恒利 的 是 dy 及 dx 总 在 无 更 关 条 之 
外 "。 
229. 最 先 刊行 的 独 分 学 警 必 在 
4684 年 二 出 版 了 莱 『 尼 花 的 第 一 种 机 总， 
它 的 标题 很 长 “一 种 最 大 最 小 以 及 切线 
的 新 方法 , 号 浊 对 外 式 吉 无 理 量 均 通 行 无 
限 并 为 中 种 算法 的 独特 方法 ,” 国 图 125， 


中” 这 里 用 以 后 帮 应 注意 莱 卜 尼 和 习惯 于 应 符 每 广 向 乒 枢 泽 标 , 而 说 水 平方 身 联 
扒 华 标 。 . * . 
二 储 示 费 尔 必 及 中 人 对 求 最 大 骤 小 半 题 的 解法 。 
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B803){ 羔 下 尼 牙 数学 论 交 丹东 儿 数 学 科学 委 成 就 ， 第 三 管 第 一 期 ，1948; 168 一 173 , 
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一 463 一 

这 里 菜 上 尼 兹 起 先 坛 图 避 驳 元 宅 小 并 对 变数 的 " 关 "(differentia) 或 “向 
分 "(guantitas differentialis) 采取 与 上 面 所 引 他 葵 牛 顿 的 信 中 不 合 的 观 氮 。 
设 ( 图 125) YY 是 一 条 任意 的 曲 神 ，7 是 曲 镜 上 一 个 变动 点 ， 其 横 坐 奈 为 
AX=z, 伏 坐 标 为 了 = ye 节 上 尼 花 直接 了 当 以 dx 入 间 地 到 示 一 个 任意 取 
定 的 稿 绒 。 如 果 了 D 是 曲 夭 在 点 卫 的 切 艇 ， 则 后 gx 之 比 等 于 y:XD(XD 是 
次 切 距 ) 的 闭 个 篇 段 就 岂可 g。 

如 此 , 与 牛顿 不 同 , 在 他 原始 构 全 是 速度 , 罕 在 莱 上 尼 花 则 原始 概念 是 切 
入。 

然后 , 桨 『 尼 歼 概 首 了 (未 加 任何 证 明 ): “关于 常数 .和 . 莽 、 积 . 商 . 太 舌 、. 
方 根 等 的 艇 分 “计算 法 则 ”DD “如果 知道 我 称 为 笋 分 学 的 这 种 计算 法 的 ( 比 太 
犀 ) 算 法 ， 则 … 可 以 找 最 大 最 小 以 及 切 乱 ， 曾 不 必 利用 前 此 已 发 表 的 各 种 方 
法 那 举 要 试图 消除 分 式 和 无 理 式 ,…”。 至 于 所 有 这 些 的 起 明 ， 则 须 注意 dz 
dy … 可 以 看 作 各 占 六 轧 … 的 “ 瞬 关 增 量 或 成 基 " 戌 比例 。 如 此 ， 归 栋 到 底 亲 
题 仍然 是 考虑 无 穷 小 , 一 如 上 面 所 缠 答 千 眉 的 入 中 一 样 | 

菜 上 中 艾 乔 出 ， 巩 坐 标的 最 天 最 小 可 击 这 条 件 来 决定 : 切线 不 偏向 任何 
一 便 , 部 可 友 = 0 在 这 时 候 拟 坐标 “不 增 ， 也 不 焉 ， 而 处 于 静 赴 状态 ”。 修 这 
祥 来 区 别 最 天 与 最 小 : 春 曲 钱 以 西 倒 向 落 坤 还 是 萃 出 他 向 苹 袁 ， 而 这 由 4d dy 

.的 正 贷 号 来 逢 断 。 最 后 , 他 研究 了 拐点 (固然 近 里 有 久 了 明确 处 )。 
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图 126. 


在 辕 居 时 莱 下 尼 慈 用 他 的 方法 解决 了 一 条 列 丙 是 ,其 中 有 这 个 获 名 的 阁 
是, 是 十 七 亿 筷 费 尔 里 及 其 他 学 者 所 搞 过 的 ， 光 名 由 一 种 介质 中 的 点 0 天 另 


命 ” 丰 有些 情形 要 出 揭 弄 午 正 肖 号 , 因为 次 知 由 未 加 正 镶 号。 


-464_- 
尼克 | 入城 一 介质 的 "4 站 度 "h hn 及 r《 意 叉 是 光 总 在 其 中 所 受阻 为 ' ), 并 且 在 
表示 分 界 男 的 次 祝 SS 上 技 一 个 态 了 , 使 路 径 CFE 成 为 所 有 可 能 路 低 中 底 
容易 的 一 条 "也 就 是 使 
袖 二 OF htFE:r 

戌 最 小 。 按 图 上 的 记号 则 宵 

w= hiirg= hy (np—r)ite tr te 
所 或 的 开 可 由 条 件 3w==0 也 序 


RD) re 
: 9 
来 次 定 ; 这 条 件 也 可 写成 
Ps .TT .. 
Fi 一 了 7 四. 


不 难看 用, 这 式 于 就 表示 物理 学 上 一 个 熟悉 的 定律 : 入射 角 正名 及 折射 角 下 
续 点 桥 介 夸 光 学 考 庭 成 反比 例 。 菊 上 尼 获 总 竺 讼 : “部 悉 这 种 计算 法 的 人 一 
下 就 能 司 则 的 ; 但 别 的 最 有 学 问 的 大 却 必 须 缕 很 大 的 弯 子 才能 做 到 。 

230. 最 先 刊 行 的 积分 学 著作 “” 阁 1686 年 莱 小 尼 丈 发 表 了 秆 机 “ 答 一 种 
深 洲 的 几何 学 各 不 可 分 素 解 析 以 及 无 宕 "DD, 这 里 最 早 册 现 记 号 了 (这 回 窟 成 . 
小 写字 秤 3 的 样子 )。 

”首先 周到 已 罗 的 一 个 定理 。 如 果 以 妨 z 及 各 天 示 和 错 坐标 .和 抽 众 标 芒 次 
法 趾 , 出 pay= zdz (这 不 难 利 用 以 dy 及 dx 为 义 股 的 无 庆 小 "特征 ”三 角形 来 
得 册 }。“ 如 果 把 这 个 差 的 (向 分 的 ) 方 种 化 为 和 的 方 弃 , 则 有 [pay= jxax。 但 
由 在 我 的 切 钱 法 中 所 襄 过 和 的 可 以 看 出 dB ]= des 所 以 反之 也 有 者 x? = 
= rdzrt 因 为 我 们 这 里 和 垢 差 或 了 与 4 是 五 省 的 ， 正 与 寻常 袍 方 与 开 方 的 局 

形 一 样 )”。 由 此 得 jpg 一 六 2 这 就 是 巴 罗 党 理 的 酒 叉 。 

荣 直 尼 效 强 油 就 , 他 的 计算 靶 也 能 用 方程 表 出 “超越 的 ”也 朗 非 代数 的 曲 
钱 , 例如 旋 肉 线 之 类 。 我 们 来 氢 述 该 扎 记 中 相应 之 处 ， 不 过 种 充 上 茜 上 尼 慈 
淆 已 在 供 中 对 此 所 答 的 解释 。 在 图 127 27 卖 四 了 侍 个 加 及 个 拱 旋 办 线 ; 误 昌 的 
半径 注 4 而 A4B=zx, BE=+ BOC= Ys AE = dy UD=dr DL=dv。 于 是 ， 按 一 
个 熟悉 的 几何 定理 有 = V275 一 x3 如 时 


中 霄 两 * 菜 小 尼克 数学 萄 交 摘 孙 "” 175 一 177 页 。 
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车 137. 


3 do GL (dr (dn = 


du 


a { 太守 
7 7 x VV drm 
师 然 ， 大 产生 入 的 有 EO=g 而 针 4 寺田 其 


YM Dr + {es 
“入 二 各 完 全 密 肝 拟人 入 标 儿 与 横 上 坐标 工 何 的 关系 ， 疗 且 由 此 可 以 推出 旋 鸭 缕 
的 一 切 性 美光 例如 , 人 带 助 微分 法 不 糙 由 此 推 冉 旋 输 线 的 切 炒 或 法 重 的 热 悉 作 
”法 )。 各 此 ; 积分 法 对 于 荣 上 尼 北 成 为 一 种 作 鲁 赵 直 面 数 的 工具 , 这 种 酷 效 如 
果 不 用 积分 法 仙 就 号 不 出 来 也 不 能 加 以 研究 子 。 

在 村 记 末 昆 区 上 尼 兹 作 了 一 个 要 的 警告, 萄 不 可 在 访 号 上 下 和 忽 咯 浅 以 
dx 因为 沙 样 糙 阻 器 由 一 个 图 形变 卉 海 另 一 图 形 的 道路 。 旺 航 , 这 里 指 的 是 
能 僻 一 种 来 积 化 为 男 一 种 水 各 的 变数 谈 换 法 而 这 第 起 来 , 确实 因为 有 dx 而 
简化 。 一 

和 如此, 财 于 莱 政 尼 浆 ,积分 计算 法 望 的 基本 知人 鳄 是 " 实 有 ”元 穷人 小 措 形 gd 
之 和 (这 盆 后 来 依照 其 弩 里 兄弟 的 粮 样 称 为 积分 }; 而 咎 怖 则 以 原画 台 概 念 作 
基础 , 这 是 我 们 人 将 到 的 。 对 于 应 用 而 壳 菜 上 屁 的 观点 比较 方 僵 ， 员 当 积 
分 的 计算 本 身 他 也 归 精 党 求 原 醒 数 。 

231. 莱 卜 忆 答 的 其 他 党 作 ， 学 派 的 建立 荣 下 慑 效 几 十 第 针 净 和 笔 缉 
以 及 他 与 当时 杰出 数学 家 的 通 二 内 容 是 非常 丰富 多 采 的 。 首 先 包 含 车 候 所 
建立 的 计算 法 的 进一步 发 玫 。 关 于 这 类 到 是 育 些 我 们 在 本 书 前 几 章 里 已 框 
峰 到 对 : 每 推 数 式 的 向 分 法 [85 段 (5)]) 切 稳 的 高 阶 微分 公式 [98 绎 1, 有 理 分 
区 的 分 解 为 简 分 式 以 便于 积分 [166 段 ]。 荣 上 员 楷 的 其 他 作品 有 的 是 关于 


一 下 rr 下。 -TU rep PPT rT 
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本 数 按 无 和 努 发 数 的 展开 ， 有 的 则 帮 科 解析 的 来 高 梁 范围 [我 困 将 在 本 书 第 二 
餐 财 到 ]。 除 去 作出 刚 析 的 工具 以 外 , 张 * 尼 冀 还 从 事 于 其 应用 方面 , 竺 出 是 
在 “ 徽 分 斤 何 "里 的 请 用 。 民 常常 对 同时 绕 的 大 提出 种 种 放 用 并 题 , 并 后 他 也 
解决 吕 人 所 既 册 的 天 题 。 

特别 有 重要 意义 的 事情 是 , 国 柳 荣 F 尼 北 出 现 了 一 个 学 派 ， 其 主要 代 类 
有 牙 符 、 内 努 里 iJokob. Bernoulli 1654 一 1705) 和 和 狗 输 * 具 努 果 (Johann Ber- 
nonlli 1667 一 1748) 这 两 兄弟 以 及 基 构 姆 - 弗 朗 素 阿 .德语 必 达 (Ghuilleume 


Frangis de THospital 1661 一 1704) 该 位 第 一 吏 微 分 学 发 本 的 作者 。 学 沽 、 


的 形成 促进 了 当下 尼 兹 的 科学 热情 ， 他 笔下 源源 产生 作品 及 积极 的 科 学 通 
司 。 
研究 ( 难 色 到 F 尼 楷 的 记号 我 全 基 林 上 至 今 仍 消 用 ! )。 活 家 的 记号 无 疑 地 便 
利 了 他 一 开头 就 想 各 落 的 算法 的 建立 。 这 种 算法 浙 渐 成 了 公共 和 的 肘 窜 。 

232. 菜 上 尼 花 的 货 葵 问题 联 。 在 这 方面 莱 卜 尼 慈 径 房 到 很 严重 的 困难 
并 且 和 次 身 未 傍 止 寻求 其 计算 法 的 根据 的 途 笃 。 

“ 沁 有 ?无 田 小 不 但 成 为 微 牙 学 的 革 碰 , 同 厦 也 成 了 向 分 学 的 其 袖 。 对 玉 
币 分 学 匠 下 尼 慈 [2] 还 拭 图 将 无 姑 小 益 代 之 以 与 其 成 比例 的 有 限 小 量 ; 和 


无 纹 : 政 (不 可 天 明 的 ”) 穆 征 三 角形 一 道 他 同时 也 满 宕 子 与 它 相似 的 (“可 胡 


明和 的 ”) 有 限 三 角形 。 但 扒 闻 其 公式 时 他 仍 不 能 澡 开 无 和 旁 小 及 利用 忽略 高 院 


在 答复 对 新 计算 法 的 批评 攻击 中 ， 莱 上 尼 兹 提出 以 “元 比 小 ” 数量 代 巷 


“无 族 小 ”数量 ， 徽 竺 对 地 球 而 可 或 地 球 对 天 空 而 证 就 是 这 样 的 量 。 此 外 , 共 
F 所 夫 在 他 的 共 他 发 萌 蛙 便 强 再 说 ， 他 先 全 没有 把 元 穷 小 量 迎 解 为 " 圭 实 上 
很 小 的 而 总 是 确定 的 常数 ” 这 种 量 应 鼓 只 是 序 分 地 小 而 使 让 蓉 小 于 任何 指 
定 的 数 。 在 此 , 如 果 乐 意 的 话 , 可 以 在 出 接近 于 “ 湛 在 " 泡 田 小 观点 的 星 示 。 
本 上 尼 北 甚至 计 为 这 情形 的 可 能 出 用 是， 把 泡 究 小 看 作 “ 处 构 的 ”或 “更 
想 的 "概念 , 只 出 来 以 便于 发 现 井 简化 渝 距 ， 就 好 象 寻 常 解析 中 的 志和 要 一 样 。 
.最 后 , 个 还 拟定 了 一 类 观 仗 ， 试 图 尺 叶 来 芥 址 他 的 推荐 的 合 潜 性 一 这 就 是 


虱 的 “一 炉 性 原理 ”上 与 极限 过 程 有 些 连 和 。 但 莱 下 尼 获 想 答 自己 的 计算 法 技 . 


到 根据 的 一 切 闭 试 , 似乎 对 他 自 己 也 不 是 元 全 有 就 服 力 的 。 生 上 尼 杷 在 一 种 


人 国泰 图 “ 莱 卜 尼 歼 数学 匾 文 摘 示 ?187 一 196 页。 


一 直人 一 
伴 稿 里 全 提出 这 样 的 亲 题 : 无 穷 小 是 不 是 损 的 存放 ?它们 有 波 有 严格 的 模 
据 ? 莱 F 尼 纸 声称 : “我 恨 这 可 能 仍 是 疑问 
另 一 直面 ， 在 他 一 篇 委 尖 性 的 论 六 里 伯 这 样 襄 过 ; “对 于 此 就 图 大 明 -- 
切 ; 其 至 违 攻 初 的 原则 记 想 加 其 芒 明 的 人 全 的 努力 ， 我 粒 以 很 高 的 评价 而 且 
我 自已 也 常常 参与 其 事 。 但 是 我 不 条 成 因 寺 分 的 灿 客 而 阻碍 了 创造 的 技巧 
或 者 在 这 借口 之 下 独 弃 巩 好 的 创 宝 而 以 邮 币 夺 其 果实 -…”。 如 是 ， 莱 卜 尼 兹 
其 至 在 对 所 建立 的 计算 法 举 出 模 据 的 可 能 性 没有 把 所 时 , 仍旧 天 为 它 所 导 至 
的 那些 结果 可 以 证 活 它 的 运用 是 合理 的 。 
密 博 的 这 种 捕 吏 ， 甩 克 思 在 F 面 这 儿 负 针对 屠 时 代数 学 家 所 襄 的 医 里 ， 
喇 述 得 再 好 不 过 了 : “他们 自己 相信 新 发 现 的 计算 深 的 部 秘 性 , 这 各 新 发 现 的 
计算 法 用 从 数学 上 小 来 肯 宠 是 不 正确 的 方法 得 用 了 正确 的 (而 且 在 儿 何 学 的 
运用 上 详 骂 简直 是 惊 和 的 ) 赤 时 。 这 样 , 他 们 自己 跑车 往 了 自己 , 此 至 把 这 种 


新 的 发 更 本 为 于 宝 。… 


233， 糊 尾 喇 i 一 百 多 年 数学 分 析 获 得 进一步 的 繁荣 ， 它 的 方法 改 
善 了 , 应 用 范围 显著 推广 了 。 但 是 它 仍然 保 排 相当 释 度 的 “种 秘 性 ” 它 的 基 
确 萎 次 受到 批 币 而 还 是 不 明确 。 

因 然 ,上 七 世 杞 数学 家 仅仅 草创 的 极 隐 构 念 后 来 是 明确 化 了 。 著 名 彼得 
堡 院士 麻 那 特 ， 欧 抗 (Leonard Euler 1707 一 1783) 在 由 的 “微分 学 "(1755) 序 
峭 里 很 清楚 地 吏 到 两 个 变数 增 基 越 来 越 小 时 其 比 所 越 来 越 势 近 的 极限 。 关 
于 这 一 点 我 门 在 26 段 里 已 沟 闵 过 , 但 那里 便 强 寺 指 上 用, 在 欧 垃 自己 的 论 妇 里“ 
极限 概念 二 一 式 都 来 用 到 。 凑 不 多 同一 时 候 法 国 数 学 宗 委 哲学 家 沙 因 ，, 勒 
隆 " 法 归 具 尔 (Jean le Rond ofAlemhert 1717 一 1783) 在 著名 的 "百科 至 书 
中 他 所 写 的 华 目 里 也 答 册 了 极 陋 概念 的 一 般 定义 , 并 且 他 深信: “极限 理 痢 就 
是 全 分 学 站 放下 形而上学 的 基 而 "。 在 十 人 革 各 末 委 罗 基站 学 家 委 力 学 家 

- 打 喜 利 亚 主 维 奇 、 古里 叶 夫 院士 {Cexuen LNerpANOBHT 工 了 DB5EB， 4764— 
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怠 卡 永 * 有 马 爷 局 cManexaraqeckme 了 了 KOIIECGHCLIIOT SERNMOHEN MaPEKOH9Ma， 
1 1933), (数学 手稿 六 在 囊 区 思 主 交 旗 季 下 } 65 页。 
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234. 若 本 概 高 ” 设 答 了 一 个 丈 穷 数 ( 序 ) 列 
Hy oy Hy mr (1) 
由 这 些 数 所 租 成 的 记号 
Es "Wn 全 "nn - {2) 


呼 做 一 个 无 穷 报 数 ( 或 简称 粮 数 )， 而 (1) 中 各 数 则 称 为 航 数 之 项 。 
(2 也 党 常 利用 总 和 号 写成 这 样 : 
Sa,; [2a) 


这 里 序号 % 历 取 1 淮 吕 一 切 整 数值 了 。 
我 国 来 把 级 数 的 项 逐一 相机 而 粗 成 这 些 和 (和 的 个 数 无 穷 ]: 
由 一 二 As = dt th ee (3) 
十 
ee 这 个 部 分 和 序列 (4,} 我 们 将 
与 级 数 (2) 产 列 : 本 号 (2) 的 作用 也 就 在 表明 该 序列 的 产生 。 
航 数 (2 的 部 分 和 4 在 ”一 co 时 的 有 限 或 无 限 极限 
A=lim A, 


就 咱 做 诸 航 数 之 和 而 写成 


有 = 十 We 十 "二 ay 十 :二 > dans 


nl 
如 比 使 沁 写 (2) 或 (23) 具有 了 数 的 意义。 如 果 一 个 级 数 具 有 有 限 


由 但 霓 数 项 的 下 株 , 折 可 不 出 上 开始 ， 丙 由 属 或 任何 大 于 1 工 的 自 热 获 开 始 有 队 
更 为 方 钙 。 


ew 


的 和 |， 风 称 其 为 收 然 极 数 ， 反之 ( 即 和 等 于 土 o 或 根本 没有 和 时 )， 
则 称 其 为 发 散 蔽 数 。 
如此， 故 数 (2) 的 收 禾 性 问题 按 定 义 就 等 价 于 序列 (3 的 有 限 
极限 存在 问题 。 反 之 , 任意 到 一 个 序列 
Cis To Fay ts ns 
则 其 有 限 航 中 存在 圈 题 可 已 化 为 
0 十 【oa 一 2 十 (ys 一 0 十 十 (一 的 -十 (4) 
这 样 一 个 打数 的 收 襄 性 间 题 , 宅 的 部 分 和 恰好 就 是 该 序列 之 项 ,此 
时 般 数 之 和 与 序列 之 极限 合 而 为 一 。 

换 句 话 琢 ， 无 穷 般 数 及 共和 的 研究 就 是 序列 及 其 极限 的 玉 窒 
的 一 种 新 的 形式 。 但 这 种 形式 , 攻 者 可 以 从 以 后 的 依 述 中 看 出 , 无 
葵 在 确定 极限 的 存在 还 是 在 计算 极限 时 都 下 更 难以 估 计 的 优点 。 
因 星 无 抛 报 数 在 数学 分 析 及 其 应 用 中 成 为 一 种 重要 的 研究 工具 。 

例 1) 无 旁 艇 数 匆 一 个 极 简 单 的 例子 萎 是 ( 访 者 所 襄 炙 的 ) 儿 何 级 狗 : 

oF og og t+" tag lt" 
它 的 部 分 和 tg 活 半 时 ) 是 


如 果 几 何 家 烤 的 公 比 和 的 稻 对 值 小 于 1, 央 [ 郑 我 们 所 知 , 30 段 6)]s 有 有 限 
极 阳 


即 鼓 磋 数 收 敏 而 8 是 它 的 和 。 
在 要 | 关 { 时 读 儿 何 牧 数 痊 我 们 一 个 发 散 极 数 的 例子 。 如 果 gz 则 其 
和 将 成 十 o 或 一 oo (看 & 的 正 负 号 而 定 1 在 其 他 情形 则 和 棋 本 不 有 在 。 汽 
们 指 于 一 个 有 却 的 枚 汶 , 它 在 se=I，4= 一 1 时 得 出 : 
和 一 1 十 I 一 了 十 … 三 1 十 ( 一 十 1 十 《一 1) 十 … 中 


中 ”如 果 浙 数 某 项 为 贞 数 :a= 一 3 之 四, 则 将 … 十 (一 的 十 … 滞 成.… 一 了 十 …。 
但 要 注意 , 在 此 肖 数 牙 项 博 为 -8 而 不 是 5。 


共 部 分 和 交错 着 符 于 1 或 0。 
2) 不 难 硝 定 般 数 


1 1 1 1 
FIIs tt 


是 发 获 的 , 事实 上 , 般 数 多 项 虽 遂 磊 而 其 第 个 郁 分 和 


1 一 
1 二 +- 污 + TV 


则 更 # 而 境 至 无 只。 
3) 服 后 , 我 们 给 出 一 个 俯 得 一 皇 的 例子 它 四 亚 小 
yn=1 十 齐 十 车 十 : -二 二 


得 田 , 我 们 在 4 娄 段 已 烃 招 出 这 个 变数 临 也 赵 越 狐 e。 世 就 是 误 ，s 是 下 夯 隐 
半生 数 必 和 ; 


1 ,1 


e=1 十 于 + 而 十 … 十 二 1+ 1 


于 


回忆 得 段 所 讨 e 的 近代 计算 , 从 还 个 辣子 , 广 者 可 以 看 出 静 粮 导入 越 来 
玖 小 的 校正 数 的 好 处 ,这 种 好 外 就 在 于 这 些 榨 正 数 是 把 用 部 分 和 数 的 形式 卖 
示 出 的 :的 近似 值 来 尝 步 地 加 以 改 进 。 


235， 简 单 定理 ”如 果 在 报 数 (2) 里 合 去 前 加 项 则 得 一 航 数 : 


闪 束 + 十 认 mw49 下 于 站 4 二 "二 > ny (5) 


直 一 囊 十 1 


称 为 末 数 (2) 更 顶 后 的 余 项 。 
1*， 如 果 狼 数 (9) 收 伍 , 则 其 任何 余 页 (5) 也 收敛; 反之 , 由 多 
项 (35) 的 收 禾 也 可 推出 原 般 数 C3) 的 收 项 。 
我 全 固定 六 天 以 4 表示 级 数 (5 的 第 天 部 分 和 : 
= 二 mi 二 十 
于 是 盟 然 有 
A = Ants — Amn. (6) 


一 4 一 
如 乐 般 数 (2 胶 化 页 4 一 4， 虽 在 下 无 限 增 大 时 对 和 4 也 存在 有 
一 个 有 了 中 极 限 


本 一 4 一 《7 了 7) 
这 就 吉 示 损 数 (5) 是 收 雍 的 。 
反之 ， 如 果 和 葵 出 了 上 级 数 (5) 是 收 总 的 而 4 一 4'"， 则 全 = 一 
一 名 全 玉 时 ) 而 改写 竺 式 (6) 为 : 
由 一 呈 十 4 
由 此 可 以 看 出 , 在 % 无 限 增 大 时 , 部 分 和 4。 有 和 宜 限 
4 一 4 十 才 ， (8) 


即 般 数 (2) 政 钱 。 
换 旬 话说 ， 在 一 个 般 数 的 开头 会 弈 共有 限 多 项 或 添补 一 些 新 
藉 , 都 不 会 影响 续航 数 的 性 质 ( 指 其 收 伊 性 或 发 散 性 而 言 )。 
如 果 稻 数 (5) 收 敏 的 话 ; 我 们 将 其 和 的 就 号 4 改 有 co 来 麦 示 ， 
如 此 可 以 在 记号 上 上 表 混 上 出 余 项 是 由 哪 一 项 以 后 所 取 的 。 于 是 公式 
(8) 和 (了) 可 改写 如 下 : 
4= A tan Gm= A An C9) 
如 果 ? 增 至 无 劣 ; 旭 4% 一 4 而 oa 一 0。 如 此 : 
2*， 车 级 歌 (2) 履 旬 , 划 其 第 mn 项 后 余 项 之 和 oa 随 训 的 增 大 
而 元 于 0。 
我 们 提 一 所 收 伍 级 数 的 一 些 简 单 性 项 : 
”如 基 收 敌 级 数 千 项 磁 欠 同一 全 区 “， 则 级 数 仍 保持 共 收 
你 玛 , 而 其 和 则 乘 以 ce。 
事实 上 , 级 数 
Coit cmyt "ean" 
的 部 分 和 4, 显然 等 
An =cart emst em =e (mt at an) = 0A, 
而 有 极限 c4。 


4， 园 个 收 乱 报 数 
=n 
运 
B=b+ 5 二-… 二 bat 
可 琵 硕 邱 行 加 或 减 , 所 得 琢 数 
(mb (Cast by) + 二 (wr 二 bn) + 
也 收 化 ,而 其 和 各 等 于 A+B。 
如 果 4 机 及 Co 表示 上 述 各 胡 数 之 部 分 和 , 则 显然 有 
人 一 (gl 一 8) + (wb) 十 … 十 (on 十 各) 一 
一 《Gai 十 本 十 :十 ga) 士 [机 十 机 十 ,十 再 = 十 责 ， 
取 极 限 得 
limt = lim A; + lim By 
这 联 证 天 了 我 合 的 断言。 
最 后 , 我 们 注音 : 
5"， 收 钱 航 数 的 公 项 mn 放 郑 于 0。 
这 可 以 用 很 初等 的 方法 来 证 朋 : 谣 然 4 有 (因而 二 -1 由 有 ) 有 
限 极 限 4, 则 
Gn = A 
上 下 命题 包 售 了 般 数 收 钱 的 必要 条 件 , 售后 常常 要 用 到 它 。 这 
人 人 人 所 别 笑 数 必定 发 散 。 但 是 雪 注 辣 ， 这 条 件 对 于 报 数 


FF 


就 是 一 个 例子 [这 是 234 段 3) 讨论 过 的 ]; 化 首 以 后 还 可 找到 许多 
这 类 例子 。 


2， 正 项 级 数 的 收 禾 性 


236， 正 项 级 数 收 剖 性 条 人 忻 ”现在 我 们 来 解决 如 何 御 定 释 数 
收 鳄 或 发 散 的 更 题 ,对 于 非 色 项 的 报 数 这 个 辣 题 最 容易 解决 ; 沟 简 
单 起 见 这 种 般 数 我 们 将 简称 为 正 项 灯 数 。 

屋 

于 ca 《各 ) 
是 一 个 正 项 贰 数 , 印 un 关 0( 一 1 2 3, …). 于 是 显然 有 
.44 一 4 十 cr 天 由 
也 就 是 设 , A 是 兄 的 上升 画 数 。 鱼 忆 一 下 单 讽 两 数 的 极限 定理 
[4 路 ], 我 们 江 朗 得 出 下 剂 关于 正 贰 报 数 的 基本 定理 : 

定理 。 正 项 李 数 (A) 必 有 和 ; 此 和 在 其 部 分 和 有 上 界 时 是 有 
限 的 (因此 该 逆 数 也 就 收 伊 ); 在 相 友 的 情形 旭 荡 各 是 无 限 的 (从 条 
规 数 发 散 )。 

正 项 般 数 的 所 有 洋 用 的 妆 族 和 发 散 检 验 法 归根 到 底 李 都 建立 
在 这 个 将 单 定 理 上 。 但 只 在 很 少 的 情形 下 能 站 接应 用 它 来 刊 断 地 
数 的 性 质 。 我 们 来 带 几 个 这 种 例子 。 


1》 斌 堆 级 激 : 
二 全 1 十 于 十 二 十 必 十 于 十 … 
它 就 是 所 襄 庙 和 报 数 由 
显 热 我 们 有 不 等 式 ; 


| 


1 1 i 1 1 : 
nasil Tmo ”0 
如 果 将 读 关 和 锋 数 由 弟 二 项 起 依次 分 段 ,每 版 村 欢 为 3.4.9.… 项 : 
1 I 1 i ,1 工 二 i 站 
可 十 可; ri Fr' 十 无 : 3 
De Me ee 
2 2 03 


1 1 
Dt 


二 


则 千 段 之 和 部 将 大 于 部: 玉 具 要 在 (1) 中 依次 分 w=2, 遇 8, 2 … 就 可 
明白 。 我 们 以 五 , 表示 和 洞 和 地 数 的 第 # 个 部 分 和 ; 于 是 显然 


1 
Hk 可。 


可 昂 部 分 和 无 上 界 , 故 号 级 数 有 无限 和 。 
我 们 计 在 此 提 一 下 ， 五 。 随 着 # 的 雯 大 而 非常 迟 绥 地 境 大 。 例如 飓 拉 会 算 
过 ， 
Hiow =7.48 i00000 = 14.39., 等 锋 。 
以 后 我 们 还 有 机 会 对 和 HH, 的 夫 长 情 坟 你 更 精确 的 撞 迹 [238 段 , 4)]。 
2) 更 在 我 们 业 团 更 一 般 的 烤 数 
本 -1+ 直 + 二 京 十 … 十 志士， 
al 
这 里 * 是 任意 的 实数 ; 它 包 含 前 一 航 数 为 其 特例 (6s = 工时 )。 
由 于 它 与 栅 数 上 ?和 相 雪 ， 改 也 称 为 狂 和 般 数 。 
毅然 在 ?< 工时 访 役 数 征 项 都 大 于 肯 数 (1) 的 相应 项 , 则 在 这 情形 部 分 和 
也 当然 注 有 上 时 , 所 以 该 般 数 发 散 。 
班 在 我 们 求 看 *> 工 的 情形 ; 为 便利 起 时 全 sm=1+e， 而 o>0。 右 (1) 相 
位 , 我 网 这 回 有 
让 (2) 
记 如 前 例 将 航 数 各 项 依次 分 段 : 


iti LT YLTL 1 
Dt 十 茧 二 床 十 7 这 15 


4,.. 
| 
pt 
由 (2) 不 难 角 有 明 , 这 些 和 各 小 于 二 列 儿 何 胡 装 的 相应 项 ; 
1 1 1 工 _ I 1 一 1 中 浊 中 
2 dr Br Be Br ? TOI) DR 
. 在 这 情形 显然 ,无 请 取 贰 炎 数 的 晓 一 个 部 分 和 , 它 总 小 于 常数 
1 
1i1— 


1 
. 2° 
所 以 谤 般 数 收 井 。 

237， 闫 数 比 较 定 理 ” 正 项 报 数 的 收 僻 性 或 发 散 性 常常 可 以 
跟 另 一 个 已 知 收 化 或 发 散 的 级 数 的 对 比 来 确定 。 这 种 比较 法 及 下 
再 简单 定理 为 基 珊 。 

定理 1. 带 给 了 了 现 个 正 项 般 数 


Sg (A) 


莫 呈 1 


及 


Dn btbst: 二 By 十 (B) 


性 呈 ] 


如 果 由 某 项 超 ( 比 方 谣 对 %>N) 不 等 式 o 习 也 成 立 , 则 由 服 数 《B)》 
的 收 伍 性 可 推出 邦 数 (A) 的 收 化 性 , 或 者 这 是 同一 加 案 一 由 报 数 
CA) 的 发 散 性 可 推出 报 数 《B) 的 发 其 性 。 

证 明 ”因为 含 痉 级 数 的 开头 有 限 多 项 并 不 影响 级 数 性 质 [235 
户 1°], 我 们 不 乱 崔 为 对 % 二 1,3, 3 … 的 一 切 值 , 恒 有 gs 志 Bb 而 不 
减弱 问题 的 一 般 性 。 设 4 及 已， 各 小 示 般 数 ( 和 人) 及 (B) 的 部 分 和 ， 
如 此 有 


= 
设 般 数 (B) 收 第 ;于 是 按 236 段 的 基本 定理 知道 和 和 数 忆 ,有 男 : 


Bn 叶 L(L 为 常数 ;%*= 二 1, 2 8 
由 前 一 不 等 式 更 不 成 浊 是 有 
A 所， 
而 这 拷 同 一 定理 就 趴 示 般 数 (A) 是 收 项 的 。 
有 时 在 实践 上 上 比较 方便 的 是 下 面 这 个 定理， 它 是 由 前 一 定型 
导出 的 : 
定理 2. 和 如果 极限 
iim P= KO {0 EE), 


春 在 , 则 在 久 忆 时 由 般 数 (B) 的 收敛 性 可 扒 知 级 数 (A) 的 收 全 性 ， 
而 在 >0 烤 由 级 数 〔B) 的 发 散 性 可 扒 知 级 数 《A) 的 发 散 性 [如 
此 ,在 0 二 五 之 co 时 两 极 数 回 时 胸 刻 或 同时 发 散 ]。 
证 明 ” 裔 报 数 (B) 收 化 而 刀 一 <. 取 一 任意 的 数 6 一 0, 按 极限 
的 定 多 ,对 充分 大 的 于 我 何 将 有 
<K+s, 由 此 有 an 过 (KK 十 8) bn. 


由 235 段 9" 知道 , 饶 然 钥 数 (B) 收 化, 则 逐 项 滋 以 下 十 s 所 得 出 的 
级 数 三 (下 十 8)5s 也 就 收 艇 。 由 此 按 前 一 定理 扒 知 级 数 (A) 收 做 ， 
如 果 贫 数 (B) 发 散 并 且 天 >>0， 则 在 这 情形 反比 之 有 有 限 极 
限 ; 般 数 (A) 应 该 发 散 , 因为 , 悄 鞠 它 收 铸 , 划 按 出 吉 所 证 , 毅 数 (了 ) 
也 就 车 收 各 了 。 
最 后 , 我 们 还 讲 一 个 比较 定理 , 它 也 是 第 一 个 定理 的 推 藉 。 
定理 3. 如果 由 般 数 某 项 起 (比方 襄 对 于 n> 和 六) 不等式 


onl Di @ 
[a ~ Pn ' (3) 


@ “我们 在 此 盆 点 本 二 0 和 
加” 在 此 an 及 bs 当然 假 陪 都 异 于 1 


一 协 一 
这 是 同一 0 
让 明 ”如 上 硬 明 定理 1 时 一 样 ， 可 责 为 不 等 式 (8) 对 n=1， 
3,… 的 一 切 值 都 成 立 而 不 致 减 世 尚 是 的 一 般 性 。 在 这 情形 我 们 


和 cs bs os [4 i bn 


Bi a bo” oan ba 
起 这 些 不 等 式 两 边 才 条 起 来 得 
< 了 或 on n=1, 2,3, .7), 


设 般 数 (B) 收 襄 ; 则 到 项 乘 点 因数 血 (所 得 的 般 数 卫 让 局 也 收 做 。 


而 此 时 颖 数 (A) 按 定理 1 也 就 疏 圾 了， 这 就 是 所 求证 的 。 

强 在 我 们 举 几 个 唐 搂 应 用 比较 定理 来 确定 级 数 收 伍 性 或 发 散 
性 的 例子 。 

238， 例 D> 让 收 儿 ， 因为 


光志 n! I 
[ETS Ta pT 


《定理 切 。 
2) 与 调和 极 数 .236 句 ] 比 较 可 以 决定 许多 杂 数 是 否 收 铬 , 按 
定期 1 工 : 
(8) 本 二 -一 收 诚 ， 一 1 
Vn 十 工 ) RO 
(6) 马 0s 4Y> 四 发 散 ， 对 充分 大 的 《Inn)?<m 


(3) bm TI 收 襄 : 对 充分 天 的 和 -二 一 一 二 二 Cn Ts 一 二 二 


史 


3) 接 定 理 9; 


in gin. 
rin) 眉 获 : sin 0 


和 | 


同样 , 下 画 两 个 圾 数 盐 这 藤 : 


Mr 


Ca 


Dt) >D, TYE-D o>D); 


Te 


0) >( 一 eos 也 ) 收 航 @ 一 eos ) : 一 


= 


由 量 后 , 我 们 来 看 释 数 : 
hh 1 ! 1 
> (i 一 ina 


起 =1 


用 微分 学 方法 不 难 建立 不 等 式 : 
In(l Tx) < (C4F0, — 1<wo0). 
和 用 它 我 们 可 写 ; 
In 2 = in(1 + 十 )< 革 ， 
同时 1 
1 十 1 Bn 1 1 
In 一 in = mt 1) 并 
所 域 
1_na+tl-T_ 1. 1 -1l 
0 一 六 hn 7% 十 1 nt) ne 


如 此 , 襄 航 数 是 正 项 级 数 并 且 各 项 均 小 于 收敛 般 数 了 二 [236 
n= 


眉 ] 的 相应 项 , 所 以 宅 是 站 化 的 。 
”如 有 果 以 己 吉 示 其 和 ， 央 部 分 和 
3) -mn 


此 == 卫 


1 
《 互 : 也 好 惯例 类 示 届 和 级 数 的 部 分 和 )。 这 里 In{% 一 了 了) 用 In% 代 
补 ， 因 为 它们 的 着 In(1+ 证 ) 移 于 0。 最 后 ; 以 y 下 东 一 个 无 宪 
小 , 我 们 就 有 值得 注意 的 关于 Hi 的 公式 ; 
五 :一 Ing 十 石 十 了 { 4 
由 此 可 看 田 ， 在 n 无 限 增 大 时 裔 和 舱 数 的 部 分 和 五, 随 nw 而 省 
长 。 
公式 (4) 中 的 常数 局 时 做 欧 近 常数 。 它 的 数 情 (由 别 的 办 法 算 
出 ) 如 下 : 
CG=0.B57791LB::+ 
239， 哥 西 检验 法 及 达 基 贝尔 检验 法 “将 所 和 给 航 数 
三 一 帮 下 帮 二 二 tA) 


如 亚 工 


号 各 种 已 知 收 伊 或 发 散 的 标准 报 数 相 比 较 ， 这 类 “比较 检 膨 法 "也 
能 以 另 一 种 可 以 毫 是 更 有 系 绞 的 方式 来 进行 如 下 。 

为 了 作 上 比较 ， 我 们 一 方面 选取 收 敏 几何 级 数 

2 = 0 1), 
另 一 方 选 取 发 散 般 数 
B=1+1+:+1+ 

作为 标准 般 数 (B)。 

把 受 检 职 的 般 数 (A) 按 定理 1 的 程序 写 上 述 两 个 般 数 作 丝 
较 , 妍 可 导 双 下面 的 检 肛 法 : 

到 西 检验 法 我 们 输家 数 (A) 作 一 个 式 于 

is 一 以 而. 
如 果 在 % 充分 大 时 不 等 式 
CEng 


Mr a 


一 十 衬 一 
有 
1， 
则 获 级 数 发 散 。 


事实 上 ,不 等 式 A/an<9 或 qr 1 备 等 价 于 9 或 > 
>]; 简 下 只 要 应 用 定理 1 就行 了 D。 

但 是 ， 这 个 检 战 法 也 常常 以 另 一 种 极限 的 形式 来 应 用 : 

我 们 假 蒂 ,一 式 有 极限 (有 限 误 万 限 ) 
于 是 在 名 < 工时 著 极 数 收 雹 , 抽 儿 > 1 时 该 级 数 必 必 。 

如 果 宕 天 1 虽 我 们 取 一 正 数 8 小 于 了 一 和 ,如 此 也 就 有 容 十 
十 8 必 1。 按 极限 定义 ,对 n> 将 有 

一 8 之 和 十 8. 

名 8 一 数 即 起 上 进 公 式 中 4 的 作用 , 故 恋 般 数 由 就 。 

吉 果 党 记 1 而 有 限 , 旭 取 8 一 外 一 1; 徊 直 铬 一 8 二 1 对 充分 大 
的 % 值 这 回 将 有 名。, 记 1， 故 该 狗 数 发 散 。 在 着 = 二 号 时 也 有 类 杞 
的 结果 。 

在 名 一 1 的 情形 这 个 检验 污 不 能 负电 级 才 收 黎 与 可 。 

如 果 毅 数 (A) E 与 上 述 标 准 节 数 按 定理 3 作 上 比 局 ， 则 导 到 这 样 
一 种 检 腑 法 ; 

达 朗 具 尔 护 瞪 法 ”对 籽 数 (A) 我 们 来 看 这 个 比率 : 


2 + 
Cy 
如果 丰 充分 大 时 ， 不 等 式 
Dg 


成 立 ， 末 4 是 一 个 小 于 1 的 常数 ,区 沪 航 数 收 钱 ; 如 时 由 某 项 以 后 


轩 当然 ， 瑶 数 的 发 数 性 也 可 以 直接 由 政 钱 性 的 必要 条 件 这 一 事实 [235 里 ,5?] 
不 成 立 而 特 出 。 


一 性 一 


12 了 
周 蔽 胡 数 发 散 中 。 
但 是 , 比较 方便 的 是 条 用 这 个 检验 法 的 极限 形式 : 
斌 比率 名 有 极限 (有 限 或 无 限 ): 
| lim 2 = £7. 
子 是 在 如 一 1 时 防 披 数 以 钱 , 乔 在 纪 > 1 时 获 琢 数 发 歼 。 
证 附 与 哥 亚 检 腑 法 相间 。 


附注 “我 们 对 所 说 的 抢 台 法 仍 腿 习 贷 保持 达 朗 具 尔 的 名 字 。 但 专 突 上 
法 朗 具 尔 对 艇 数 的 收 敏 性 卜 以 部 分 和 极限 作家 数 之 和 两 点 并 未 有 明白 的 现 
念 。 达 其 内 尔 引 以 为 式 的 是 ， 不 要 条 用 后 项 与 前 项 之 比 契 对 值 大 于 工 的 般 
数 , 他 认为 这 种 科 数 是 " 刍 训 ”的 。 为 了 使 孝 数 “好 而 不 锻 锅 "， 必 只 要 求 所 甬 
的 比 究 猴 于 ( 依 冰 对 值 ) 成 为 小 于 一 。 要 注意 访 们 上 面 所 要 求 的 却 与 此 不 辣 ， 
序 , 爱恋 比率 小 于 一 个 加 定 贤 分 数 9 按 现代 的 意义 法 朗 具 尔 的 条 件 对 般 数 


的 收敛 是 不 充分 的 : 例如 , 大 家 所 知道 爱 散 的 珊 和 表 数 .> 上 也 是 满足 融 条 
出 二 1 


性 交 。 
起 给 胡 法 最 初 由 哥 西 以 极限 的 形式 明确 地 陈述 山 来 着 吾 和 给 了 塌 归 。 


例 1) 届 栓 了 一 个 台数 六 (1 一 二 )】 。 对 此 自然 宜 施用 机 西 检验 法 : 
如 一 上 


如 紫 恋 般 娄 履 黎 。 
2) 应 用 法 朗 具 尔 检 葵 法 于 下 济 极 数 : 


驯 ” 这 里 发 艇 性 也 可 瘟 匀 直 收 艇 竹 几 到 过 和 件 让 成立 而 欣 出 : 嗣 看 , 如 时 Te 1 
p 时 nm 
站 orpizany 风 Gn 不 钥 相 于 0 


一 圭一 
(9) 1+ E>0) nn 和 1 FD 
这 个 般 数 不 花 2 值 如 何 都 是 收 然 的 ; 
(6) 六 [全 (pz>0 B= = 
> 5) (G+ 去) “ 


这 般 激 在 2<e 时 收藏 而 在 >>e 时 发 散 ; 在 5=e 时 则 达 朗 具 尔 榨 验 法 的 械 
哄 形式 不 能 答 内 什么 精 沦 ; 但 猎 然 (1 十 妆 】<e， 因 而 恒 有 儿 。>1, 则 此 般 
数 仍 然 发 襄 。 

3) 对 融和 和 胃 数 


六 二 -1+ 雪 + + 让 十 (Hs) 


mil 


(8s>0) 


所 就 讲 榨 腔 法 不 适用 。 率 实 上 , 在 这 清 形 @。= 一 <<1， 但 lim gw=l 因 
为 


ln 


lIng ,=—s:. 了 一 0. E121 钼 , 3)] 


司 冬 虽 央 多, = 二 1， 得 旺 热 lim ,= 1 


-1 
人 

也 是 由 副 的 看 法 [236 自我 俩 知道 ， 革 和 才 数 在 s> 工 时 收 笋 ， 而 在 
8 尘 ] 时 发 就 。 

2 和 0。， 拉 具 检 对 法 ”在 上 泪 背 检验 法 不 能 入 出 答案 的 那些 情 
形 下 , 旭 不 得 不 乐 取 较 复 全 的 检验 法 , 它们 建立 在 惟 被 怠 毅 数 与 别 
的 比 几 何 般 数 收 化 得 " 慢 或 有 发散 得 “ 慢 的 标 叭 节 数 的 对 比 上 。 

我 们 在 此 再 前 划一 种 拉 上 只 检 酶 注册 ， 写 的 实质 就 是 将 所 葵 狼 
数 ( 宇 ) 与 调和 般 数 (HJ) 作 比较 。 此 时 要 考 癌 这 样 一 个 式 子 : 


gol1 -ma) 


他 Joseptt Ludwig R Raabe riIeb1l 一 12859) 是 短 国 数学 家 。 


一 扫 一 
拉 具 检验 法 、 如 时 + 充分 大 时 ， 不 等 式 


< 
成 立 而 ” 是 一 个 大 于 1 的 常数 , 则 著 航 数 扫 效 ;如果 让 某 项 乌 后 
1 


上 该 般 数 发 散 。 
如 紫 , 设 在 吕 充 分 大 时 , 我 全 有 


(1 一 各 过 1 起 tlL<sT 了 
- 这 路 


芭 


现在 我 们 在 1 与 ?+ 之 间 取 任意 一 数 s:1<8<r。 因 为 按 一 个 已 知 
的 极限 关系 [第 65 段 3)1] 有 


下 
” 
所 以 
全 nn 十 YY 
et ) 
这 不 等 式 阳 可 号 下 
) 1 
Gnri /RY 
Tn 1 
(nC— 1)’ 


右边 我 们 有 收 铬 闻 数 ( 阳 ,) 《s 汪 11 ) 的 两 个 相 铬 项 之 比 ; 应 用 定理 
3, 就 证 除了 航 数 (&) 的 收复 性 。 
如 录 由 某 项 以 后 


一 17- 一 
铭 由 此 立 部 司 香 


n—1l1 . 
应 用 定理 3 到 闻 数 (4) 与 发 散 报 数 《H:) 上 我 们 就 得 出 籽 数 (A) 发 
散 的 转 编 。 
摘 员 检 瞪 法 也 主要 以 极限 形式 来 应 用 。 
设 弦 » 有 极限 (有 限 或 无 限 ) 
1im < 普 ，= 元 . 
于 是 在 殉 >1 时 该 级 数 收 化 , 而 在 .死生 1 时 访 级 数 发 散 。 

达 间 只 尔 检 验 法 配 拉 员 检 双 法 比较 起 来 ， 我 全 可 看 出 后 者 星 
著 强 于 前 者 。 如 果 极 限 多 二 im 多, 存在 且 异 了 于 1 则 统 s 二 nn(1 一 
一 贸 ,) 有 一 极限 统 , 在 儿 <T 时 它 等 于 二 oo 而 在 饭 >1 时 它 竺 于 
一 ce 。 如 此 ， 著 达 朗 具 尔 检验 法 能 对 -一 答 定 扔 数 收 化 与 否 亲 厂 业 
出 答案 , 则 拉 上 自 榨 脸 法 更 不 成 洋 题 能 烙 出 答案 ; 进一步 主 所 有 这 些 
情形 都 被 统 的 两 个 可 能 值 部 士 c 所 包括 子 , 如 此 ,所 有 其 他 统 值 
( 除 弦 =1 外) 一 一 省 们 也 能 栓 出 收 仇 性 间 题 的 答案 一 相应 于 达 
朗 上 贝尔 检验 法 不 能 答 出 答 染 的 那些 情形 , 因为 此 时 狗 = 1 

作为 诬 用 拉 具 检验 法 的 例子 我 俏 来 看 这 个 籼 数 : 


(2n—1)!. 1 
1+ mi 2 十 工 


达 朗 内 尔 检 骨 法 在 这 个 才 数 上 是 不 适用 的 ， 因 芒 Das 一 1 


“并且 名 三 1)。 守 是 我 们 来 居 枚 榨 具 的 式 于 : 


(Cn-D2 6a—1 
sol rn - 开 玫 下 1 


由 于 于 mlim 有 s= 卫 >]， 故 栈 般 匆 收 伍 。 
但 是 在 琉 =1 时 我 们 双 得 不 出 林 数 收 全 与 百 的 答案 了 。 在 这 


-一 1a 一 
种 情形 {很 稀少 ) 还 所 采取 更 敏 威 而 复杂 的 检 欢 法 。 

241.。 疲 克 洛 林 - 哥 西 积分 检 葵 法 ”最 后 我 个 还 米 导 出 一 种 检 
鞭 法 ， 形 式 与 所 有 以 前 各 种 都 不 同 。 

蔽 所 答 出 的 才 数 有 这 样 的 形式 : 


Sm fn)) (5) 


这 里 了 (nn) 是 某 图 数 了 x) 在 x 二 % 时 的 侍 ， 这 画 数 在 x>1 时 有 害 “ 
父 呈 ; 我 们 还 息 必 这 夯 数 基 和 连续 的 , 正 的 并 且 单 刻下 降 的 。 
我 们 来 看 fx%) 的 任何 一 个 原 图 数 : 


F() = |f (ar. 


由 和 于 它 钓 导 丙 数字 (xz) 二 了 (7)>0， 央 (zz) 随 而 增 大 ， 圭 且 在 
z 一 ce 时 一 定 有 ~- 极限 二 有 限 或 无 限 [第 各 段 ]。 按 照 这 两 种 不 
同情 形 就 建立 了 于 面 的 收 雍 和 发 散 机 哈 法 ， 各 于 17 失 年 就 已 尺 几 
何 形式 由 雪 克 洲 秋 衣 出 来 , 但 一 站 未 引信 注意 ， 到 1827 年 才 重 新 
帘 太 西 所 发 现 。 

积分 术 枝 法 起 数 (5) 在 愿 丽 数 F(x) 的 极限 工 有 限时 收 合 
在 在 工 无 限时 发 蕉 。 

显然 无 答对 赃 一 个 原 苏 数 来 说 必 是 一 样 的 ; 因为 两 个 原画 数 
之 悦 员 莽 一 个 带 数 ; 我 全 分 


Fl)= far (6) 


眠 然 亢 数 F(o) 是 单 届 的 , 则 对 mn<w<<n+1 有 
. ga 一 (二 1) 了) /AB) =0ns 
如 此 地 有 


全 序 革 加 的 初 秆 出 可 水 项 1 而 联 性 三 别 的 自然 南 tm; 于 建 团 妆 了 Lz) 斋 堆 讶 其 
在 工 zz 类 时 的 依 形 。 


一 疡 


1]9— 
| 
1 | 了 fn， 
对 于 圾 数 


3 Tree 


而 言 , 其 第 部 分 和 为 


如 十 了 


| fadr=F(%+1); 
旺 纺 ， 巡 个 角 数 收 铺 还 是 发 数 吉 轩 是 有 限 还 是 天 限 来 决定 在 


工 有 限时 , 按 “ 上 比较 定理 "1[ 第 如 7 段 ]， 只 相 小 村 的 李 数 oo, 
收 钴 ， 从 而 般 数 (5) 也 就 站 艇 ; 反之 ， 工 一 co 时 最 较 大 项 的 般 数 
> 也 邹 胡 数 (5), 自 必 发 散 无 疑 。 


网 1) 我 们 首先 下 来 看 躺 和 般 闫 ; 


(a) Dt ， (C6) Dbc>. 


计 =] 
在 情形 Ca): 
f= Fl) = ln coo (oo0 时 


故 融 航 数 发 散 。 


在 情形 (6): 
fo) = 去， FD- 人 便 = -en0 (oreo 时 )， 
而 斌 负数 收 敌 。 


和 这些 千 果 在 [236 段 ] 已 尖 知 道 , 我 何 再 补 光 一 个 新 的 : 
1 1 

2) 和 * 1nm 

这 里 


一 8 一 
故 谈 禾 数 发 家。 


积分 (8) 在 2 一 oo 村 的 极限 叫做 由 1 至 ed 的 积分 , 并 琢 为 


下 (ee) = | (Cx) dx. 


1 

如 此 , 般 数 (5) 收 钱 还 是 发 散 就 取决 于 这 个 积分 值 有 限 还 是 无 
限 。 

在 这 种 形式 之 下 ， 积 分 检验 法 可 以 有 一 种 接近 老 克 洛 林 的 观 
念 的 简单 几何 解释 。 如 果 用 曲 亲 卖 出 画 数 f(z) (图 起， 则 积 分 
F(x) 将 表示 这 曲 粮 与» 轴 及 两 磐 坐标 粮 所 国 的 面积 ; 积分 了 (eo)- 
则 在 某 神 意义 上 可 以 看 作 整 个 向 洁 但 展 的 曲 辜 下 图 形 的 面积 。 另 
一 方面 ,打数 (5) 的 项 a1y aa …，aw … 表 示 在 zx 一 卫 罗 和，… 各 
点 上 的 禹 举 标 ， 也 可 以 诅 蚌 以 1 为 底 以 所 说 各 级 坐 标 为 高 的 各 答 
形 的 面积 。 


NE 
NO Pg pie 
2 | i #1 


加 1, 


如 此 , 打数 ( 纪 ) 之 和 无 非 就 是 外 和 撼 形 面积 之 和 ， 而 与 内 短 形 之 
和 所 差 只 在 第 一 项 。 这 使 得 上 而 所 建立 的 粘 果 成 为 一 目 了 然 的 事 
情 : 如 果 曲 于 图 形 的 面积 是 有 限 的 ， 期 更 不 待 癌 ,其 所 包含 的 阶梯 
闫 图 形 面积 也 是 有 限 的 , 故 恋 般 数 妆 铬 ; 若 曲 粮 面 积 无 限 ， 则 包含 
它 的 阶梯 状 图 形 面积 邮 无 限 , 故 在 此 情形 过 航 数 发 散 。 


I 


+ { 


一 2 -一 


8 3， 尾 意 狐 数 的 收 禾 性 


2 各 ， 收 攻 性 原理 ”现在 来 讨论 各 项 有 任意 正 负 号 的 好 数 的 
收 黎 性 冰 题 。 我 们 知道 [234 段 ], 按 定 义 般 数 


Dj = +t 
刀 一 并 


的 收 竹 性 问题 就 是 部 分 和 序列 
4 (D 

约 有 限 航 限 厦 在 问 是 。 在 中 段 已 元 建立 了 序列 的 收 葡 原理 ， 条 时 
了 这 种 极限 存在 的 一 般 充 要 条 件 《 充 分 而 必要 的 条 件 )。 这 个 适用 
于 序列 (1 的 原理 现在 可 另行 陈述 如 下 ; 

要 般 数 (A) 收 仇 ， 其 必要 而 充分 的 条 件 是 要 对 全 个 实数 s>>0 
都 有 这 样 一 个 序号 六 与 之 相应 , 使 在 >> 丈 时 不 等 式 
[Asim— Asl= rnt oarst tonl < (2) 
{对 一 切 识 =1,3,33, “…) 恒 成 并 吕 。 

(这 里 w 十 m 起 现 恬 里 第 二 指标 w' 的 作用 , 它 是 与 4 独立 的 ， 
可 避 联 洲 天 于 3 而 不 城 一 般 性 ,】 

如 果 假 设 芒 叙 数 收 合 而 在 不 等 式 () 里 特别 全 m=1, 剧 得 

aa] <s (n> 时 )， 

如 此 qn+1 一 0, 王朗 an 一 0 而 化 为 235 段 5° 的 必要 条 件 。 它 本 身 
还 不 能 保证 籽 数 的 收敛 ,而 这 正 是 因为 它 远 示 用 尽 上 述 条 件 的 这 
种 涵义 : 不 但 要 圾 数 充 分 远 的 项 能 各 别 地 小 到 任何 程度 ,井上 且 还 要 
无 芥 取 多 少 个 这 种 项 之 和 也 能 小 到 任何 程度 。 对 这 情形 戎 和 起 数 


是 一 个 很 好 的 例证 在 这 者 玫 午 公 顶 ( 于 竹子 0 可 是 如 


@ 汶 个 条 件 创 大 人 波 尔 察 配 及 可 本 也 和 者 是 后 对 菏 无 准 设 数 妆 租 性 问题 答 出 这 
个 休 件 来 的 。 


oa 
果 在 这 项 后 面 再 取 % 一 1 个 项 ， 则 总 和 条 于 一 "236 段 , (DD ]。 

243， 地 对 收 剖 性 ”因为 直接 应 用 收 钱 原理 常常 会 引起 困难 ， 
邢 示 我们 能 得 来 研究 一 下 于 几 类 能 以 较 简 单方 法 解决 关 题 的 情 
形 。 

我 们 在 上 一 蔬 已 元 看 到 ， 正 顶 打 数 的 收 艇 性 大 部 分 都 不 难 确 
定 ， 因 为 有 一 对 烈 方便 的 检验 法 、 因 此 我 们 自然 想到 首先 来 考虑 
所 答 稻 数 的 收 区 性 间 题 能 化 为 正 顶 厄 数 收 伊 几 于 题 的 那些 情形 。 

如 果 一 个 报 数 的 各 项 不 至 基 焉 的, 但 由 某 处 以 后 成 为 正 的 , 则 
只 要 舍弃 该 报 数 开头 充分 多 项 [35 段 ，1° ] 就 可 化 为 正 项 表 数 的 
问题 来 研究 。 如 果 一 个 般 数 的 各 项 全 是 负 的 ， 或 至 少 由 某 处 以 后 
对 成 为 负 的 ， 风 只 要 改变 所 有 各 莫 的 符号 就 可 化 为 所 讨 嘎 过 的 情 
形 [235 谎 , 3 ]。 和 如此， 本质 上 新 饼 的 情形 就 是 于 种 正 项 与 贫 项 都 
多 至 无 穷 的 毅 数 。 


定义 ， 如 虹 狼 数 
与 各 
Dolosl adr lot tlanl +. CA") 


同时 收 做 , 则 航 数 (A ) 称 为 稻 对 收效 的 。 
于 是 我们 有 这 个 | 
多 网 妥 基 (A 由 二 全 四 
证 其 可 六 名 由 收 散 性 原理 得 出 ; 不 等 式 
|an+rt tonrs 二 二 Qnrm| < ‘nt | 十 | zs | 十 … 十 em] 
告 评 我 们 ， 如 果 收 钱 条 件 对 节 数 CA*) 成 立 ， 若 对 凶 数 (A ) 也 就 更 


0 一 
会 成 并 。 
也 可 以 这 和 样 证 胃 : 我 们 分 别 考 处 负数 (A) 的 正 项 及 甚 负 项 的 
郁 对 值 。 按 在 级 数 (A 1) 中 出 现 的 次 序 分 别 改 产 它 们 的 序号 ， 如 此 
做 出 两 个 ( 正 项 的 ) 拖 数 


bs=h tht (B), 了 ,pn 一 ci 十 ca 二 (CO)， 
=l mi 


由 好 效 (A”) 的 收 伍 性 可 排 知 这 两 个 极致 都 收效 。 事 实 上 , 这 两 个 
胡 数 的 任何 部 分 和 B; 或 0 总 是 小 于 般 数 (4”) 的 某 一 个 部 分 和 ， 
所 以 保持 小于 圳 笑 数 之 和 4A*[236 段 ]。 

如 果 现 在 取 条 数 (A) 的 都 分 和 4A5, 则 可 表 之 为 基数 的 形式 : 
An = By — Om 
这 里 记 及 水 各 才 示 和 数 A, 中 正 项 或 负 项 的 数目 , 如 此 并 及 各 与 多 
有 关 而 随 %* 一 茎 无 券 人 。 于 是 显然 存在 有 限 的 般 限 
号 = lim .y= BO, (8) 
0 之 科 ， 而 级 玫 ( A ) 的 收敛 禾 证 月 

了 。 顺 使 还 江 明 了 这 一 有 用 的 淮 实 : 在 所 作假 珊 之 下 , 所 葵 级 数 之 
和 就 等 于 单 由 正 项 所 租 成 家 数 之 税 与 草 由 外 项 宁 对 值 所 租 成 般 数 
之 和 间 的 益 数 。 

如 此 ， 是 毅 数 (A") 的 收 角 性 就 吓 使 级 数 ( 和) 站 对 政和 

下 面 将 看 到 , 可 能 有 这 梯 的 情形 : 般 数 (A ) 站 黎 ， 而 般 数 (A*) 
不 收 化 。 此 时 般 数 (A ) 称 为 非 契 对 收效 的 。 

要 确定 烽 数 (A ) 郁 对 收 化 性 ， 可 以 应 用 所 有 前 异 对 更 过 的 收 
效 狂 检验 法 于 正 项 胡 数 (A*)。 但 对 发 散 性 的 检 棱 法 却 要 小心 : 朗 
使 规 区 (4A”) 发 散 时 胡 数 (4A) 仍然 可 以 收 衣 ( 非 超 对 )。 万 可 是 哥 西 
和 过 和 朗 贞 和 尔 核 验 注 是 屋外 ， 因 为 当 它们 肯定 般 数 (A*) 发 散 时 ,就 


灾 ” 我 们 永远 指 的 基 芍 数 ( 上 7) 中 正 项 玉 黄 项 都 有 无 阴 欠 的 情形 。 


表示 角 数 (A%) 的 公 项 ja] 不 趋 于 09, 于 是 wo 也 就 不 趋 子 0, 如 此 
般 数 (A ) 岂 就 必须 发 散 。 所 以 上 述 检 孜 法 可 以 稍 加 修改 使 过 合 于 
任意 报 数 。 例 如 达 邮 喘 尔 检验 法 可 理解 如 下 : 

达 朗 具 尔 检 腊 法 ” 屋 对 此 于 2 一 上 各 二 | 存在 确定 的 极限 

BI = lim HB; 

于 是 在 02"<1 时 所 给 籽 数 (A ) 友 对 收 印 , 而 在 九 ">1 时 它 发 散 。 

例 1) 我 们 来 应 用 法 朗 员 尔 检验 涩 到 239 成 2) 里 所 许 过 的 般 数 (a) 及 
{四 上 ;但 舍 于 >0 这 个 车 件 。 我 们 得 到 ， 

(4) 该 投 数 对 一 切 ”信者 经 对 收 钙 

(0) 诚 稻 烙 在 一 ex 之 8 时 杀 对 收 名 村 有 目 在 x2=e 或 x 夺 一 s 时 发 散 (在 
vw 三 士 e 有 时 则 收 伍 的 必要 条 任 不 成 立 )。 

2) 对 寺 故 煞 


Dz- 第 和 一 - 士 思 于 .…。 


中 二]1 
我 们 有 有 ; 


sb 2* = |), 

如 此 斌 家 数 在 jz| <1 时 站 对 收敛 ， 在 |z| >1 时 发 散 。 在 == 一 1 时 训 税 数 

也 发 散 ,因为 得 到 了 各 项 部 变 为 负 号 的 调和 条 数 。 在 z= 工 时 我 们 导 焉 航 糙 
1 一 千 二 圭一 十 (一 nt! 二 十 

对 其 收 玖 性 呵 题 留待 上 面 解决 。 


244， 交 错 级 数 ”用 前 段 的 想法 , 最 多 只 能 确定 ， 和服 数 的 息 对 
收 敏 性 , 一 一 对 非 欧 对 妆 钱 胡 数 则 它们 性 然 不 能 适用 。 所 以 我 们 最 
后 来 讨 洽 一 类 特殊 的 但 双重 要 的 地 数 , 所 乡 迹 氏 圾 数 , 其 中 也 有 非 
赵 对 收 钱 的 。 

扩 请 交错 极 数 就 是 名 项 正 负 号 办 流出 现 的 般 数 。 


喇 套 园 13, 仁 家 永生 。 


交 铺 儿 数 家 号 成: 使 各 项 的 正 负 号 明 自 旺 出 的 形式 , 鲍 如 (所 
有 tw 都 自作 正 的 少 
C1 一 Ca 十 G3 一 如 4 十 -十 (一 下) Te 十. (4) 
关于 这 类 好 数 早 在 1714 年 菜 直 尼 巷 (在 其 致 区 表 。 具 努 里 从 
中 J) 已 襄 出 过 下 面 这 稍 章 的 定理 。 
orii on (n=1, 2 3 (5) 
并 站 于 0 
lime, = 0, 
则 束 披 数 收敛 。 
证 明 偶数 个 项 的 部 秀和 Com 可 以 号 成 这 样 : 
Cam—= (C1 C3) + (C8— 60) + (Com-1— Cum). 
因为 由 (5) 知 每 个 括 弧 都 是 正 产 ， 故 由 此 显然 ， 禹 异 大 时 部 分 和 
Com 也 增 大 。 另 一 方面 , 如 果 把 Ca 写成 这 样 : 
Oam= C1— (C08) —*— (czm-a 一 C2m_1) — Coms 
则 不 难看 出 , Ce。 局 持 上 方 有 上 异 : 
Dono 
在 这 情形 , 接 关 于 章 革 变数 的 定理 [44 段 ]， 在 各 无限 增 大 时 部 分 
和 Can 有 一 个 有 限 的 航 履 
TimC2m 一 心 
圣 于 奇数 个 顶 的 部分 和 和 Con-_t， 剧 我 们 显然 有 Crom i 二 02m 十 
十 como 底 然 公 项 趋 于 0， 
则 有 HmC mi= 人 
由 此 可 兄 就 是 恋 般 数 之 和 。 
附注 我 们 已 看 至 偶数 个 项 的 部 分 机 Cow 递增 而 趋 近 于 籽 数 
之 和 过。 把 Csmi 写成 加 


一 归 一 
Ca 一 0 一 《0 一 53 一 《et 一 Cat 一 1 
的 样子 , 则 不 难 确 定 , 奇数 个 项 的 部 分 和 递减 而 趋 近 于 C。 如 此 恒 
有 
em 人 ml 
特别 地 ,可 以 斯 定 
QO (6) 

这 可 以 给 训 释 数 侠 项 一 个 很 阐 单 而 方便 的 估计 《 融 余 项 本 身 

是 交错 级 数 )。 即 : 
n=(—1)” {cs— Cnrit+ 

由 (6) 知 括 弧 内 是 下 站 有 小 地 Cno 

如 此 , 在 所 有 情形 下 ， 类 下 尼 丈 更 报 数 中 的 余 项 与 其 第 一 大 有 


rr Mr 


er ee ere ee bee ry se ti 一 mn 


这 个 附注 在 用 入 数 作 近代 计算 时 常用 到 [参半 260 段 ]。 
北 下 尼 下 型 灯 数 的 最 简单 例子 有 下 询 艇 数 


' [| . _ #1 
(a) 1 


Tel 


《一 十 91 1 ,1 -1 1 
5) 5 | = 十 一 -+ 一 +t 一" it" 


Tl1 
两 灯 数 的 收 询 性 都 可 由 所 王 明 的 害 理 推 知 。 
司 肝 由 各 项 缀 对 值 所 租 成 的 裔 数 央 发散: 对 概 数 (a) 入 就 是 洞 和 和 炎 数 ,对 
先 激 ( 央 得 烽 数 


1 1 1 
itt'"+a 


其 龙 获 性 可 出 其 部 分 和 转 出 : 
lp 
Sm T > 5 


人 D 我 从 用 这 个 和 名称 来 省 满足 莱 卜 尼 歼 定理 条 件 的 宦 北 儿 数 ， 


二 ry 


一 好 二 
如 二 ， 胡 数 (a) 及 (5 给 出 了 韭 焰 对 收 乱 航 数 的 最 先 两 个 例子 。[ 以 下 我 


们 将 确定 , 第 一 个 才 煌 之 和 是 In 2 而 第 二 个 才 数 之 和 等 于 二 (和 参 并 第 356 段 
(22) 及 第 255 段 (20))。] 


8 4， 上 收 做 级 数 的 性 履 
245， 可 千 合 性 ”无穷 般 数 和 的 概念 与 (算术 及 代数 中 所 喜 的 ) 
_ 有限 多 项 和 的 概念 主要 差别 在 子 前 者 含有 极限 过 程 。 虽 然 寻 党 和 
的 某 些 性 质 筷 可恨 汉 无 装 胡 数 和 上 来 ， 但 常常 只 限 子 满足 某 些 条 
件 的 时 候 , 这 些 条 件 就 是 现在 要 君 的 .在 另外 一 些 情形 显著 地 这 反 
了 我 们 常见 的 和 的 性 质 , 因此 一 般 褒 米 , 对 这 问题 是 应 该 保持 直 悄 


的 。 
我 们 来 看 收 禹 般 数 
p> (A) 
. re | - 
其 部 分 和 序列 z 
A .do A 四 《1 


有 收 孝 于 般 煞 的 和 4。 我 们 将 能 级 数 各 项 任意 归 碍 而 不 变 其 先后 次 
厅 : 
i 六 让 十 同 


ni +1 Ts i 


沈 里 {mw} 是 一 个 由 自然 数列 中 抽出 来 的 部 分 递 卉 序号 序列 。 
定理 .由 上 瀛 这 些 和 所 租 成 的 季 数 
(i) Coit ta) + 
“nl 二 (AY 
恒 与 原 报 数 收 航 于 同一 和 4。 换 名 新 者 : 收 敏 胡 数 具有 可 壬 合 性 。 
”事实 上 , 新 般 数 的 部 分 和 序列 7 


一 了 和 一 
di A 4， ss 
无 非 就 其 序列 (1) 的 部 分 序列 
A ds As 
所 以 收 雍 子 向 一 极限 4。 

至 邻 我 们 所 看 到 的 是 与 寻常 和 完全 相似 之 处 ; 但 如 果 以 相反 
次 序 米 试用 可 结合 性 ， 这 一 相似 性 就 被 肢 坏 了 。 如 果 答 了 一 个 收 
敏 季 数 (A), 其 每 项 各 为 有 限 多 项 之 和 ， 出 去 插 缴 后 我 们 得 出 一 个 
新 故 数 (A)， 它 却 可 能 是 发 南 的 。 这 里 是 一 个 简单 的 岗子 : 般 数 

《IT 一 TI1 一 二 十 EL 一 二 十 
显然 是 收 分 的 , 但 去 括 弧 所 得 逆 数 
1—iti—1l+1—1i+': 
却 成 发 散 的 。 

.当然 , 如 果 夫 括 弧 后 我 们 得 到 一 个 收 伏地 数 (A)， 则 其 和 与 报 - 
数 (4) 相同 。 这 可 由 上 面 证 朋 的 事实 推出 。 

附注 ”在 某 些 条件 下 可 以 保证 般 数 (A) 收 敏 。 最 简单 的 情形 


是 , 当 ( 人 A) 中 所 有 在 同一 插 缴 肉 政 项 都 有 相同 符号 的 时 候 。 

事实 上 , 这 时 候 当 % 由 n+ 变 至 mw 时 部 分 和 .4 将 单衣 地 变 
化 ,所 以 将 种 包含 在 4。， 一 4-1 与 44, 一 4s 之 倘 。 必 充分 大 
村, 这 些 和 与 籽 数 (A) 之 和 4 相差 可 任意 地 小 ， 所 及 这 对 于 和 4 
也 正确 一 一 郎 % 充分 大 时 ,有 4 一 4。 

246， 粘 对 收 训 揣 数 的 可 交换 性 ” 丽 粮 了 一 个 收 化 极 攻 (和 )， 
其 和 为 4。 在 其 中 任意 请 换 各 项 位 诅 , 得 到 一 个 新 的 航 数 : 
一 十 G2 十 十 Gh 十 | (4 


k=l 


中 ”起 括 未 与 括 弱 之 了 辣 , 正 代号 可 以 不 同 。 


. 一 329 一 - 
这 禹 数 的 每 一 项 鸣 各 与 原 极 数 某 一 个 确定 项 anj 相同 @。 
于 是 发 生 一 个 问题 : 级 数 (4A]) 是 否 收 租 ,并 且 在 收 敏 的 情形 征 
否 等 于 原 航 数 之 和 4。 在 考虑 这 问题 的 时 候 我 们 必须 严格 区 别 丰 
对 收 笋 肯 数 与 非 艳 对 收 化 航 炒 。 
狄 利 希 莱 定理 ”如果 般 数 {A ) 契 对 收 伍 ， 则 由 状 动 它 的 各 
项 位 置 所 得 的 毅 数 (A7) 电 收 合并 入 g 原 乱 数 有 同一 总 和 4。 换 名 
话 裔 , 契 对 收敛 地 数 共 有 可 交换 性 。 
证 盟 我 们 分 两 步 来 证 明 。 
(a) 先 假设 入 数 (A) 是 正 的 。 
我 的 来 看 级 数 (A') 的 任意 一 个 部 分 和 4。 衣 然 
Mn nn R= Cn 
则 取 大 于 所 有 序号 加;,%%0，…;%。 时 我 们 显然 将 有 生气 4， 所 
以 更 不 成 问题 有 
| 4 
在 这 样 的 情形 (A 站 将 收 侣 [236 段 ], 而 其 和 4 不 超过 4: 
A 
但 服 数 (入) 也 可 由 报 数 (A 站 前 动 各 项 位 佣 得 出 , 所 以 同样 有 : 
4 所 村， 
畦 合 所 得 两 个 关系 我 们 就 得 出 所 要 求 的 等 式 : 
4=4. 
(6) 现 在 表 (A) 是 任意 的 艳 对 收敛 级 数 。 
因为 按照 记 填 两 的 ， 正 项 收 敏 帮 数 


Fla = alt lal + ol + (A*) 
球 呈 l1 . 
中 ”这 里 序列 nw} 就 是 无 泪 沁 屯 无 电 皮 地 重 写 自然 数列 一 一 只 层次 序 不 同 。 


饮 ” 鼻 得 ， 古 斯 塔 夫 . 攻 航 岳 :多利 希 莱 (Feter. Ghustar Lejeune Dirichlet 
1805 一 区 5 的 基 德 国 妾 学 京 。 


一 各 一 
在 各 项 调动 位 加 后 仍 保持 收 角 , 稚 技 243 自 的 定 天 报 数 (A) 此 时 
也 保持 其 ( 契 对 ) 收 黎 性 。 

其 次 , 我 们 在 243 段 看 到 , 报 数 (A ) 艳 对 收敛 时 其 和 可 表 成 : 

4A4=B—0, 

这 里 电 及 0 是 正 项 报 数 (B) 及 (0) 之 和 ， 尼 们 是 各 由 般 数 (4) 的 
正 项 及 负 项 艳 对 值 所 组成 的 。 曾 动 般 数 (A) 各 项 位 置 时 这 两 个 服 
数 的 项 岂 跟 闭 调动 ， 但 按 所 证明 的 并 不 影响 其 和 瑟 及 CO。 所 以 起 
数 ( 和 A) 之 和 仍 如 旧 , 这 就 是 所 要 证 明 的 。 

247， 非 相对 收 佑 儿 数 的 情形 ”现在 转 而 计 哈 非 想 对 收 化 采 
数 并 且 来 证 朋 它们 没有 可 变 换 性 。 

我 们 先 作 一 准备 锡 注 。 假 识 航 数 (A) 收 化 ,但 非 妈 对 收 艇 ,由 
收敛 性 有 lima 一 0[235 段 ,5"]。 至 于 前 段 折 提 到 的 级 数 


S55 (B)，， Sue, (0), 


和 一 着 一 
则 最 然 分 明 
lim 6; 二 0 村 量 lim 一 全 ， (2) 
但 在 当前 情形 它们 都 是 发 散 的 .事实 上, 如 果 在 级 数 (A) 开 头 n 项 、 
中 有 为 顶 是 正 的 名 项 负 的 , 则 
ds= Be- Cm, = Bot On: 

第 二 等 式 告 诉 我 们 , 两 个 级 数 (B ) 与 CO) 不 能 同时 收效 ， 四 为 则 
圾 数 (A”) 也 将 收 钱 而 和 假设 陈 盾 。 但 由 第 一 等 式 我 们 看 出 ,如 果 
这 两 个 圾 数 有 一 个 妆 竹 而 另 一 个 不 收 化 , 剧 航 数 (A ) 将 收 笋 ,这 也 
有 有 假设 子 盾 。 

现在 来 证 阴 下 面 这 个 有 趣 的 定 更 : 

黎 曼 定理 ， 如 果 级 数 ( 和 ) 非 绝对 收 雹 , 剧 无 论 预 先 取 一 个 上 怎 样 


ne ar 一 aaayrni 


的 数 二 不 论 有 限 或 为 上 c=， 总 能 将 这 报 数 各 项 应 动 位 置 而 使 变 


一 号 1 一 
换 后 的 报 数 有 和 研 
证 明 ”我 们 先 来 群 志 有限 的 情形 。 由 235 段 1”, 报 数 (B) 与 


| | 


. 利用 这 一 点 , 我 们 将 航 数 (A) 许 项 前 动 如 下 。 

我 们 人 先 按 该 珊 数 中 原来 次序 抽取 充分 才 个 正 硕 ， 使 其 和 超过 
LL, - 
Bi Bot be. . - 
在 它 代 之 后 接着 ( 按 极 数 中 原来 次 序 ) 号 出 充分 多 负 项 ， 使 总 和 变 
成 小 于 工 . 

bi Bat he ta Cn 
然后 及 由 剩 下 的 各 大 里 抽 取 正 项 来 写 在 后 面 ,使 

二 Ba 二 二 B61 tm br . 

然后 再 取 充 分 多 负 项 使 

Bi et bis— Crm om bgtit+ "二 

TBsps— Comti—— Cm 

如 此 进行 下 去 。 这 手 炉 我 们 设 柱 其 延 可 无 穹 : 显然 级 数 (A) 的 每 
项 过 同 其 正 负 号 都 儿 于 一 定位 置 出 现 。 

如 果 每 次 号 出 5 或 6 时 所 取 项 数 都 恰好 足够 使 所 要 求 的 不 等 
式 实 现 汶 止 ， 剧 与 工 正 或 负 的 次 闫 的 经 对 值 不 会 超过 最 后 所 写 的 
一 项 。 于 是 由 (2 显然 可 见报 数 

{Bi 二 Bb) on) + 
“十 (CBrps_,+1 十 Bp) 一 【en ,+1 十 em) 十 
收 襄 于 和 工 。 由 245 段 附注 知道 , 这 在 去 掉 播 就 后 仍然 正确 。 

如 果 工 = 十 ce, 则 可 以 如 此 来 取 各 租 正 数 ,使 深 次 的 和 大 于 1， 
2, 3, 徐 等 ， 而 在 每 粗 正 数 之 后 则 只 附加 一 个 负 项 。 这 样 显然 可 以 
做 成 一 个 具有 总 和 十 co 的 靶 数 。 同 样 方式 也 可 以 得 出 一 个 具有 


一 - 2 一 
总 和 一 oo 的 节 数 ， | 

所 建立 的 桔 果 天明 了 这 一 事实 ; 非 初 对 收 铬 性 的 实现 只 由 于 
正 负 项 的 相互 抵消 , 因此 主要 地 取决 千 各 项 的 先后 详 序 , 但 亲 对 收 
放 性 出 建立 在 这 些 项 的 下 降 速 度 上 而 与 其 次 序 无 关 。 

例 “我 们 来 看 这 个 显然 莫 稻 对 收 航 的 胡 数 : 

9 

其 和 我 们 稍 语 将 知道 是 In2D。 讽 动 它 的 项 使 每 个 正 项 之 后 跟著 
两 个 鱼 项 :、 

1 了 笃定 访 + + I -3 项 (级 


于 是 可 确定 这 打数 之 和 经 这 样 调 动 后 减少 一 倍 。 


1 


“3 13 本 ee 


v1 


站 此 nn 因为 


Nn hnt i 号 dams hm — 一 本 
趋 于 同一 极 耻 工 in3， 故 稻 数 (全 相称 而 其 和 即 为 此 归 。 


248， 级 数 生 洁 关于 妆 禾 级 数 深 项 加 . 减 或 骤 以 同一 常数 倍 
数 , 在 235 段 3 ”及 4° 已 椒 计 过。 现在 来 计 两 般 数 的 相 浅 于 题 。 
我 烙 了 两 个 收 敦 逆 数 : 


中 这 里 对 我 们 重要 的 只 是, 近 和 不明 0734 生息, (8)]。 


ma- 了 -一 


A= 人 > Us 一 友 十 本 十 十 gr 二 和 (A) 
如 到 开 
及 
B= > bn=6+ Bot bn 二-…. . CB) 
mri 


术 照 有 限 和 的 浅 法 ， 我 人 在 此 要 把 两 般 数 的 项 至 都 一 对 一 对 地 二 
起 来 , 将 所 有 可 能 的 乘积 aib 列 成 无 随和 矩阵 如 下 ; 


Hit Tabr tab 7 ib 
aba dabs Haby ** Gb -* - 
obs 5 7 qibg 5) 
di br ca bs qbyp mbp' 

这 此 襟 各 能 习 种 利 方法 拓 列 成 单行 的 序列 ， 

例如 ,如 西 首先 做 过 ， 这 些 梯 积 可 以 治 对 信 熏 来 写成 序列 : 


TD cab tabl'* 

tiba tbs. Wabs 
~ 1 

tbDs tbs tbs re 
~ / LA 


和 


同时 对 角 重 紫 项 合并 起 来 
mb (Cabst aad) + (orbs qb tabi) 十 
二 C8) 
哥 西 定理 ”如果 般 数 从) 与 (了 ) 都 郁 对 收 仇 , 腊 贝 业 积 (5) 所 
粗 成 的 般 数 (6) 也 收 侣 并 且 其 和 就 是 该 二 般 数 和 之 积 AB。 
证 明 ” 技 暇 识 , 的 数 


一 特 一 


Ealesl = lead thos tt awltee (A*) 
, z 
Sg, 二 -十 15m| 十 …… 《B+) 


到 三 革 
收 徊 , 朗 有 有 限 的 和 , 比方 这 4 与 B*。 如 果 对 这 网 个 骤 数 做 各 一 
个 象 属 ) 那样 的 胃 北 : 
(al: [B+ OakrlBsl+ lad |B Col 15s1+ 
十 aad [Bl 二 + |gal 8 十 十 《oa |6n| + 
十 |gs] :15 十 … 十 es- |8 二]as 十 (6*) 
刚 字 显然 收 化 , 因为 它 的 第 % 个 部 分 和 小 于 
《ea 十 1es1 tt 十 1a1) (| 十 [Be 十 … 十 1By1) 过 ABB* 
[236 段 ]。 在 这 情形 如 取 解 除 (6 人 中 的 括 弧 ， 收 敏 性 仍然 保持 [名 
并 245 收 附 注 ]。 因 此 [243 段 ] 由 (6) 解 除 括 弧 所 得 的 烽 数 
qb qbat Ga 本 ba tba 十 Cs 于， 
也 收 敏 并 且 郁 对 收 伍 。 在 这 情形 官 不 但 具有 可 千 合 性 ， 也 其 有 可 
变换 性 [1245， 246 段 ]。 巨 的 和 一 一 与 级 数 (6) 之 和 相同 Ei 
季 单 地 次 定 如 下 。 我 们 将 它 的 各 项 不 是 沙 对 有 角 线 排 刘 而 是 沿 正 方 


形 措 列 : 
Hb tabi Coal i 
Dn | tay Wad mn 
Tiba Cahs wabs rs 


并 上 且 把 种 方块 不 同 的 部 分 逐 禹 合并 起 来 : 


ab 一 世代 1 而 2 + oobot 如 五 1) 十 
+ Carbs-F aabs+ a 5 Gob sb) +- ** (C7) 
帮 数 (7) 的 部 分 和 为 
AB, dBs dBa rr, AnBry'"* 
(这 里 加 慌 例 以 4。,，B, 表示 般 数 (A) 与 (B) 的 部 分 和 ); 它们 赵 于 
莱 积 AB, 如 此 和 不 但 是 航 数 (7) 之 和 ， 也 是 般 数 (6) 之 和 。 ) 
例 1) 将 胡 煞 


1- > 二 1 十 必 十 4 十 十 十 (1X | 二 1) 
自 王 起 来 得 

ln 1 

Ua lt + "二 Wl 


2) 我 们 已 权 知 道 [243 恨 ，1) (a) ], 极 数 


Dn 区 2 
之 ,二 十 革 十 条 十 机 十 … 十 下 + 


no 


是 对 一 切 z 值 都 经 对 收 狂 的 。 以 (z) 表 其 和 。 加 (x) 与 BO 的 乘 
A Te 证 如 了 
1. wy" 1 wh A 由 
nl 1 (xn—1)! + 草 “mT -+ 页 一 有 


hs 
i 1 2p al 
= Ey nn -和 


如 此 洽 图 数 召 (+) 得 出 这 样 一 个 关系 ; 
EC) :BE(y) = E(t). 
[以 后 我 们 会 知道 , (zx) 一 6 ] 


ra er 一 


DT 1 太一 da 
> ~ =1 村 六 十 《一 于 < 二 


接 桨 目 尼 慈 定理 是 哆 钱 的 ， 但 非 袍 对 收 敏 [234 段 ，3) ]。 各 时 仍 
然 接 绢 西法 则 自 乘 起 来 则 得 一 级 数 ， 其 个 项 为 


站 一 一 一 一 a 1 = 
CD (TE IEA 


十 … 十 


1 
i 
因为 括 弧 里 每 项 都 大 于 二 ， 则 全 式 艳 对 值 之 1 并 且 由 于 不 合 胶 煞 
性 必要 条 件 知 该 报 数 发 表 。 这 个 例子 也 属于 哥 西 。 

附注 ”如 果 秽 个 收敛 般 数 (A) 与 (B) 至 少 有 一 个 绝对 收 艇 , 风 


哥 西法 则 还 是 有 效 。 只 有 妆 卫 个 互 乘 航 数 都 非 存 对 收 化 (如 前 例 ) 
时 其 委 积 才 会 发 散 。 


8$5， 无穷 乘积 
249.。 基本 概念 ”如 果 


D1 Pas"'s Pans *”* l (1) 
是 一 个 粉 定 的 数列 , 则 由 此 所 做 成 的 记号 


Pi*pa* Pe... pu,..— [lr (3) 


”叫做 无 究 乘 积 。 
将 上 中 之 数 依 实 相 浅 ， 做 出 部 分 业 积 
Di=p, fo= pips, Ps= Pi*po" pes", 
Ps=Pi*Pa,.. Pny*" (3) 


中 裕 寻 1 就 是 塌 示 彝 积 。 


3 一 
交 个 部 分 素 积 序列 (Pu 将 纸 澡 与 妈 号 ( 纺 对 照 。 
部 分 乘积 Ps 在 2 一 co 时 的 有 限 或 无 限 和 极限 三 
limP,=P 
叶 做 光 穷 乘积 C2) 之 值 , 灶 且 写成 


P=p1°pa"..." Pa...—= IT os 


如 果 一 个 无 穷 乘 积 有 有 限 的 值 P 而 不 等 予 0， 则 该 乘积 称 为 收 艇 
的 , 在 相反 的 情形 则 称 为 发 散 的 ?。 z 
只 要 乘积 中 有 一 琴 数 是 0, 风采 积 之 值 由 就 等 于 0。 雇 下 我 们 
把 这 情形 除外 , 而 恒 说 pw 二 0。 
读者 不 难 建立 与 才 数 的 相似 性 [234 惨 ] 并 且 看 出 与 般 歼 相 
似 ) 无 穷 乘 积 的 解 宪 只 是 序列 及 其 极限 的 研究 的 一 种 特殊 的 形式 。 


这 种 形式 是 值得 熟悉 的 , 因 为 在 藤 多 情形 它 比 别 的 表 出 社 方 便 。 


例 了) HG-6) 


“因为 部 分 莱 积 


"和 
: 凤 竹 无 穷 乘积 收 做 , 而 共 值 为 荆 。 


2) 天 里 斯 公式 [188 段 ] 


Ti 2.2:4.4.....2%.2n 
2 Umi (a1). (Dnt i 


器 的 竺 从 于 工 的 分 办 为 天 和 和 


外 ”如此 要 注意 , 如 果 已 = 由 旭 无 限 梁 积 作为 发 散 。 这 种 疏 法 虽然 与 堆 数 的 习惯 
酸 状 不 一 至 ,但 让 也 铁 普 允 采 用 , 因为 可 以 使 及 多 定理 易于 陈粮 。 


T2244,. 2% . 2% 
2 T3835 m1 n+1 
由 电 可 导出 公式 
| 四 
II|1- pe , HG 5) 条 


250， 竺 单 定 再。 与 级 娄 的 关系 舍弃 无 窗 弱 积 (2) 里 的 开头 
所 项 我 们 得 出 残 积 


Tm Pantie Dato, Pmt .= IL po (C4) 

尼 完 全 与 无 窃 航 数 的 余 项 相似 。 

1? 如 果 委 积 (9) 收 做 ， 划 乘 各 (信也 对 任何 只 值 都 收 仇 ; 反之 ， 
车 乘积 (4 收 敏 , 则 原 乘 积 (9) 也 收 伍 9。 

证 明 留 栓 读 者 去 做 [ 参 沿 235, 1°]。 

如 此 ,- 在 无 岁 乘 积 的 起 头 舍弃 或 添 外 有 限 多 个 (不 等 于 0 的 ) 
乘 数 不 会 影响 其 性 质 。 

2? 如 果 无 穷 乘 恨 (2) 收效 , 刚 


lirnrrm = 1, 
TT 


[ 寡 阅 (4)]。 
这 可 由 等 式 
/ 四 
5, 
及 Pw 的 趋 近 于 忆 才 0 推出 。 


37 如 果 无 穷 积 (2) 收 后, 则 | 
lim pa ~ 1. 


可 实 二 ， Ty-1 出 随 兰 Pn 而 趋 才 于 五 ， 如 此 


中 ”上 甩 住 我 们 总 假 规 ps 竹 人 


393 一 


_P_,.- 
-==1. 


lmps 本 lm 

[参半 235 起 ,5° ] 
不 再 枚 举 无 穷 乘积 与 无 穷 级 数 的 相似 性 质 了 ， 我 们 来 建立 无 
券 醚 积 收敛 性 与 无 穷 航 数 收 襄 性 问 的 关系 ， 它 使 我 们 能 直接 将 伴 
各 讨论 过 的 级 数理 答应 用 于 无 穷 乘 积 。 
在 收 仇 无 筋 乘 积 的 情形 ， 夷 数 ps 由 荣 处 玉 后 完全 都 是 正 的 
C3“) 。 如 此 ， 由 1 我 们 售后 可 假 珊 所 有 p>0 而 不 狭 减 弱 -- 般 


和 


性 。 
4? 要 无 旁 琵 积 (3) 收 敏 , 其 必要 而 充分 的 条 件 是 要 地 数 
之 inpn (5) 
站 化。 在 实现 这 个 笨 件 之 下 , 如 果 卫生 本 仙 攻 和 则 我 们 有 
P=e 


以 Ls 表示 颖 数 (5 的 部 分 和 , 刚 我 傈 有 
Ln =lnP,, 五 ,一 ein. 
由 对 数落 数 太 指数 函数 的 连续 性 可 推 知 , 如 果 己 , 造 子 有限 正 极限 
P, 蜀 L， 次 于 InP, 反之 , 如 果 Ls 有 有 有 限 极限 六 出 天 将 有 极限 
BE 本 
在 镀 究 无 穷 下 积 (2) 的 收 族 性 时 往往 为 了 方便 起 见 合 
pn = la 
而 将 已 写成 
TT (ta;) (2*) 


册 一 于 


的 形式 ; 表 数 与 ] 则 号 成 
Sntl 十 Cn (5*) 


和 =1 


下 


一 40-- 
的 形式 。 . 
利用 这 些 窗 示 法 我 倍 有 下 疝 的 简章 定 更 : 
5? 如 果 至 少 对 充分 大 的 % 有 
uz 一 0 《或 < 反扑， 
出 无 穷 滋 积 (3?) 收 化 的 充 要 条 件 是 要 这 个 故 数 


Yo {全 
- 收 襄 。 因 为 要 乘积 2 及 般 数 (人 收 敌 必须 
. liman =0 C07) 
[ 闪 四 3”]) 则 我 们 慨 裔 这 和 条件 已 经 实现 。 于 是 有 
li hl 二 -1 


3 二 


[65 段 , 1) ]。 在 这 情形 , 由 于 胡 数 (5*) 及 (6) 的 纤 顶 都 由 革 项 以 后 
保持 一 定 的 正 负 号 ， 则 寺 237 段 定理 2 这 两 个 般 数 同 时 收敛 或 发 
散 。 由 此 , 联系 4° 而 推出 我 们 的 断 首 。 

我 们 来 光一 下 关于 无 穷 乘 积 发 散 于 0 时 的 情形 。 

0 村 天 有 各 人) [或 (2 ) ] 有 有 第 佬 ， 则 站 必要 员 帮 分 的 和 件 
是 要 级 数 (5)f 或 (5*)] 有 和 一 co 

村 别 是 ， 加 果 近日 夫 数 (6) 发 时 这 本 的 二 到 训 全 
年 。 . . 四 

.证明 留 答 秆 者 去 侯 。 

最 后 ， 我 们 利用 鳞 积 (2)[ 或 (2*)] 与 家 数 (5)[ 或 (5*) ] 之 间 的 
关系 来 建立 无 雳 乘积 相对 收 全 性 构 念 。 一 个 无 穷 彝 积 ， 当 其 各 项 
对 数 所 杭 成 的 祖 锯 般 数 缀 对 收 全 时, 就 称 为 稳 对 收 全 的 。 

由 246 及 247 画眉 所 芥 , 我 们 立即 可 以 得 出 这 个 纤 座 : 经 对 收 
敦 无 穷 浅 积 具有 可 交换 性 ， 而 非 想 对 收 钱 无 穷 匀 积 显 维 没 有 这 促 
性 质 。 ，- 


一 下 1 一 
不 难 优 照 5° 来 永明 。 - 
7 要 无 穷 乘 积 (2”) 契 对 收敛 , 其 必要 而 充分 的 条 件 是 要 极 数 
(6) 粮 对 收 做 。 
251， 例 ” 册 我 介 来 应 用 所 证 明 许 定理 到 下 列 各 无 穷 乘 积 上 


G6) 了 I(4+ 击 ) 在 #1 时 本 而 在 0<z<1 时 发 表 , 和 毅 数 
立 二 的 收 敏 与 发 散 一 致 G5?)。 
地 一 二 


(0) IL 二 在 >11 时 政敌 (5"), 而 在 0<z<l 时 发 散 子 


n=l 
0(6°), 
2) 我 们 来 证 朋 ( 在 ec>B2z0 时 ) 


Bt) {8 十 各 一 1 0 
prod a1) 二 一 1) 


对 此 只 要 确定 无 穷 隘 税 
BT 2 
Te HQ -2 
的 发 散 或 (参阅 6 ) 和 级 数 


= 8 
nT 
. 的 发 散 。 而 沈 不 难 由 上 面 那 航 数 与 将 和 报 数 比较 推 知 。 

这 个 例子 告诉 我 们 ， 把 求 麻 剂 极限 国 题 化 汶 无 穷 冬 积 的 研究 
拜 应 用 无 劳 汪 积 理 论 , 有 时 确 是 有 和 的 。 

3) 最 后 我 仙 举 一 个 隐 科 所 无 鹤 生 积 变 为 报 数 的 著名 例子 。 杷 


果 将 索 数 按 遂 增 次 序 簿 号: 
下 一 沁 P= 3, Ps=B, ,Ppy 


= 证 


风 在 x>1 时 成 并 恒等式 


法 几 人 级 数 和 的 公式 我 伺 和 有 
A 1 

+ 了 丁 工 Trypr tony tt 
. . 人 
如 时 把 所 有 不 超过 自然 数 叉 的 素数 的 这 种 级 数 一 一 其 个 数 有 
限 一 一 乘 起 来 , 则 部 分 积 成 为 

、 , 时 
Po= -= (8) 


PsN 1] -上 Rl Lr n=N+1 
Pn | 


这 里 总 和 号 上 的 撤 和 号 表示 求 和 不 是 体 屡 在 所 有 自然 数 上 ， 而 只 限 

了 于 (1 不 算 ) 在 其 索 因 数 展开 式 中 只 包含 刚才 引信 的 雍 素 数 的 那些 

. 月 然 数 上 (当然 ， 起 头 访 个 自然 数 都 具有 这 种 性 盾 )。 由 此 不 待 首 
有 ， 


| "1 
0<PA— 全 点 < = -5 
ReNrl1 


阮 然 般 数 全 ,点 是 下 第 的， 则 右边 那 玫 示 其 项 后 余 项 的 式 子 


下 二 上 


在 1 一 ce 时 趋 于 0; 取 极 限 邹 得 所 求 精 果 。 
这 个 欧 拉 公式 ， 后 (1859 年 ) 被 黎 曼 用 来 研究 素数 的 分 布 半 
是 。 


一 和 3 一 


4) 在 w= 工 时 关系 式 (8) 仍 有 效 ; 击 此 有 
Pi ?= TT 一 > 


PuaNl] mo mo} 
站 


如 此 在 入 一 oc 时 ， 一 ?ec 印 乘 积 


1 
I DC 三 
发 散 而 有 值 二 co。 


这 也 就 是 欧 拉 所 和 给 的 素 攻 介 合 是 无 穷 集合 的 新 证 朋 【 我 们 在 
所 作 芒 证 中 实际 演 有 利用 这 一 点 ); 因为 如 集合 是 有 宪 时 , 旭 访 乘 
积 势 将 有 有 限 值 。 若 将 所 得 结果 写成 这 样 : 


(XX 
则 由 5° 能 断定 下 列 艇 数 的 发 散 : 
1 1 1 1 | 


-一 十 一 - ae 本 者 可 ee ah —, 
oTatst ToT pr 


这 个 重要 命题 还 给 出 关于 素数 卉 长 某 些 特征 ; 写 远 比 表 定 贿 和 扔 

数 了 二 的 发 航 更 为 有 力 , 因为 这 里 所 包含 的 还 只 是 其 中 一 部 分 的 
a 

项 而 已 。 


§ 6， 初 等 函数 的 展 为 圳 季 数 
252， 藏 劳 设 数 我 们 已 经 看 到 过 如 下 的 蹇 胡 数 的 例子 : 
me = ot Ae + oa 十 下 十 ne 十 一， C1) 


下 是 禄 2 的 方 午 诽 烈 的 。 


一 4 -- 


我 们 现在 考 夸 圾 一 般 形式 的 敌 杀 数 : 


Ze- roe)" = co 十 oa(y 一 一 0) 十 :十 tw 光一 0? 十 (2) 


这 是 按 二 项 式 4 一 mo( 而 不 是 的 方才 排 列 的 。 这 种 航 数 与 (1) 式 
籽 数 没有 本 硕 上 的 区 别 , 因为 由 一 个 简单 的 变数 替换 = 一 zo=y 就 
可 以 入 也 变换 (只 是 变数 记号 不 同 )。 

以 下 我 们 将 评 竹 研究 完 级 数 的 性 唇 ， 们 在 亩 多 地 方 与 多 项 
式 相似 。 多 项 式 就 是 老家 数 的 一 段 ， 这 使 得 赛 圾 数 成 为 近似 计算 
的 便利 工具 。 由 于 所 有 这 些 ， 将 预先 给 定 的 疯 数 展 为 > 一 mo 的 码 
塞 回 题 ( 特 列 是 , 展 为 = 的 方 赛 央 题 ), 世 序 表 为 (3) 型 [或 (1) 型 ] 般 

数 和 的 站 题 便 很 重要 了 。 

”我 们 要 在 此 放 关 于 初等 而 数 的 这 种 展开 式 ， 而 对 于 这 个 问题 
的 解决 ， 105 一 108 眉 所 详 直 讨 队 过 的 戴 劳 公式 已 给 我 们 开 妊 了 泛 
径 。 球 滕 -上 ,我 们 假发 所 考虑 的 醋 数 f(z) 在 区 间 fxo wo 十 互 ] 或 
[xo 一 瑟 , zo"( 瑟 >0) 内 具有 各 阶 导 丁 数 (并 且 是 连 村 的)。 于 是 , 我 
们 在 106 毁 已 看 到 , 对 这 区 间 里 的 一 切 z 值 恒 戌 站 公式 : 


fr) = feo) + HE (wwo) + EEC- 0)?+ 
+ {en) (- 一 mL (3) 


这 里 人 项 ra(w) 可 以 起 为 106 段 指出 的 诺 形 式 。 同 时 % 可 以 取 随 
蕙 多 大 ， 他 即 这 展开 式 可 号 到 wx。 的 随便 网 高 志方 宫 。 
这 自然 使 我 们 臣 到 无 穷 层 开 式 : 


fo) -foo 二 工人 (ea0) + EA) (so) 
+ (yao)" 十 …。 (4) 


这 种 括 效 ， 无 短 巧 是 否 站 化 以 及 事实 上 有 无 和 f(z)， 都 称 为 


画 数 (x) 的 戴 劳 叙 数 。 它 有 (3) 的 形式 而 其 系数 
ao=j vo), m= eo) 和， m= Le, sy a yy" 
称 为 戴 劳 永 数 。 
因为 出 (3) 可 看 出 Ja) 与 戴 水 狼 灼 2 二 I 项 和 之 阅 各 差 恰 为 
rn(2)) 基 显然 : 要 展开 式 (4 事实 于 对 某 z 值 成 立 其 必要 而 充分 的 
条 件 是 要 怀 劳 公式 余 项 rtz) 对 这 zz 逢 随 的 增 大 而 赵 于 0: 
lim 2 : 习 . (C5) 


在 研究 这 等 式 是 否 成 立 并 对 什么 2 值 成 立 这 个 间 题 时 ， 我 们 
用 到 央 达 侠 项 ra (zx) 与 的 关系 的 各 种 不 同形 式 。 
比较 党 要 肖 到 的 是 mo= 0 而 醒 数 了 (z) 直接 展 为 "者 琢 数 的 
情形 : 
fo) FO tT et A et Dos 


(6) 
这 般 数 有 (1) 的 形式 , 其 系数 为: 
ao= C0) 4 mi 92 1 2 0, "yt 0,.. (7) : 
现在 我 们 园 妖 类 地 写 出 适用 本 党 特 殊 假 下 2 一 站 的 余 项 rato 
[106 段 ]。 
泣 烙 良 目 形式 - 
Fridge) nn, 六 
部 ) ~ Ca (8) 
各 机 形式 
ne} = = 0) Wi C9) 


一 


心 这 秀才 通常 称 为 大 交 党 林 级 数 。 


一 由 一 . 
这 里 徕 数 日 只 知道 是 介 乎 0 与 1 之 问 ; 但 它 可 以 随 * 或 % 而 变 ( 其 . 
至 随 形 式 而 变 )。 : z z 

现在 来 群 县 体 的 展开 式 。 

253， 指 数 画 数 及 主要 三 角 珊 数 的 极 数 展开 式 ”我 们 先 来 证 
下 填 这 个 简单 命题 , 区 直接 包含 着 一 系列 重要 的 情形 : 

如果 藩 数 了 (x) 在 区 间 [0, 吾 ] 或 [ 一 吾 ,0]( 吾 > 人 内 其 有 各 阶 
导 函 数 ， 并 且 这 些 导 画 数 存 对 值 当 “ 在 车 区 间 丙 变化 时 恒 为 同一 
数 所 界 ; 


[mc ss (10) 
(这 里 也 与 2 死 关 ) 划 在 至 区 间 内 有 展开 式 (6)。 
事实 上 , 取 袖 略 般 日 形式 的 余 项 rn(z)[ 参 天 (8)], 我 全 由 (10) 

有 : 

_ [frugr)! | ns Ht1 

A 

在 无 限 填 大 时 7 莒 i 式 趋 于 0 [45 段 , 1)]; 这 [由 于 235 自 5°] 
可 由 级 数 
| Hn+1 
lt St 1)! 


入 一 人 
的 收 伍 性 椎 知 [239 段 2) (2) ]。 因 此 rsfz) 也 就 有 极限 0, 这 就 证 
明了 我 全 的 命题 。 
这 个 命题 在 任何 区 冰 [ 一 互 , 豆 ] 内 间接 适用 了 于 画 数 
Cry 一 ez， ainz%, Coaxw, 


因为 它们 的 避 西 数 各 等 于 
fir) =—e”, sin(z+o cos( -tn ) 


而 在 获 区 间 内 e?” 的 辐 对 复 征 为 62 所 和 蛋 ，sinzp 及 eosz 则 为 1 所 
脸 。 


一 4 一 
这 些 醒 数 的 戴 步 莱 数 已 在 108 段 1) 一 3) 算出 , 故 立 朗 可 号 出 
其 展开 式 如 下 ; 


a 
ez 一 1 十 于 + + + 各 十 … (11) 

T 二 a re 而 一 | 2 ! [| 
enw » 可 十 而 +(—1) 本 1 十 ， (12) 
一 1 和 + {—1)n 13 
站 六 岂 册 一 一 下 + 一 所 + ( ) 


它们 对 任何 4 从 者 成 立 一 -因为 五 是 任意 的 。 
254. 人 人生 加 乎 得 丽 的 几 个 初等 展开 式 的 系数 形式 使 我 何 想到 其 


的。 区 和 9 六 驮 雪 尖 站 达 到 了 法 个 的 
虽然 在 本 书 所 计 只 跟 于 实 浙 及 实 变数 , 入 我 们 纯 在 此 被 例 来 群 一 姓 欧 拉 
公式 , 它 以 者 亩 自 奕 数 的 指数 国 数 来 垃 间 突 自 变 数 的 三 角 夯 数 。 
如 星 ( 站 且 邵 形式 地 ) 在 (1 了 ) 中 玉 害 数 当 准 代 笑 数 期 得 : 
evi =1-Fi 十 Cu + 上 A 


一 用 名， ea 扩 ， 日 兴 站 ' 
tt trit 
分 开 实 部 与 虚 部 , 有 


evi= (1 一 车 + 著 2 -Jil 一 车 一 小 


括 绝 里 的 式 子 恰好 就 是 我 们 已 多 知道 的 于 类 cos yy 及 sin 的 展开 式 [大 天 
《137 到 【137。 站 下 


evi= cogyt i Siny, (C14) . 


灶 3 代 以 一 5 剧 同 样 有 有 
ei= eoay— iainy. 
加 减 这 两 个 等 式 即 导 出 获 名 的 欧 近 公式: 


2 二 er 有 
COSY 二 SI 二 


会 式 (14) 及 (15) 丰 分析 里 有 广泛 的 用 处 。 


只 


一 站 8 一 

现在 我 们 粹 向 其 肖 辑 的 理解 D 。 首 先 考虑 优 任 自然数 序 导 # 的 复 诡 娄 
zn 一 Ta 十 iyno 并 极限 定义 的 襄 泌 与 实数 请 形 完 爹 一样 [28 段 ]: 侦 有 一 个 复 
数 c=a+ib, 各 时 对 任何 正 数 6 恒 可 技 到 这 样 一 个 序号 ,全 %*>AN 时 成 站 
个 等 式 |7 一 |j < 上 @@ ,期 称 "为 变数 zs 的 极限 。 

因为 

lan—el= | (en moa) tityn hb) = nat (yy — by, 

屠 显 然 可 见 ， 答 恰 丰 实 郭 及 不 部 zn 及 ys 各 中 有 ma 长 2 的 时 做 
Sm ?oo 


现在 我 们 来 考虑 复数 稻 数 
es. 《O) 


于 二 
所 咀 樟 数 (C) 是 收 钱 的 是 指 : 它 的 部 分 和 
Ch =e 二 62" 二 en 
、 随 的 培 大 而 淖 于 基 复 数 G 为 其 航 限 一 0 训 般 数 之 和 。 将 这 里 有 关 诸 数 
都 分 为 实 部 与 虚 部 : . 
CAtiB, cn=antibs On=A4, + iB,, 
而 
dn=01+ et "an 至 一 了 十 下 十 十 pw 
出 由 前 面 所 襄 可 兄 ， : 
随 洲 4; 一 4，Bs 一 B 而 有 C0， 
部 复数 科 数 (0) 的 收 钊 于 0 就 等 价 于 实 艇 数 


Sa, CA) 及 Dl, CB) 


天 二 了 把 一 在 
的 分 吕 各 收 伊 于 其 和 4 及 避 。 由 此 推 知 ,复数 笑 数 也 如 实数 打数 一 样 具 有 可 
| 项 全 性 [L245 段 ]。 
如 果 六 "|e,| 这 个 由 者 数 (O) 之 粮 所 组成 的 级 数 是 收 乱 的 , 则 由 不 等 江 
1 


jsj 过 lesl， joalsienl 


们 ”和 庆 为 可 考 已 经 由 高等 代数 坎 本 对 千 道 复 获 及 复 迹 数 了 。 
名 ”这 里 |iB| 表示 氛 数 十 综 的 * 挤 ” 即 ww 呈 十 候 ， 


一 一 
知 亲 北 


eol， ME 
1 L 


也 收 铝 , 由 此 推 知 稻 产 ( 入 ) 及 CB) 收 俺 [243 段 ]， 所 以 毅 数 (中 也 收 化 。 在 这 
请 形 极 数 (OD 称 汶 绝对 收 便 6。 例如 , 梓 数 


和 


于 让 
TI 十 过 十 和 十 .十 二 -和 - {168) 


”对 任 何 复 数值 4 东 对 收 语 ;因为 其 各 项 之 烧 的 突 般 数 


和 


14 Ls. 


收 施 。 . . 
把 对 收 请 角 数 (0) 具 有 可 交 提神 , 因 为 般 数 (A) 及 (B) 有 具有 过 种 性 质 [246 
策 ]。 最 后 , 关 证 乘法 的 定理 也 可 以 推广 到 复 激 薄 对 收 状 锋 数 上 [248 段 了 
对 实数 情形 所 栓 的 是 衣 一 -根据 上 可 所 谣 的 疾 一 在 下 可 以 逐 字 这 多 搬 过 
了 

现在 我 所 以 一 成 形式 提 引 * 为 复 狼 时 的 方 特 oz 定义 开题 。 在 这 情形 
当 :# 是 一 个 灾 数 > 时 这 方 紧 已 码 有 完 义 了 ; 在 前 一 自我 们 已 猎 隆 明 它 有 属 
开 式 (11)。 在 感 指数 * 情形 方 寺 ”还 没有 定义 ; 革 仿 读 展 开 式 , 我 们 这 回 不 
起 强 oz 就 等 于 极 数 (16) 之 和 作为 定义 (这 和 显然 罕 在 }。 很 重要 的 是 ， 在 上 
仍 保 持 指 煞 画 数 的 这 个 基本 性 项 


Ere ett ， 
这 只要 把 e* 及 e*# 的 烽 数 瓦 乘 出 来 就 可 起 咀 [ 大 并 248 段 , 3)]。 
如 是 ， 前 而 我 人 在 避 开 式 (1L) 旦 以 y+ 于 No 寺 就 是 直接 用 了 这 广义 的 汶 
生 概 念 
最 后 我 四 指出 如 果 =3 十 旭 ， 刚 按 指 数 洽 则 有 e*=e”*e 革 ， 如 此 由 


{14) 粹 于 有 有 ; 
Btls gm eos y+ fain WY). | C17Y 


255. 反正 切 的 展开 式 在 画 散 y= 一 arctgz 上 前 面 23 段 所 证 
讽 的 一 般 命题 已 二 不 适用 。 事实 上 ， 它 在 吗 段 5) 所 找到 的 六 漠 
导 夯 数 的 表达 式 


y={n—1)! cooryg. sinn( y+ 了 (18) 


不 能 保证 对 所 有 #” 有 共同 的 界限 。 
因为 祖 应 的 戴 芍 航 数 [参天 108, 6)] 
a ， 2 加 2 一 . 
“ts t(D) gt 


愉 站 数 于 区 疝 [ 一 1，11 内 ， 所 以 在 这 区 则 以 外 已 不 应 襄 疼 数 
arctg* 岂 这 条 数 表 出 了 。 扩 之 ， 对 于 1x| 志 1 我们 棱 拉 格 由 日 公 式 


下 时 


《8 并 考虑 到 (13) 并 命 yo=arctg9s] 有 


cos™ 1zro* Sin 各 十 荆 ) lx 十 了 3) 
I 


ra 1 zi" 


各 十 1 1 
由 此 可 更 rn《*) 一 0, 如 此 对 区 间 ! 一 1, 1 内 所 有 2 值 昼 有 展开 式 
arctgz=z- 芝 + 汪 (D22 (19) 


我 们 再 一 次 提醒， 虽然 aretgx 在 这 区 介 外 有 一 定 的 音 头 ， 但 
展开 式 人 49 归 在 那里 已 不 成 立 , 因为 该 亲 数 在 那里 没有 和 。 


四 和 


由 毅 数 419) 取 = 工 的 特 哆 时 得 出 著名 的 菜 让 尼 花 毅 数 


了 1 工 - va IT， 
ls Dt (20) 
是 分 析 史 上 第 一 个 卖 示 闻 值 屋 开 式 的 琢 数 。 
256， 对 数 规 数 ”如 果 取 jn (1 十 z) (2> 一 二 ) 作 图 数 了 w)， 央 
相应 的 戴 劳 帮 数 如 于 [108 我 ,5) ]: 


Ha 0 ni oe 
一 全 二 从 一 于 二 二 (一 1)* 囊 二 


@” 按 夺 衣 只 尔 栓 识 [243 我 ] 术 难 丰 明 这 航 数 在 |z[< 工 时 【 烛 对 ) 收 黎 何在 
7)>1 时 发 衣 。 在 z= 土 1 时 的 ( 非 忆 对 ) 收 襄 可 由 莱卡 尼 歼 定 理 指 知 [344 也]。 


一 与 1 一 - 
只 对 区 亲 ( 一 1,11@ 内 的 = 侍 收 敏 ; 这 就 是 咀 ， 具有 有 对 这 些 值 研 
宽 ra(z) 的 性 春 才 是 有 意义 的 。 


和 


我 们 先 取 其 拉 格 庆 日 形式 {8)。 因 为 
《证 十 并] rn | 
I (x) = 《 1) (+o) 


[96 段 ，2)], 于 是 
n+l 


~ 
rn(w) = (1)"—— 7 "TTT (O00<1), 


如果 Us?Ys1, 划 最 后 一 个 葬 数 不 大 于 1 而 由 此 有 
|ra Cx) | < 如 果 在 noo 村， Co) 一 0 


但 在 *<0 时 这 乘 数 的 竹 态 就 不 明白 了 , 而 要 采取 余 项 的 可 着 
形式 [参阅 (9)]。 
我 们 有 


fn) = (一 Dr Lm (O01), - 


: InGols< 这 TH( 址 和) 
因为 在 x> 一 1 时 1+ 名 一 1 一 8， 于 是 最 后 一 个 驰 灼 小 于 1; 所 以 ， 
只 要 zl 和 1 就 显然 有 rar 一 0。 

有 趣 的 和 是， 虽然 如 西 形式 对 一 1 与 1 之 间 的 一 切 < 值 能 完全 
解决 这 个 问题 ,但 它 在 z=1 罚 不 能 条 出 什么 千 痊 ; 在 这 情形 我 们 


得 


如 于 


: [ra (D100)", 
但 因 上 能 随 # 而 变故 不 能 断定 (一 四 一作 
”中 并 及 这 里 可 由 过 刘 甩 尔 榨 朋 法 起 羡 [x| <1 时 的 艳 对 收 旬 及 15| > 工时 章 改 


散 。 在 z= ， 导 溢 弟 下 尼 冯 宇 轴 有 (大 相对 ) 作 名 性 ,所在 z= 一时 得 一 一 变 号 发 散 届 和 
趟 雪 ，。 


-一 tO 一 一 


. 划 此 , 总 起 来 详 , 对 区 了 册 {一 1,1] 赤 所 有 x 值 确实 有 


国 (LT2) = 一 全 + 全-…( 一 DD" 玫 二 … (21) 
就 中 在 z=1 时 我 们 得 已 知 的 角 数 
in2 一 了 一 村 十 言 一 …… 十 (一 1D" 二 十 (22) 


由 胡 数 (31) 还 可 以 推出 其 他 有 用 的 展开 式 。 例 如 ， 在 其 中 以 
一 z 代 xz( 在 此 读 为 |x| 二 1) 并 由 报 数 (21) 减 去 这 所 得 报 数 , 如 此 导 
出 下 面 的 灶 数 : 


in re 十 一 1 zr: “十 可 pe T+ {23) 


在 此 他 Y= 于 了 各 二 了 间 古 一 个 任意 的 自然 数 。 弃 然 这 时 侯 


| 
1l—xw ” 
则 我 们 得 展开 式 
ntl_ 2 _ 1 1 1 1 .,... 
i -而 | 1+ 各 ont1)it Ct | (24) 
它 在 放 第 对 数 时 有 用 [262 段 ]。 


257， 斯 替 尔 灵 公 式 ”作为 展开 式 (24) 的 田 一 应 用 我 们 指 凡 如 合 由 它 
导出 一 个 重 吉 的 分 析 储 式 , 所 请 斯 殖 尔 灵 公 式 了 了。 
人 


1 + 1 
这 个 式 于 得 然 大 天 1 而 


1 
+ Contin Tt" -1 二 TCR 二 TI 


ts Shes 
可 时 我 全 有 
La 


0D James Btirlingt1692 一 1770) 是 英国 数 举 家 。 此 公式 惧 讲 于 1730 年 。 


四 叶 , 肥 方 突 而 得 


和 4 要 
13 
. < 人 + 二 | 8 A , 


现在 我 们 引入 辽 样 一 个 自然 指数 的 图 数 : 


__ 
人 
于 是 . 
1 %#+ 晶 
oC 
Ee 安 ” 
而 由 前 面 的 不 等 式 有 


1 FET 
de < lst1) 一 号 I 站 
n+l B12tn ti 


如 此 , 一 方面 5。>an+s， 而 另 一 方面 基 


"i 1 
dn Ln eg 网 了 


如 此 , 变数 an 随 戎 m 的 第 闪 而 递减 (保持 下 有 界 ， 例如 0 是 一 个 下 界 ) 并 
目 趋 于 一 个 有 限 的 狼 腿 m 变数 ane” 3" 剧 北 给 而 显然 洁 于 同一 极限 4( 因 
_- | 
e 7 一 1)。 斌 然 对 任何 * 成 立 不 等 式 


1. 
ne li ny 


1 


机 _ 
EA 


(8 这 个 数 一 般 恒 水 是 硝 世 而 这 的 ) 回 忆 变 获 a 的 定 立 蝶 们 得 : 
nN dA 上 (全 (0<9<1). (25) 


现在 只 弄 下 来 决定 常数 4 了。 这 用 到 188 段 的 瓦 里 其 公式 ， 它 可 同 成 这 
样 的 形式 : 


ww 


Y=! 2 
Lm 于 1 2 一 11 
荆 后 一 滋 数 可 斐 形 如 -F: 


一 5 一 


2n11 {ml Dan (yl 3) 


一 ae 一 


C2n—1)}1 2 2nl 
这 里 0 代 之 以 下 式 : 


而 251 代 之 以 类 似 的 式 子 : 


狼 初 等 的 化 秘 我 们 得 册 
TT i ， 可 3 上 你 
了 = im Cri 
如 此 g= 2r， 
将 琵 e 值 代 太 公式 (25) 我 们 就 导出 其 杞 尔 灵 公 式 : 
可 “VD em (O00, 
如 果 栈 去 最 后 一 乘 数 风 得 近似 公式 了 
神 ] 二 和 5 全) ， 
它 可 用 来 计算 很 大 的 革 值 的 足球 得 。 所 了 略 去 的 滋 数 不 难 拓 计 其 相 | 


它 显然 小 于 e371。 

斯 替 尔 有 公式 在 概率 只 及 未 时 学 里 常常 用 到 。 

258。 二 项 式 籽 数 最 后 ， 我 们 取 f(z) 一 《1 十 2 而 加 是 一 
个 任意 的 实数 , 异 于 6 及 所 有 自然 数 (对 自然 数 几 则 得 已 知 的 牛 瑟 
有 限 展 开 公 式 )。 在 此 情形 巷 曙 般 数 有 这 样 的 形式 [108 自 , 4)]: 


Lm 十 


二 于 是 as 
和 了 


蕊 是 艇 二 项 式 航 数 ， 而 其 系数 是 微 一 项 式 系 数 ， 在 所 作 尖 于 了 的 
假 蕉 之 下 这 些 系 数 洛 有 一 个 是 0( 反 之 ， 如 果 m 是 自然 数 ， 园 x* 1 


中 宦 其 秋 也 是 斯 再 汞 灵 所 建立 的 。 


65 一 

及 所 有 忆 下 各 项 的 系数 都 成 0) 。 由 适 舰 具 东 检 崇 法 [243 段 ] 不 难 
确定 ， 在 |4| 一 1 时 二 项 式 般 数 契 对 收敛 , 在 ix| 之 1 时 发 散 ， 余 项 
ra (2) 的 研究 我 们 将 在 1z| <1 的 由 机 之 下 进行 ， 而 即 到 共 哥 西 形 
式 (9) [ 接 将 船 日 形式 在 此 不 能 对 所 有 我 们 关心 的 z 位 给 由 答案 ]。 

因为 

fl) =m m1) ma mn +e 1 
于 是 余 项 

pm De mo 0) (1 pyraent, 


变动 节 数 的 精 合 法 可 将 它 写 成 这 样 : 
rn) 一 


mm—D On- 2 min+1) ». nif1— LE 
Tn "mr 1 or) Tp 


这 三 个 式 子 里 第 一 个 就 是 相应 于 指数 mr 一 1 的 二 项 式 般 数 的 
公 项 ; 因为 在 |z| <<1 时 一 页 式 航 数 无 疮 对 什么 指数 都 收 马 ， 故 此 
式 在 2 一 se 肘 趋 于 0。 至 于 共 余 丁 式 ， 则 第 二 个 的 艳 对 值 介子 与 % 
无 闫 的 两 个 界限 : 

| (人 一 | 如 3 与 oaz]。 Gla 
之 间 ， 第 三 个 , 也 如 在 256 段 里 一 样 ,小 于 1。 如 此 ， rsx) 一 0， 盈 
对 gl|<1 有 展开 式 


G 1 tm Da 十 
二 zf 入 一 en La (26) 
它 也 点 牛顿 之 者 见 称 。 
我 们 还 没有 接 执 到 它 在 x= 士 1 摧 信 之 下 是 向 适用 的 天 题 , 因 


为 它 的 解决 需要 余 项 的 祖 半 研究。 我 们 只 指出 , 在 s 二 1 时 展开 式 
(96) 对 zr>> 一 1 成 站 ;而 在 x 二 一 I 时 对 m>0 成 立 。 


— 6 


我 们 指出 二 项 式 融 数 的 一 些 特 便 ,例如 加 = 一 了 十， 一生 等 情 


形 : 


lt Dt (lscl) 


《寻常 几何 毅 数 ) 其 水， 


VITZ=1 二 十 x 一 二 mm 十 二 富家 


_ CE 
Ba” +16*.— To8* + 


… 士 (一 D1 ?十 … 【一 1<<z<l) 
及 
tr 一 福 "mr 一 … 
t(D (ll). 
”要 注意 的 是 ， 在 有 理 数 芭 的 情形 二 项 式 航 数 总 是 输出 根 式 的 
算术 值 。 


?59。 关 于 余 项 研究 的 一 个 乱 注 “在 以 上 关于 夯 数 的 鼓 劳 般 数 姑 开 式 
的 各 个 实 途中 对 一 葬 司 简 数 收 煞 的 > 值 它 全 的 和 着 是 生 于 不 画 数 。 所 以 芒 
者 可 能 会 这 桩 猎 测 : 要 吉 鞭 腻 开 式 (4) 或 (6) (44, 贴 丙 ) 一 般 只 要 确定 级 数 的 
收 航 性 , 花村 不 必 肚 目 关 柔 (5): 
lim Lr nlT) = 个 . 


但 事实 上 上 和 圭 不 如 时 。 各 看 过 个 章 下 的 例子 : 


天 了 = az 二 0 时)， FAD =0,. 
站 w 寺 0 时 它 民 有 各 阶 富 颖 流 : 


= 
f(s) = Ee, fo)= (二 + 二 je 
而 一 般 地 
1) P(E) Cn 了 33 C27) 
这 星 了 Pu(2) 是 z 的 整 多 项 式 (3n 欢 )。 这 现 律 不 难以 数学 归 委 法 是 明 其 一 般 
成 立 。 


”一 儿 一 


更 在 来 邢 明 , 在 点 z= 0 我 们 这 个 事 数 备 阶 的 导数 也 都 存在 ; 并 至 都 等 种 
0 。 害 实 上, 首先 是 * 一 0 时 ， 


1 
DT -二 0 
er 
如 此 产 (0) 二 0@ ， 我 休想 我 葡 求 证 明 的 论断 对 所 有 到 # 阶 为 止 的 导数 者 已 
狠 是 正确 的 。 于 古 [ 参 天 (27)] > 一 0 " 


Fo ~ fC0) wt 2 7"(s) ) 。 
守 TT 
因为 分 子 是 高 - 形 式 的 诸 项 之 和 。 这 就 是 葵 ，f"m+0(0) =0。 按 数学 归 儿 浊 
我 们 的 医 完 他 征明 了 。 
这 个 季 数 全 是 0 的 医 数 的 卖 克 洛 林 笑 数 (6) 对 一 团 z 值 都 收 侣 ， 但 对 性 
何 值 ( 除 z=0 寻 ) 都 不 表示 原来 的 圆 数 。 
如 此 , 种 先 定 骨 戴 劳 禾 数 的 收 合 区 域 具有 辅助 的 用 处 : 借 此 有 时 能 程 玩 
得 除 郑 些 使 籽 娄 发 散 的 zx 值 而 不 加 考 患 , 因为 对 于 这 些 值 ， 竺 果 显 然 是 否定 
的 。 在 发 数 收 航 的 于 些 信 上 则 只 有 研究 基 落 公式 的 余 硕 才能 对 明基 区 概 汪 
之 和 就 是 原来 的 画 数 。 


8 7， 用 级 数 作 近似 计算 
260， 癌 题 的 提出 以 所 得 骨 许 具体 展开 式 为 例 来 腥 明 如 何 利用 无 交 
各 数 做 近似 计算 。 我 悟 先 流 几 名 关于 稻 数 的 一 般 的 医 。 


部 轩 一 个 数 上 4 可 从 展 为 条 数 : 
= 十 a 二 a 二 十 站 十 


@ 顺便 提 一 下 , 控 格 和 日 办 为 要 一 个 (不 恒 剖 也 0 的 ) 陋 数 在 某 点 束 由 共 所 有 各 


阶 导 数 全称 于 0 蚌 不 可 能 的 。 呈 西向 凡 了 他 前 一 个 例 于 来 反 隔 拉 铬 裔 日 的 见解 ， 
全 这 是 网 为 一 般 地 对 任何 指数 上 0 我 们 有 


入 
lim < -0 
PE 


(类 网 1,4)] (让 一 点 今后 要 也 住 )。 效 里 的 z 就 是 二 (z-0 时)。 


一 怠 一 
这 里 av as mo … 是 一 些 方便 的 数 (通常 是 有 理 数 ), 而 我 们 今 近似 地 
本 之 几 # 一 @1 十 在 3 十 … 填 下 
基因 会 课 对 所 有 闪 祭 的 强项 而 产生 的 校正 数 由 余 项 
Tn = nti 
至 凡 。 在 ”充分 大 时 误差 可 随意 地 小 ， 而 使 4， 能 以 任何 项 定 的 精确 庚 来 志 
三 4。 

我 们 关心 的 是 要 能 简捷 地 全 内 余 项 as 的 信 信 ; 这 使 我 们 在 未 次 计算 部 
分 和 时 只 要 所 得 近 仆 值 法 到 所 机 求 的 精确 产 就 可 以 及 时 停止 。 

如 果 所 考虑 的 是 交 鱼 规 数 并 且 项 的 绥 对 依 一 玛 递 降 ( 水 下 尼 苞 型 ), 期 我 
们 已 径 知 道 [244 段 附注 ] 空 的 侠 项 与 首 项 向 正 负 号 而 杂 对 什 小 于 首 项 。 这 
种 佑 镇 就 其 能 单 合 喜 已 不 能 再 要 求 有 所 改进 了 。 

比较 复 染 一 些 的 是 正 项 锋 数 的 情形 。 这 时 候 通常 普法 找 一 个 各 项 炉 大 


而 容易 求 和 的 正 项 般 数 ， Da。>an， 并 且 肥 这 新 航 数 的 余 项 吃 的 
- 1 : | 


大 小 ff 为 人 项 on 的 全 秆 :ew 。 例 各 ,对 珊 数 己方 本 di 


二 1 
pe mi 三 TD = (= 1 襄 nr? 


mtl 
币 对 对 疾 数 1+ 3 


1 
于 于 二 ne ma 3 TD nl 


miti" 


[这 个 佑 值 法 我 们 在 和 9 段 计算 。 时 实际 上 用 到 过 ]。 

寻常 求 一 数 4 的 十 进 近 人 九 值 时 释 数 的 沸 项 也 可 能 没 有 素 为 十 进 小 数 。 
在 化 为 十 进 小 数 时 , 电 昆 数 的 化 整 而 引起 新 的 误 莽 , 这 也 须 计 入。 

项 后 , 我 们 指出 , 共 非 每 个 其 和 为 数 4 的 航 煞 都 适用 于 笑 际 作 数 4 的 计 
算 ( 巷 至 其 各 项 入 单 日 余 项 容易 估 值 时 也 未 必 落 用 )。 问题 在 其 部 分 和 收 黎 
的 快 惕 也 就 是 访 部 分 和 让 近 4 的 快 锰 。 

我 们 了 欢 下列 商 才 数 为 例 [ 参 关 255 段 及 256 段 , (22)] 


坑 
pl 
| 
| 
十 
| 
1 
十 
六 
Fa 
| 
上 
| 
| 
十 


— BD 一 


它们 各 为 工 及 ln2 的 展开 式 。 这 商 个 角 数 收 争 得 钳 ; 如 果 用 以 求 那 两 个 数 
的 近似 值 , 姑 须 求 很 多 项 的 和 闻 兹 达到 尚 庆 的 准确 性 。 下 面 我 们 不 难 利用 较 
适当 的 科 数 以 很 大 的 精确 度 来 求 续 二 数 的 十 进深 似 值 。 

261. 7 的 对 算 ” 回 凶 已 知 的 反正 切 禹 数 [255 眉 , (19)]; 


一 Ca < 
aret 3 一 2 一 三 十 百 一 了 十 (~—I1<r1). 


如 果 取 = 六， 则 aretg zx= 革 ,而 得 狼 数 


它 已 烃 适 于 作 寻 算 了 。 
但 还 有 更 便于 计算 * 的 级 娄 。 我 们 令 “= aretg 二 ,于 是 


10 
1 5 13 _120 
5 STI S41 
144 


te «= 


由 于 二 各 接近 十 1， 故 显然 角 各 接近 于 二 使 = 4 一 二 ,我 们 有 : 


120 
119 1 


te P= 10™239 P= aretg 35 
116 
由 时 得 到 这 样 一 个 五 式 ，; 


r=16a-48=16 后 - 工 , 工 + 工 . 工 _ 工 ， 去 + 


1 1 1 1 1 1 1 
tr 
如 果 我 们 按 上 式 来 订 算 " 至 小 数 点 后 第 七 位 。 只 须 计 算 公 式 中 书号 凸 
的 孝 些 项 就 够 了 。 因 两 极 数 都 属 荣 fF 尼 兹 型 , 卓 在 被 减 数 和 闫 烙 中 所 合 齐 项 
的 校正 数 备 疙 : 
16 .1 
OA TI 及 0h i 


将 所 保留 腾 项 化 为 十 进 小 数 ,而 到 到 第 位 数字 (四 合 王 人 )。 把 计算 列 成 下 
式 ( 括 弘 里 的 + 或 一 下 示 校正 数 的 正 负 号 ); 


一 人 0 —— 


下 -8.20000000 es= 0.04260667 (一 ) 


1]6 6 


+55:= = 0.00102400 5 
16 16 _ 
村 号 =- 0.00000091 + 1 ii = 0.00000003 (一 ) 
T0001 07035555596 
— .000049 =0.01673640 (十 ) 
O01073030 
算出 所 有 退 正 数 我 们 有 : 


3.15832895 < 16u<3.15832898 
—0.01673632<<—48< 一 0.01673630, 
而 
3.14159263-<"<3.14159268. 
如 焉 丸 于 得 旧 "==3.1415926…, 而 所 有 写 册 的 位 效 都 是 精 销 的 。 
263- 对 数 的 对 算 ”计算 根 据 的 是 256 自 中 的 毅 娄 (24): 


ln = In 《如 十 二 -ln 其 一 
1 1 1 
= 元 1+ 却 . [十 | (了 
在 R= 二 1 时 得 1n 9 的 腿 开 式 : 
2 1 11,11,.11,.11 
ln 2= 呈 (1+ 读 ' 于 十 吾 ' 站 十 韦 , 南 + 二 可 1 
11 1 


:| 
+ 秀 ' 交 + 访 - 面 + 逆 " 痪 +) 
这 个 发 煞 完 生生 于 作 计 算 。 例如 ， 我 们 来 征明， 只 限于 所 写 册 峙 项 巨 能 求 
in 2 精 殉 至 第 九 亿 十 进 娄 字 。 


事实 上 ， 和 轩 由 入 用 二 守 全 合计 川 相 应 校正 攻 为 
2:1i1.1,1 1 
A 2 (十 gt Bt < 二 六 19- mt + 下 二 " -= 


1 2 
= 1210. 10m: 


寻 等 型 (1) 数 后 第 二 位 , 把 计算 列 成 于 式 


3 .6000666667 (~ )} 


2 


=0.0046460905 ( 干 》 


=0.0001306421 [二 +) 


2 
Sn 1 一 60000112901【5 一) 


2 
0.0000010964 (一 ) 
二 -0.0000000965( 一 ) 
5 


2 
ET =0.0000000093 C— 1】 


=0.0000000009 {十 3 
0.6931471805 


— 
1 人 


算出 所 有 校正 数 我 们 有 ; 
0.6931471802< 1n2<-0.6981471809, 


而 
jn2=0.693147180",, 


所 写 9 位 狂 字 都 是 精确 的 。 
甫 在 全 5I 中 9 一 机 我 位 每， 
ln5 一 2in3 十 卫 (T+ 寺 .二 二 1.1,.. 小 
利用 已 沟 算 几 的 la2 秆 ,不 难 由 此 有 公式 算出 ln5, 然后 算出 In10= in2- 十 1n5。 
于 是 可 以 放任 坷 精确 许 算 二 楼 化 自 才 对 激 为 于 进 对 灼 的 揽 


1 
NM a It 
这 模 等 于 双 =0.484294481…， 飞 以 措 , 我 们 就 求 得 十 进 对 数 . log 3 用 Iog 5。 
在 其 不 公式 (4) 星 我 倍 也 化 成 本" 进 对 数 ; 


一 悦 一 


2 141 
log (nt 1) logn 一 区 2 和 | 1 二 3 7 


1 LL : 
5 (ZnF1)t “| (2) 
这 里 全 n=80==23.10 拉 且 注意 % 十 1=81=34, 如 此 有 


1 1 1 ) 
4log3 一 alog2= 和 (1+ 亏 “38001 15" 360517 + + 


由 时 不 维 求 内 log 3。 其 次 ， 在 公式 [2) 里 合 3 一 2400 一 33. 103， 我 们 有 
半生 e240 二 7 以 法 


3 -00T+- 小 
如 王 谣 求 担 log ?7。 选 配 类 似 的 烤 的 租 合 能 以 任何 精确 大 来 求 二 数 的 对 洲 ， 
然后 乘 以 一 些 和 月 然 元 而 匠 起 来 就 可 求 出 省 个 合成 业 的 对 小 。 

也 可 民 荣 取 另 一 做 尘 , 直接 算出 相 撮 自然 狐 的 对 水 而 用 人 了 么 (的 由 ]ogn 
涟 至 log 人 二 17。 如此, 不 骨 算 3000 得 10000 的 对 数 我 们 在 及 趟 (3) 所 内 取 
一 项 , 郎 近 械 地 倒 


log {n+1) 一 logn= 


diog7 —310g2— lo0g3—2= (+3 


2 3 一 be 


在 上 疆 校 正 数 汶 


1 1 
^a= 到 2 计 Dts Wii -上 

1 
Ti nt t" 上 


名 本 2 
“32 1). :A cont ~ D4 


放 然 我 们 这 里 wz103， 而 3 开拓 1 ， 划 


一 5 | 1+ (24 十 二 


1 1 
210™ 2-10m 
即使 所 有 联 差 都 加 起 来 , 则 总 误 基 仍 小 于 刁 55 一 训 -15s。 但 如 果 另 按 


第 一 法 计算 出 一 汉 列 控制 对 数 时 , 不 难 避 更 这 种 观 差 的 佘 积 。 这 样 瞩 可 以 达 
到 大 得 多 的 精确 底 , 而 同时 保持 第 二 法 所 加 有 的 计算 骨 动 性 ， 这 特别 在 个 大 
走时 很 有 价值 。 


第 十 六 章 ”函数 序列 及 函数 籽 数 


$14. 均 习 收 败 性 


263， 导 划 ” 前 面 我 们 已 诗 论 过 无 办 序 列 及 其 极限 ,无 雾 赵 数 
及 其 和 ; 这 些 序列 的 元 素 或 圾 数 的 项 都 是 常数 。 固 然 , 有 财 其 中 也 
引信 变数 作 和 参数 , 但 在 研究 时 破 常 痊 以 常数 值 。 如 此 ， 上 比方 谣 ， 涩 
我 们 确定 序列 


人 到 + 下 +) (+ 
有 航 限 ez 时 或 赵 数 
2 一 和 二 各 一 于 (一 1)" 于 二 
有 和 ln {1+2z) 时 zx 着 基 常 数 。 序 列 的 元 尝 及 其 极限 或 裔 于 的 项 
及 其 和 的 丙 数 性 质 我 们 是 完 休 不 厌 及 的 ; 现在 我 们 将 注意 力 引 向 
这 一 方面 。 
设 答 了 一 个 序列 , 其 元 来 是 同一 变数 ”的 桓 数 
fw), Fale), fle), ee Fr lr) (1) 
确定 在 变数 的 一 个 变 域 多 = {zx} 了 。 裔 对 六 内 每 一 x 值 这 序列 有 
一 有 限 极 限 ; 它 肛 然 完全 由 2 所 确定, 则 也 是 洛 内 的 xz 的 两 数 : 
f(r) -= limfa (2), (2) 
它 称 治 序 列 (1) 或 夯 数 fa (z) 的 极限 责 数 。 
现在 我 们 美 它 的 不 光 是 在 务 归 点 站 上 极限 的 存在 ， 而 也 关心 
极限 曾 数 的 男 数 性 质 一 - 即 其 速 秆 性 .导数 及 积分 等 问题 。 


由 通常 这 是 一 个 区 阅 ;但 我 们 姑且 保持 最 一 拌 的 情形 而 反光 理解 为 任 一 无 次数 
于 


一 一 

我 傅 已 在 234 段 看 到 ， 煞 序列 及 其 极限 的 佑 论 只 是 数 项 毅 数 
上 及 其 和 的 讨论 的 另 一 种 形式 。 吕 在 我 们 来 前 沟 一 个 字数 ， 其 各 项 
汐 某 区 城 光 内 同一 变数 工 的 醒 数 : 


Dw (0) = 2) Fa (0) 4 + (3) 


发 这 个 毅 数 在 移 的 每 个 2 值 上 都 收 艇 ; 于 是 其 和 得 基 一 个 了 
的 页 数 fz)。 这 和 可 由 (2) 那样 的 极限 等 式 来 确定 , 这 里 fr(2) 理 
解 汶 部 分 和 
fr (x) 一 名 人) 十 aafz) 十 -二 Wn C2). (4) 
反之 , 如 果 合 
Wn) = fv, (x) = (2) 一 六 人 2， 
Wn CF) = fs 8) — fri le), 
则 性 意 答 定 的 序 齐 (1) 的 航 跟 画 数 问题 可 以 采取 报 数 (3) 的 求 和 了 间 
厦 的 形式 来 镍 究 。 我 们 常常 要 同 曙 数 裔 数 打交道 ， 因为 用 这 种 形 
式 研究 极限 面 数 在 实际 上 通常 是 比较 便利 的 。 
这 里 也 要 注意 , 我 们 所 要 和 仔 和 卫 罕 的 对 象 不 单 是 打数 (3) 的 收 
效 疝 题 , 也 还 有 其 积 的 画 获 性 质 , 这 我 们 在 前 面 已 泾 提 过 。 
极限 丁 数 ( 报 数 各) (x) 的 夯 数 性 质 实 际 上 不 仅 依 下 于 两 数 
f(z) (或 般 数 硕 ) 的 记 数 性 质 ， 也 依 关于 f(x) 趋 近 于 了 (z) 的 性 
质 。 我 们 普 先 要 来 讲 这 方面 可 能 出 现 的 几 种 典 独 情况 ， 
264. 均匀 收 襄 性 及 非 均 匀 收 敦 性 ”我们 假 谣 对 性 内 所 用 
值 等 式 (2) 重 成 立 。 按 艇 限定 义 这 就 是 谣 : 只 要 指定 了 客 内 一 个 于 
什 ( 汶 了 了 机 处 理 男 定 的 数 序 列 》 对 和 尾 何 给 定 的 8 人 0 忆 可 找到 这 样 
一 个 序号 六 ,使 得 对 所 有 > 醒 成 立 不 笑 式 
1 一 了 (1 一 8， (5) 
这 里 即 台 解 为 预先 指定 的 犀 个 佳 。 


和 和 


如 果 取 另 一 zx 值 , 划 得 另 -- 数 序列 , 而 对 同一 8 所 找到 的 序号 


SS 一 

坟 可 能 已 不 适用 ; 子 是 必须 代 之 以 较 大 的 。 和 但 2 可 取 无 擂 多 个 值 ， 
如 此 在 我 们 面前 有 无 券 多 个 不 同 的 收 化 于 极限 的 数 序 询 。 对 于 每 
一 序列 要 各 别 找 它 的 一 个 如 ;于 是 发 生 这 样 的 轩 题 : 是 否 存 在 这 样 
一 个 序号 罗 , 它 在 所 葵 * 之 下 能 同时 适用 于 所 有 这 些 序列 呢 ? 

我 全 来 举例 指出 , 这 样 的 共同 序号 不 在 有 一 些 情 形 是 存在 的 ， 
在 有 些 情形 旭 不 存在 。 

1) 先 设 

fn (2) = J Tia (2) = limfs (x) =0(08zr<1). 

因为 这 里 


Oh 


故 立 即 可 看 出 , 要 不 等 式 太 (z) <s 实现 只 要 取 %> 直 就 行 了 3， 而 
不 治 = 是 什么 值 。 如 此 ,比方 跟 了 = 可 贡 ) 在 这 情形 就 同时 适 
用 于 所 有 = 值 。 

2) 现在 我 们 全 


fa (2) — Tr fe) =limfa Cs) =0(0<%<). 

对 任何 固定 的 z>0 只 要 取 > 大 二 ) 就 能 使 f(s) 一 二 < 
<s。 但 另 一 方面, 不论 % 取 放大 ， 对 于 画 数 了 s(x) 在 区 间 [0， 1] 内 
站 可 找到 一 点 (比方 觅 点 = 于 ) 在 芒 点 面 数值 等 于 村: 了 (二 )- 
= 立 。 如 此 , 要 赁 7+ 的 境 大 来 使 对 0 至 1 阅 所 有 合同 时 有 f(z) 
一 亏 是 做 不 到 的 。 换 句 范 嫂 ， 对 8 一 部 已 码 不 存在 同时 适用 于 所 


山 ” 关 于 可 (本 这 本 号 参加 第 一 禾 第 一 分 册 31 商 。 


一 于 一 
用 值 的 共同 序号 入 了 ， 

图 2 是 在 =4 及 n= 细 时 图 数 的 图 象 :图 中 特别 最 眼 的 是 高 
度 为 二 的 巍 , 它 随 着 的 增 大 而 自 右 向 左 移动 。 虽 然 当 # 增 大 时 ， 


曲 嫉 序列 的 点 沿 着 任意 个 别 取 定 的 欠 疏 线 而 无 限 趋 近 了 于 * 轴 ， 但 
没有 一 条 晤 米 在 c=0 末 ~= 工 全 程 内 整个 接近 于 肪 畏 。 

在 第 一 例 , 所 考 害 的 面 数 情形 就 两 样 了 ; 我 们 没有 了 而 出 它们 的 
图 条 , 因为 它们 , 例如 在 %n 一 4 或 40 时 , 可 由 图 2 的 男 象 将 所 有 和 
坐标 线 籼 至 四 分 之 一 或 四 十 分 之 一 而 得 。 在 这 情形 则 入 就 在 其 全 


程 内 接近 于 > 轴 。 


i 
at 后 


现在 我 们 来 下 一 个 基本 定义 : 

如 果 1 序列 (TD 在 光 内 有 一 极 腿 西数 了 (z) 并 且 2) 对 每 一 数 
>0 都 存在 这 样 一 个 与 ?无关 的 序号 N, 使 在 "> 六 时 不 等 式 (5) 
同时 对 终 内 的 所 有 = 都 成 立 , 则 称 序列 (1)[ 或 国 数 九 (z) ] 对 区 志 
和 内 的 > 均匀 地 收 做 于 [或 着 于 ] 画 数 7(m)。 

如 此 , 在 前 面 第 一 个 例 生 本数 (2) 对 区 间 L0, 1] 内 的 x* 均匀 
地 趋 子 0 而 在 第 二 例 划 否 。 


一 7 
我 们 辟 求 春 儿 个 非 均 匀 收 做 的 例子 。 


3) 如 时 
fr) sn (Ox 1), 
部 在 Y<d 时 
fr) = lim fn) 一 小 
失 且 DD) 上 =1。 


在 这 情形 不 等 式 2* 二 ett 过 1) 三 不 可 能 同时 对 所 有 <<1 成 立 , 可 轩 2 工时 


(sn 固定 ) ce- 工 看 出 。 图 3 垃 吏 出 它 失 去 均匀 性 时 的 特点 : 这 里 极限 图 数 路 
路 请 变 , 而 峰 不 移动 。 


4) 最 局 ; 让 
fy) mn eH OTELY, 


1 2n 
fr 二 ) = 
巾 上 于 可 兄 在 区 曾 [0, 11 内 不 能 塌 号 赵 近 于 极限 丁当 ， 世 在 此 电 红 于 0。 这 同 
贬 帝 不 但 破坏 了 均 久 地 趋 于 0, 述 随 同 # 而 无 限 培 大 。 


现在 我 们 把 所 有 以 上 关于 画 数 收 和 性 所 通 的 语 搬 到 图 数 服 数 
《3) 的 情形 上 。 


摧 看 对 任何 ## 


C4) ] 及 共 第 wn 项 以 后 的 余 项 
yas)= D> u(t) =f (2) — fC). 
和 到 证 十 二 
对 任何 癌 定 z 
Limfn(z) 一 Go) 着 且 limp» (2) =0. 


如 果 部 分 和 fulz) 对 区 域 避 内 的 均匀 地 扑 于 闹 数 之 和 了 (x) 
[ 直 就 是 家 , 服 数 go (z) 的 余 项 均匀 着 于 0], 则 称 李 数 (3) 在 这 区 域 


一 

这 定义 显然 等 从 了 于; 

一 个 在 区 域 尾 内 所 有 + 值 上 都 较 刻 的 季 数 (8)， 如 果 对 每 一 
8 一 0 恒 在 在 这 痒 一 个 与 4 无 鞠 的 序号 交 , 使 在 %>> 六 时 不 等 式 

[fs C2) —f (2) | <s 或 <s 或 |pa(%) |<=a (6) 

对 内 的 所 有 = 都 成交, 则 称 为 在 此 区 域内 均匀 收敛 的 。 

只 要 变换 上 面 所 引 [各 序 烈 的 例子 ， 就 可 做 成 均匀 收 仇 政 非 均 
习 收 禾 表 数 的 岗子 。 我 们 再 添加 下 面 这 一 个 简单 的 例子 。 


5) 我 们 来 看 等 比 毅 数 Y -1; 它 在 开 区 则 一 (1, 一 1 内 收 


做。 对 多 内 任何 = 值 第 ”项 后 余 项 如 下 : gw(z) = 了 
如 果 % 尾 意 指定 , 区 显然 


. 1 .,. 
lim |gaf ge 一 了 mm pn{ x) 一 co. 


+ 一 1+0 


二 式 都 者 示 , 要 在 同一 序号 ”之 下 对 所 有 > 同时 实现 不 等 式 
lp(o1<s(s< 二 ) 


是 不 可 能 的 。 故 驴 胡 获 在 区 间 ( 一 1 1) 内 是 非 均 与 收效 的 ; 芬 别 对 
区 间 ( 一 1,0] 及 [0, 1 来 设 也 是 如 此 。 四 

265。 均匀 收 斋 性 条 件 ”那个 建立 数 序列 有 限 和 极限 存在 条 件 
的 波 尔 寨 典 -村 丁 定 理 (“ 收 就 性 原理 ”)[ 胸 段 ] 可 以 很 自然 地 化 站 
于 面 这 个 在 区 城 光 闪 画 数 序 列 (1) 的 均 匀 收 繁 性 条 性 

要 序列 (1) 卫 有 一 极限 醉 数 ， 而 且 2) 对 区 域 必 内 的 + 什 均 匀 
收敛 于 这 个 丽 数 , 则 须要 也 只 须要 对 每 一 e >0 存在 这 样 一 个 与 z 
无 关 的 序号 W， 使 在 w> 丈 时 并 在 任何 mn- 1, 2 3，… 巡 二 机 千 式 

[farm(e) —f, (x) | <=s C7) 

对 统 名 所 有 * 慎 都 同时 成 立 。 


[| 


一 上 一 

这 条 件 也 可 简单 陈述 为: 要 序列 (1) 的 收 化 性 原理 对 多 内 所 有 
zx 值 都 均匀 地 实现 。 

证 明 必要 性 ”如果 序列 (1) 有 一 极限 夯 数 f(z) 并 且 在 % 内 
均匀 收 黎 于 它 , 则 对 任 一 输 定 的 se>>0 恒 可 找到 这 样 一 个 与 + 无 关 
的 序号 入 ,使 在 n> 入 时 对 所 有 

(fn (2) —f (2) |< 
同样 得 
farmlo) -fH (ml 23 


而 出 这 两 个 不 等 我 有 (7)。 

充分 性 ” 履 定 理 中 所 指 条 件 实现 。 于 是 对 gr 内 任何 合 定 的 
值 序列 (1) 就 成 为 一 个 满足 波 尔 察 鞍 - 哥 西 条 件 的 数 序列 。 所 以 对 
这 序列 存在 一 个 有 限 极 限 , 这 也 就 证 朋 了 序列 (1) 有 一 个 极限 画 数 
f tr)o 

现在 我 们 性 意 取 一 个 %>>N 震 取 一 个 红 内 的 x 而 全 不等式 
(7?) 里 的 mt 无 限 增 大 (n 与 x 保持 不 变 )。 取 极限 得 

f(a — fa (a) | es. 

这 证 明子 f(x) 均 习 趋 于 fz), 

所 证 明 的 条 件 不 难 转 证 为 画 数 胡 数 的 情形 ， 
得 一 数 8>>0 恒 有 这 样 一 个 与 无 关 的 序 导 入 ,使 在 8 六 及 任何 
n=1,2,8,.…- 之 下 不 等 式 


之 wb0) |= oss) 4 nsa(s) Ft un ne) | <<a (8) 


而 于 如 二 1 
对 多 内 所 有 都 同时 成 立 。 

实际 上 要 确定 具体 序列 或 维 数 的 均匀 站 黎 性 ， 划 条 用 应 用 起 
来 比较 廊 使 的 充分 榨 蛤 法 , 这 通常 是 对 上航 数 来 陈述 的 。 


这 里 是 一 个 最 简单 最 常用 的 榨 腑 法 :; 
摊 尔 斯 脸 拉 斯 术 敬 法 ”如 果 男 数 胡 数 (3) 省 项 在 区 域 洛 内 注 
是 不 等 试 
Te C2) | en (n= 1, 2,3,.…), (9) 
而 om 是 菇 一 收 人 数 报 娄 


他 co 一 6 十 59 十 十 oa 十 (C) 


的 各 项 , 则 角 数 (3) 在 绕 内 均匀 收 钱 。 

若 不 等 式 人 49) 则 航 数 (3) 称 为 补报 数 (0) 所 控制， 或 者 丽 ，(O) 
是 (3) 的 控制 地 数 。 

事实 上 由 (外 我 们 得 一 个 不 等 式 

Jn 1C2) Fin ta) + a tm CX) [S01 cara + Cnrms 

它 同 时 对 区 域 多 内 所 有 = 痢 成 立 . 将 收 租 性 原理 应 用 于 数 报 数 (C) 
对 任 一 80 层 可 找到 这 样 一 个 ,使 在 nn 二 NN 时 上 面 不 等 式 右 边 
已 小 于 。 从 而 左 这 也 小 于 s 并且 是 同时 对 所 有 4 都 如 此 。 由 此 ， 
报 据 上 面 所 证 明 的 条 件 就 推出 我 们 的 论断 。 


如 此 ,只 要 锅 数 之 ,aa 契 对 收 敏 , 则 在 任何 区 癌 内 旬 
Sg, sinnzy Sn, Cognw 


re 和 = 


这 样 的 李 数 也 识 均 匀 收 化 。 这 是 因为 


(ansinnz| |a,|[, |arcosnz| la,|, 


所 以 盖 ,|as| 起 了 控制 籽 数 的 作用 。 


$ 2. 极 数 和 的 函数 性 展 
266。， 氢 数 和 的 连续 性 ”我 们 现在 来 讨论 由 尔 数 粗 成 的 闻 数 


之 和 的 副 数 性 盾 ， 这 些 性 质 荐 与 粗 成 图 数 有 关 的 。. 上 面 已 释 指 出 
过 序 烈 观点 与 无 穷 好 数 观 点 的 等 价 性 。 本 书 宁 取 启 一 观点 来 计 ， 
因为 实用 上 所 遇 到 的 几乎 从 是 无 筹 毅 数 。 要 把 对 画 数 胃 数 所 静 的 
话 搬 到 阔 数 序 刘 上 去 是 不 难 的 。 

土 面 所 引 久 的 均匀 收 做 性 构 念 在 礁 郁 下 交 中 料 超 这 定性 的 作 
用 , 如 此 它 的 重要 性 将 充分 地 表现 出 来 。 

我 从 先 从 由 过 辕 丁 数 所 起 契 的 毅 数 之 和 的 连续 性 症 题 开店。 
评 者 知道 ， 有 限 个 连 综 画 数 之 和 是 迷 线 画 数 [ 锅 段 ]; 那么 这 样 的 
话 对 无 巍 多 个 画 数 的 情形 也 成 立 吴 ? 下 面 这 个 简单 的 鲍 子 告诉 我 
们 并 不 永远 如 此 。 

我 们 斌 看 狠 数 

Dx (2) = tote) + 


也 一 寺 


(Oril1) 
在 zx=1 时 此 肯 数 各 顷 连 辣 其 总 和 全 化 为 0; 2<1 时 章 总 和 区 1。 
虽然 极 数 各 项 在 区 间 [0, 1 内 违 园 ， 但 在 点 = 一 1 报 数 之 和 有 了 癌 
断 。 在 此 叙 数 的 收 角 性 不 均匀 ， 因 为 % 项 以 后 灶 数 余 硕 x*(zx 二 1) 
非 均 匀 地 新 十 0 [264 段 , 3)]。 
定理 1 如果 苑 数 w(x) (n 一 1,2,3,…) 在 区 间 络 =[a, 区 内 
有 定义 并且 束 续 , 而 般 数 


Sa) 0) To) ee) (1) 


在 避 内 均匀 收 佑 于 其 和 f(x)， 则 此 和 在 区 隅 完 内 巡 错 。 
姓 明 在 区 . 疝 完 内 任 取 一 点 om 而 来 确定 画 数 了 (2%) 在 读 点 的 
速 首 性 。 保持 以 前 的 霄 示 法 我 外 有 
fr) =fn (8) 十 Po 人 ZJ。 (2) 
名 里 % 一 1,2,3,…, 中 的 任何 一 个 而 zw 是 这 内 的 任何 值 ; 特例 


一 中 一 
fro) = fr Co) pn (0), 
由 此 有 
{fr) — fr) le f(r) —f, (x0) 1 
十 [on ti) | 十 |gafzo) | (3) 
现在 和 葵 定 一 个 s 一 0。 由 于 该 休 数 的 均 习 收 雍 性 可 以 指定 一 
个 序 导 nn, 使 不 等 式 


[pa (2) | < 语 (4) 


在 区 更 粥 的 所 有 zz 值 上 都 成 立 ( 也 包括 <=w 在 内 )。 在 固定 的 ? 
之 下 画 数 六 (xz) 是 某 有 限 全 在 点 *=* 上 连 甘 的 画 数 wz() 之 和 。 有 所 
羽 它 在 节点 上 世 运 糖 ， 共 且 对 和 任 一 给 定 的 sz0 可 找到 这 样 一 个 
3>>0, 使 在 jz 一 mw| 二 8 时 有 


fa Ce) — fn xo) | < (5) 


于 是 , 由 (3), (4 及 (5), 不 等 式 1x 一 加 | 二 8 引出 
上 (0 — f(x0) | <a, 
这 就 证 明了 本 定理 4。 
附注 “我们 在 笑 例 上 已 看 出 ,如果 咯 去 级 数 的 均匀 收 伍 性 条 件 则 水 定理 
可 不 正确 。 但 是 均匀 收 铺 性 在 本 定理 中 只 是 万分 条 件 , 不 要 以 为 这 条 件 对 般 
数 和 的 连 午 性 也 是 必 权 的。 例如 , 瑶 数 


了 oaze me — (n— 10 (5-1"], 
全 一 于 


oo cB; 
i Cn 1)x 
>| -rt 1m 1 rs | 
L 窜 并 264 让; 4) 下 2 在 区 彰 20, 上 内 有 一 束 祸 和; 恒 和 给 于 0, 员 然 看 谈 区 新 
内 两 钥 数 的 收 薇 都 不 均匀 。 


中” 这 里 实际 上 征明 的 古 ; 出 茶点 上 床 数 竺 营 的 如 就 性 可 肉 出 共和 在 读 点 上 的 严 
蛋 性 。 


不 难 将 所 证 明 的 定理 转 泸 汶 夯 数 序列 的 情形 ， 
定理 ”如 果 醋 数 
让 (ae 《7) 

在 区 闻名 一 [a,5] 内 有 定义 并 且 速 李 , 而 序列 (7) 在 水 两 均匀 履 煞 
于 极限 图 数 了 (x)， 则 此 丁 数 了 (2) 也 在 多 失速 炉 。 

2671。 正 项 级 数 的 特 形 ”对 这 种 特殊 类 型 的 郁 数 ， 如 地 忆 史 所 
耳 明 的 , 沟 与 收 化 就 是 厅 数 和 的 溃 粮 性 的 充分 而 又 敢 要 的 条 件 : 

定理 2。 山 故 数 (1) 各 顶 在 区 间 4 = [o 5] 内 束 标 而 且 非 负 。 
如 果 坊 级 数 有 总 和 了 (z}， 且 了 (z) 也 在 区 章光 内 回炉, 划 该 释 数 在 
此 区 章 内 雹 匀 地 收 化。 

证 明 ”我 们 来 看 圾 数 (1 的 余 项 : 


yn Ct) 三 > up(r) = f(r) ~frte). 


师 王 六 十 工 
范 数 p"( 切 谣 为 两 加糖 画 数 之 差 , 也 是 连续 的 。 因 玄 胡 数 各 项 都 基 
正 的 , 故 在 + 值 同 定时 序列 {pp, (x)} 是 递 降 的 ( 非 沸 升 的 ): 
DiCL) polt) sr pn (FE) par Cr) 
基 后 , 由 于 级 煞 ( 了 在 区 间 多 内 收 笋 , 故 对 和 任何 常数 < 有 
limgn (%) 一 小 
汶 了 确立 该 裔 数 的 均匀 收 雍 性 ， 只 要 证 明 , 对 等 一 80 至少 
有 有 一 个 nn 使 同时 对 所 有 + 痢 有 palz) 二 8 (因此 时 对 更 大 的 # 值 此 
趟 等 式 成 立 更 不 成 问题 )。 
这 一 点 我 们 用 反 证 法 来 大 了 明 。 裔 对 某 一 一 0 这样 的 * 不 存 
在 。 于 是 在 任何 %=1,2,3,… 之 下 在 区 需 允 内 可 找到 这 样 一 个 值 
二 ww 使 mr( 基 so 对 序列 {at 中 断 有 元 素 完 全 包 舍 在 有 限 克 疝 
条 内 , 我 们 应 用 波 尔 察 诺 - 攻 尔 斯 脸 拉 斯 种 备 定理 [ 氏 段 ]， 由 该 序 


名利 斯 :地 局, Dini 妈 由 一 雪 1 的 是 意大利 数学 家 。 


.地 一 
列 分 出 一 个 收 就 于 极限 wo 的 了 于 序列 {zwy}。 
由 ywftz) 的 天 炉 性 我 们 有 
limpm (ny) = pm (to), 
而 不 喻 n 是 什么 值 。 另 一 方面 , 在 任何 名 之 下 , 对 充分 大 的 及 有 : 
ncn EE pm Fn) Pay (CT) Br 8. 
在 此 取 8 一 co 时 的 极限 我 们 得 
lim gm Ceny) =Pm (to) 3. 
而 这 不 等 式 在 任何 包 之 下 成 立 , 这 与 
加 limgw(zo) 一 0 
神 突 。 如 此 本 定理 证 明了 。 
如 果 将 地 尼 定 理 转 述 为 序列 的 情形 旭 香 
定理 2* 恰 由 在 区 则 一 fa, 妇 内 连 积 的 画 多 所 粗 成 的 序列 
(7) 在 wo 时 者 于 衣 限 男 数 了 (z)， 且 单 夯 递 升 : 
frrilr) 2 f(r). 
如 果 画 数 了 (ze) 在 红 内 也 连续 , 则 加 (z) 在 多 内 均匀 收 笋 子 f(z)。 
268， 逐 项 取 极 限 ”我 们 还 诗 一 个 定理 ， 它 是 定理 1 的 推广 。 
其 中 党 是 任意 的 无 究 集 合 , 有 一 个 聚 点 % 《有 腿 或 无 限 ) [32 段 ]; 
这 个 点 本 身 也 可 不 属于 和 集合 狗 。 
定理 3。 说 画 数 wu(z) (4 一 1, 2 3，…) 每 个 都 在 区 域 % 内 有 
定义 并 且 在 % 趋 于 4 时 各 有 一 有 限 极限 : 
lim un{w) = on (8) 
如 果 考 数 (1) 在 区 风光 内 均匀 收 黎 , 划 1) 由 这 些 极 限 所 各 成 的 硫 
数 


pe 


Se, 一 他 (0) 


站 画工 


一 了 9 -一 
也 收敛 并 且 3) 胡 数 (1 之 和 To 在 za 时 也 有 一 极限 , 印 
lim flz}=0, 《9) 


竹 明 按 265 段 均 匀 收 租 性 条 件 , 对 一 个 任意 取 来 的 s>0 在 
在 有 这 样 一 个 序 忠和 W, 司 在 % 禄 且 x 一 1,2,8,… 轩 69 页 上 的 不 
等 式 (8) 对 六 内 所 有 2 值 都 成 立 。 在 此 取 zx 一 a 时 的 极限 ， 工 考虑 
到 由 (8) 得 : 

| Ca4z 十 A 十 "中 Cn nt | < 8, 

如 此 对 极 歼 (OO) 实现 了 242 段 的 收 客 性 条 件 。 

如 果 必 Cn 及 Yr 各 如 惯例 老 示 其 和 , 部 分 和 及 余 项 , 旭 

C=Cs Ys. 
由 (3) 溅 这 个 等 式 不 难得 出 ; 
(ftw) -CI |fy (a) — On| + | pn) 1 + | 1. {10) 

由 于 胡 数 (1 的 均匀 收 矢 性 及 胡 数 (C) 的 轨 伍 性 , 对 任何 8>0 桓 可 
指定 一 个 如 此 大 的 %， 司 对 多 内 的 所 有 > 有 : 


ip CD |< 二 而 也 有 |Yn1 < (11) 
因为 , 旺 然 
limfn(2) = Lim Daz) = Does— Cn, 
rr 本 十 位 ml 


站 二 十 


故 一 在 4 有 限 的 情形 一 一 可 找到 这 样 一 个 8-=0, 使 在 | 一 如 | 一 8 


时 有 
[f(z) —0,| < 可 (12) 
于 是 , 在 所 指示 的 * 值 之 下 由 于 (10), (11) 及 (12) 成 立 不 等 式 
[Ko -CI 一 sh 
这 就 可 导 至 f9)0。 


二 ”车 者 点 知 这 种 葵 征 芒 是 在 三明 定理 工时 已 帮 用 过 的 。 


一 中 一 


黎 式 (的 可 以 写 成 这 形式 [ 务 闻 (8)1: 
lim pa 一 »3 {limw, (2)}s 
| nl 位 到 二 出 -于 焉 
如 此 ， 在 均匀 收 敦 时 函数 闻 数 和 的 极限 就 等 于 由 各 项 的 极限 所 和 


成 的 极 数 之 和 和 ， 换 咎 请 训 ,在 数 科 数 中 可 以 “ 深 项 取 极 限 。 
例 ”作为 这 一 般 定理 的 应 用 笑 例 ， 我 全 来 排 导 翌 老 所 熟悉 的 对 数额 狐 
L256 段 , (21)., 由 二 项 式 磅 数 [258 段 , {26)] 且 发 , 而 借助 擒 限 关系 |L 芍 段 , 3)] 


lna= lim Esa —1). 
(其 实 欧 党 在 其 "分析 引 欧 ” 里 就 是 这 样 导 亚 烤 航 攻 的 ， 但 当然 没有 严格 的 
根据 。) 
我 司令 a= ITztlz| 之 由 而 (1+x)* 代 之 以 其 展开 式 


1 于 到- 
a 


了 
Cl+o) E21+ 计 e+ 2 十 ，， 


于 是 lntl 十 区 表 为 下 起 在 一 = 时 的 概 限 ， 
kLC+a 一 a 一生 (1 和 + 全 (1- 支 )- 志 )- 


A CD A Cmts (13) 


要 注意 , 在 此 = 喜 示 一 个 常数 。 这 角 数 各 项 含有 自然数 大 变 数 作为 变 
数 。 在 其 整个 恋 域 内 中 圾 流 (13) 坞 习 地 收 敏 , 这 ( 按 维 尔 斯 腕 拉 斯 检 枉 法 ) 可 
下 一 事实 推 知 : 它 由 航 数 


Ed sl 


lz 二- 十 -本 十 …… 十 -十 (ze 常数 ,|z| 二 1) 


所 控制 ， 后 者 已 相 不 包 合 k。 在 这 情形 ， 按 定理 3 可 在 规 数 (13) 里 逐 项 取 
5 一 2 时 的 极限 , 这 就 导 引 对 数 表 数 。 


中 ”又 和 得 在 定理 3 蛙 所 妇 到 的 变数 = 的 变 城 放 可 以 是 随便 怎样 的 ;上 特别 是 它 可 
三 


一 97 一 
269。 家 数 的 末 项 积分 ”现在 我 从 来 讨 葵 收 仇 的 夯 数 级 数 和 

的 积分 中 题 。 
定理 4 如 果 丽 数 和 (oj (2 一 1 2 3 …) 在 区 间 移 = 一 [ay 5 内 
种 粮 , 着 且 它们 所 胡 成 的 级 数 (1) 在 此 区 辕 内 均匀 收 禾 , 划 航 数 (1) 
之 和 jz) 的 积分 可 表 成 这 样 : 


盾 二 1 


|raoa= Shale ja 


十 区 (or 十 二 | (gs) dx+-- (14) 
证 明 瞩 然 醒 数 ws (oz 及 大 2 都 是 连续 的 [266 路, 定理 1 所 
有 这 些 积 分 显然 者 存在。 将 恒等式 
fw) = mr) uaew) tt CE) + yal) 


在 区 间 L&, 5j 认 积分 起 来 , 得 : 


中 古 和 
| faz=j akoazr| zkz]Gz 十 六 十 | 


是 


《2 dr 十 


二 
十 | (Cra. 


和 如此, 胡 数 (14) 的 2 项 之 和 5 人 | (mi 相差 就 在 余 项 


jw 要 证 朋 展 开 式 (14) 只 须 证 明 


二 
lim EXC dr Oe. (15) 


径 然 条 数 {1) 是 均匀 玻 化 的 ， 剧 对 任何 sa 必 可 找到 这 样 一 
个 序号 六 使 在 92> 交 时 对 区 于 多 内 拆 有 了 条 都 有 


一 一 
[Pa 2) | =. 
于 是 对 同样 那 旦 % 值 有 


人 (dz < [ipl®) ldx< (65— a)s, 


这 就 让 明了 极限 关系 式 (15)。 
等 式 (14) 可 以 写成 这 样 : 


[vole- 三 | un (Cx) dz 4 


如 此 , 对 于 一 个 均匀 收 黎 的 画 数 极 数 , 和 的 积分 就 等 于 各 项 的 积分 
所 棚 成 籽 数 之 和 , 换 句 疾 员 , 在 这 情形 极 数 可 以 乏 项 积分 。 


附注 ”也 如 定 再 1 的 情形 , 淘 习 政敌 性 的 要 求 对 展开 式 (14) 的 成 立 是 蛋 
要 的 , 即 不 能 随便 陪 去 , 但 仍然 不 是 必 事 的 。266 段 的 般 数 (6) 恰 可 作 这 情况 
的 例 租 。 这 二 般 数 在 区 曾 [0, 匡 多 都 非 均匀 地 收 乱 于 画 数 f(x) =0。 但 第 一 
个 发 获 逐 项 积分 起 来 我 们 得 积分 毅 娄 之 和 为 


liml2nre "drm limt le ") = 1, 
种 | 


虽然 , 
| (rdr=0; 
但 对 第 一 般 激 基 可 得 


1 


sel Tm 


1 
lnci+n2) 
二 lm 一 0=| /Car， 
由 


例 人 于 把 所 请 第 一 关于 的 完 克 物 轩 积分 


和 


P(E)= -IT 一 
控 横 80<<T) 的 圭 展 开 。 


由 (1 十 2) 悦 的 二 项 式 灯 数 展 开 式 用 发 [258 段 ] 并 令 其 中 z= 一 tsin?5， 
得 


eh 
1 一 Can D1! 2 jn 
VI "1+ Zl Sp 


这 个 烃 数 对 ， 均匀 收 做, 因为 它 被 收 短 级 糙 1 二 之 ,Ne" 所 滁 制 , 所 以 这 里 容 


名 = 
冤 在 区 并 | 0, 也 | 办 依 » 逐 厌 积分 。 积分 出 来 并 利用 已 知 积分 [187 段 ] 


[sin2"yay 一 (2m— 11! 
bh 


2m!1] 


二， 
如 还 得 到 


FE) = 和 也 |- + 


这 个 展开 式 一 一 竺 串 是 在 不 大 时 一 可 以 应 用 于 近似 计算 。 


我 们 仿 定 理 4 对 序列 陈 浊 其 类 似 的 定理 如 下 : 
定理 伐 、 如 果 画 数 序 列 (?) 各 项 在 区 间 红 = [o 5 内 束 粮 并 在 
绕 内 均匀 收 族 于 极限 加 数 了 (wz), 则 


{far= lim 人 (x), (16) 
这 等 式 世 可 写成 
tn) da lent hen 


如 此 ， 关 于 积分 的 械 限 过 程 可 站 接 施 于 堆积 函数 。 在 这 情形 我 们 
设 , 容许 积分 号 下 取 极 限 。 

在 第 十 太 章 我 们 将 以 较 一 般 的 形式 再 提出 这 个 间 题 。 

270。 报 数 和 的 逐 项 微分 借 肪 前 一 段 的 定理 4 不 难 证 明 下 面 
这 个 定理 : 

定理 5。 发 画 数 ww(z) (n 一 1,9,3,…) 在 区 网 红 =[a, 5b] 内 


一 人 一 
有 定义 并 定 其 中 有 速 锦 导 责 数 性 (o)。 如 果 在 这 区 间 内 不 但 才 数 
(了 ) 收 敏 ,关上 且 下 何 的 由 导 府 数 所 租 成 的 报 数 还 均匀 收 笋 ; 


Sw, (C2) = re) TW 二) 十 C17) 


R=l1 


划 级 数 (1) 之 和 于 (z) 在 光 内 也 有 导 画 数 , 并且 


f(s) = Sh). (18) 


=] 
证 央 我 们 已 信人) 玫 示 散 数 (站 之 和 ; 由 定理 1 这 是 一 个 
5 的 连 迷 而 数 。 现 在 应 用 定理 + 将 报 数 (17) 在 区 竟 La,w] 内 (w 是 
粥 内 的 尾 瘟 一 值 ) 乏 项 积分 趣 来 , 如 此 得 


Jr (Pdt— Tl 


nk 


但 显然 , 
霹 (at =u (7) 一 2nf nL 


[f(bar= Sw) -un (0) = 


-5 un (x) _ Sg) = f(r) — fa). 


钱 然 左 边 的 积分 因 视 积 丁 数 连 种 而 有 导 画 数 六 (x)[183 段 , 12"]， 
因此 与 该 积分 只 差 一 常数 的 而 数 了 (2) 也 印 有 同样 的 导 丽 数 。 
如 果 檀 眼 如 西 以 了 夫 示 导数 则 等 式 (18) 可 号 成 
| - 三 pu) 


叶 二 二 


租 成 的 胡 数 之 和 , 换 名 萎 冕 , 这 样 的 极 数 容 胜 “ 深 项 "微分 。 
附 慎 ”我们 来 者 胡 数 


S Coe ="] 


人 El 


及 
1 = | 
n+ Et) gy T+ -D2) | 


第 一 个 役 数 在 = 二 0 时 收 航 于 0 在 其 余 点 上 收 全 于 I， 而 第 二 珊 数 之 和 到 处 
部 等 于 0。 如 果 逐 项 微分 起 来 ， 则 得 则 266 段 的 已 知 秽 数 (6)， 在 全 区 末 
[0, 1 内 收敛 于 0 ， 悍 二 者 都 非 均匀 收 化 。 在 第 一 情形 导数 所 得 成 的 役 数 在 
+ 二 0 也 收 租 ,而 在 这 里 原 胡 数 之 和 则 不 能 有 导数， 因为 在 这 点 上 不 种 秆 。 在 
第 二 情形 岂 相 反 ， 逐 项 茹 分 可 到 处 得 正确 精 果 。 这 些 例子 通明 了 “才学 汶 数 
栅 数 均 与 收 黎 "这 个 条 件 的 地 位 : 它 是 草 聂 的, 但 不 是 必要 的 。 

藏 者 自己 可 将 定理 5 转 迹 为 画 数 序列 的 情形 。 

所 有 这 些 关于 逐 项 取 极 限 、 逐 项 积分 及 微分 的 定理 建立 了 出 数 胡 数 与 
有 人 限 个 国 沼 和 之 呈 的 相似 性 。 但 这 相似 性 要 受 基 此 条 件 的 限 抽 ,在 这 些 条 人 
中 一 律 都 要 用 到 雹 名 收 钱 。 

271， 无 导 效 这 红 砂 一 例 _ 闪 法 一 闻 的 本 尼 袖 何 利用 加 站 多 归 亲 兴 一 

第 一 个 这 种 例子 属于 粮 尔 期 险 拉 斯 ， 它 发 表 于 1878 年 D， 他 的 男 数 出 
下 面 的 航 数 来 定义 ; 


Tr) = D>_ qr eosbnrg, 


对 开心 


这 里 0<a<l 而 5 是 一 个 硼 米 (并 且 9 之 1 十 六)。 这 各 数 被 收 减 家 长 


之, 所 控制 , 所 以 [265 段 ; 266 锋 ， 定 理 臣 是 均 与 收 钱 的 , 兰 卫 它 的 和 到 处 
by 


是 < 的 过 核 本 数 。 枞 尔 斯 腕 拉 斯 轻 过 铺 直 研究 ,未 于 枉 明 这 三 数 在 任何 点 上 
都 沪 有 导数 。 
我 们 举 一 个 凡 ， 德 . 魏 尔 登 所 建立 的 更 入 单 的 例子 , 它 本 展 上 也 是 以 同 


® 但 这 时 波 尔 察 业 也 赶 过 了 他 ,该 多 更 旱 获 十 类 增 的 丙 数 C1830 分 3，。 


Ta 


i 


料想 注 伐 成 的 , 内 蚌 振动 曲 灶 y= coswz 乒 成 了 振动 折 靳 。 
如 证 , 蔓 俏 以 知人) 豆 示 了 与 其 好 近 整数 间 之 盖 的 粗 对 值 。 这 夯 灼 在 等 


一 人 名 写 小 样 的 区 喇 内 (s 是 整数 ) 痢 成 入 性 男 数 ， 它 是 速 模 的 并 且 有 
周期 1。 它 的 图 象 是 一 条 折线 , 如 图 4a; 折 栈 各 书 训 利 素 士 l。 


然后 例 &=12,3, 时 


和 . 


jC) 一 


Mat 5 尖 利 这样 的 区 略 闪 是 贸 性 的 ， 忆 也 是 惠 模 的 并 且 有 周期 


去 。 它 的 图 象 也 是 折线 , 但 将 次 核 小 ; 例如 在 图 折 上 所 表 的 是 丽 散 wfz) 的 
图 积 。 在 所 有 情形 折 宣 各 书 的 君 灰 也 等 于 土 1。 
现在 我 们 用 下 式 求 对 x 的 所 有 实 信 定 义 一 个 图 数 (x): 


fz) = > wr). 


0 


因为 星 然 0<<ux(o) < 《=0, 1 2,…), 而 肪 机 数 被 收 角 锋 数 隐 1 
所 扩 制 ， 故 (也 如 龙泉 斯 腕 扩 斯 画 激 的 情形 ) 咒 航 数 均匀 收 总 ,并且 茵 数 f(a， 
到 处 名 粮 。 

现在 来 看 任意 值 zz。 上 的 情形 。 算 出 zo 精确 到 >in 一 0, 1, 2,…) 


以 站, 如 大 我 们 和 将 它 限于 这 样 两 效 之 厢 : 


Rp sn 二 1 
Ad 0 - dm 


这 里 s 是 一 个 整数。 显然 , 于 区 出 
| 0D2) 


是 一 个 讲 一 个 的 。 在 钳 一 区 间 内 可 找到 这 样 一 点 ms， 使 其 与 点 zo 的 距离 等 
于 让 个 区 司 蕉 之 侍 ;: 


1 
[2 — sol mT 
型 换 , 随 落 提 的 培 大 变 逆 加 一 zs 
现在 我 俏 来 做 用 培 重 线 : 


flew) -Fa _ Steen) = (m9). 


Tn To po Tn™— Ta 


,在 b> 时 1 站 "是 画 数 we(x) 的 局 期 亦 的 整 信 牧 ， 所 以 w(xs) 一 wu(zo)) 屿 
末 数 相应 项 为 0 而 可 忽 路 。 如 其 bcm 则 在 区 间 4 内 的 贱 性 国 数 w(x) 在 
所 包 合 的 区 有 厅 as 内 也 是 午 性 的 , 而 


Wels) 一 MD _ ,, 
二 


如 此 最 后 我 们 有 
le) fm) S41); 


Xn — To 


k=0 
换 各 话 膏 ， 臣 个 比 在 为 奇数 时 为 偶数 ,在 + 为 娼 数 了 时 为 背 数 、。 由 时 显然 ， 
在 ooe 有 时 这 增 量 比 不 能 趟 于 任何 有 限 援 限 ， 故 南 男 烤 伦 =3o 无 有 限 导 
数 。 


§ 3、 塞 披 数 及 多 项 式 极 数 
272， 寨 级 数 收 爷 区 梢 前段 所 阁 的 理 险 在 研究 宏 故 数 的 性 
质 时 有 一 重要 的 应 用 , 这 种 报 数 或 依 变 量 的 开赛 排列 ; 


Sane 一 后 十 本 于 十 到 3 十 和 十 Ca 十 (1 


打开 


或 一 般 情 形 依 二 项 式 一 zo 的 升 医 排 列 : 


= 


Sant) = 0) + 0 


前 二 从 
(2) 
(ao at aa … 在 此 表示 常数 系数 )。 这 类 灿 数 的 具体 例子 我 们 已 展 
欢 通 到 过 (特别 是 昂 第 十 五 章 86)。 现 在 我 们 已 一 般 的 形式 来 震 论 
这 所 谓 收 出 画 数 的 分 析 工 具 。 量 然 ， 我 们 只 要 讨论 般 数 (1) 就 行 
了 , 因为 灯 数 (3) 可 由 变数 替换 化 汰 (1)。 
我 们 首先 就 图 来 搞 清 楚 寅 季 数 "上 收 禾 区 堪 ” 的 构造 ， 朗 那些 使 
毅 数 (17 收 亦 的 变数 稍 > 一 到 的 集合 绕 =1{ 避 的 构造 。 为 此 答 出 下 
面 这 一 户 备 定 埋 : 
预备 定理 .如果 报 数 (1) 对 那些 异 于 0 的 值 x=F 收 和 做， 出 已 
对 任何 满 趾 不敬 式 |<| 一 13| 的 * 全息 对 收 敌 。 
出 裔 数 


[| 
> nT 一 加 十 全 天 十 dT 


的 站 化 性 推 知 , 其 公 项 扑 于 0 (235 有 段 ,5 ), 所 以 [36 眉 ，5) ]: 
z [anz" | EM (n=0,1,2,..°) (8) 
现在 我 们 取 任 一 儿 使 Iz| 过 |z|, 而 做 成 地 数 
pT 


+1anw" | 十 … [ES 
因为 [参天 (9 
w | 
去 | ， 
并 且 狐 元 (4) 各 项 都 小 于 下 面 的 收 敏 儿 何 笑 数 ( 公 比 为 | 诗 | <1) 的 
-四 应 项 


as! = [gz"|- El | 


号 久 
对 上 + 村 | 三 | 二 到-| 人 | t+ 二 | 十 
EF 交 


故 按 237 币 的 定理 1 级 数 (4) 收 铬 。 在 这 情形 , 我 们 知道 , 节 数 (1) 
想 对 收敛 , 这 就 是 要 证 明 约 。 

在 z=0 时 显然 任何 地 数 (1) 都 收 诅 。 但 也 有 在 此 以 外 的 任何 
z 值 上 都 不 收 乱 的 寄 胡 数 ， 这 种 “到 处 发散 ”的 灯 数 的 例子 有 


> ,中 or 这 我 们 不 难 用 达 抽 上 只 饼 检 驼 法 让 实 。 这 尖 表 和 数 我 们 不 感 


兴趣 。 

我 位 假设 使 胡 数 (1 收 敏 的 变数 德 立 中 有 异 于 0 的 。 我 们 来 
考虑 这 个 集 {| 到 |}; 避 可 以 上 有 界 或 上 无 界 。 

在 后 一 情形 ， 不 瞪 取 怎样 的 z 值 ， 必 能 找到 沈 样 一 个 去 使 
1z| 过 |z|， 于 是 站 镍 备 定理 对 所 取 = 值 专 般 至 契 对 收 黎 。 访 级 数 
成 为 "到 处 收 仇 ”的 。 

现在 屋 第 合 {|3|} 上 有 界 ， 并 及 ER 是 它 的 上 确 界 (如 此 
0 一 BR 一 -)。 如 果 |z|> 互 则 此 x* 值 一 定 异 于 所 有 氏 , 而 性 报 数 发 
散 , 现 在 取 任 一 z, 使 [z| 二 R。 按 确 界定 义 [第 6 段 ] 必定 能 找到 这 
样 一 个 十 使 |z| 二 [5 志 B; 而 由 下 边 预 备 定理 又 推 知 科 数 (1) 亲 对 
收 伍 。 

如 此 , 讲 明 了 这 个 一 般 的 

定理 ， 对 于 每 个 老 胡 数 (1)， 只 要 已 不 是 到处 发 散 的 ， 就 存在 
这 样 一 个 正 数 R( 它 也 可 成 为 + oo0), 使 

该 匀 数 在 |xi 二 时 久 对 妆 数 ， 

而 在 |z]>R(RB<so) 时 发 散 。 

比 数 卫 称 为 般 数 的 收敛 咎 径 。 

由 此 解决 了 髓 数 的 “ 收 航 十 > 生 的 问题， 七 就 是 由 一 下 至 站 这 

整个 区 锅 ; 只 对 其 端点 还 不 能 作 一 般 的 结论 : 四 实例 可 见 ， 在 端点 


-P65 — 


上 可 以 (条 对 或 非 攀 对 ) 收 儿 ， 也 可 以 发 裔 。 区 问 避 称 浆 识 报 数 的 


政敌 区 间 。 
对 于 到 针 慢 散 的 好 数 庆 为 B=0; 其 “收效 区 间 " 迷 为 一 
所 2 一 0 
例 1) 对 喜 数 
1 十 > 
作 天 二 
及 = ee, 政和 仁 区间 为 (一 ee 十 oe1[253 段 ]。 
2) 在 几何 规 匆 
. 1+ an 
姥 二 1 
次 博 形 R= 1, 屠 襄 区 陋 洲 ‘ ™ 1, 十 1), 西端 点 坞 除 计 。 
3) 机 站 


一 AH 人 
之 ‘DoT 
有 她 = 收 煎 区 吕 为 [一 十 十 1], 两 编 询 在 内 ,但 在 篇 点 上 的 收 钱 不 是 厢 对 的 
(255 般 )。 
4) 而 于 赵 米 


2 (一 中叶 全- 


各 1] 
B=l; 收 化 区 辣 为 (一 1 十 1], 左 端 除外 ,而 有 疯 上 为 非 艳 对 收 合 (256 段 )。 
5) 最 后 , 团 补 数 


这 里 也 有 忆 = 二 收 航 区 并 为 ~ 了 十 13 在 两 网 此 条 数 也 既 对 收 裔 【( 因 艇 数 


dp 


二 访 收 做 )。 
1 


所 有 好 上 所 静 的 对 一 般 的 胡 数 (2) 仍然 有 效 , 只 是 点 0 的 地 位 
代 之 以 点 xo, 而 政 估 区 疝 旭 自 加 一 吾 延 伸 至 2 十 召 ( 端 点 是 否 在 内 


一 半 一 
则 看 情形 而 定 )。 
附注 “如果 重 复 所 达 只 本 于 圾 数 
> ens"*m ce 8 十 2 后 十 十 enet 十 (ls) 


此 处 稻 数 依 复 谈 数 : 的 方 各 排列， 系数 也 基 复 数 [254 段 ]， 肌 对 这 种 释 数 这 
个 定理 也 成 立 : 对 每 一 般 数 (1a) (到 处 发 散 的 情形 除外 ) 痢 存在 这 样 一 个 笑 数 
RCO<RE+m), 使 |#| 二 五 时 坡 般 数 稳 对 收 铝 , 而 1#| 之 五 时 发 散 。 但 在 " 复 
数 平 画 * 上 |z| 志 BE 网 点 充满 一 个 企 径 为 五 的 轩 (中 心 在 点 z=0); 如 吨 对 里 
( 代 蔡 收 芍 区 责 的 地 位 ?出 现 了 政敌 加 ,而 收藏 尘 短 这 个 名 称 的 亲 源 也 就 明白 
了 。 

273， 霜 极 数 和 的 回炉 性 ” 设 极 数 (1D 有 收敛 生 径 E>0。 首 
上 先 可 以 浙 早 : 

1"， 无 恰 取 候 笠 一 个 正 数 7 二 ,级 数 (1) 六 对 阴 区 间 [ 一 x 7] 
内 的 ?均匀 收 禾 。 事 实 .上 , 因为 + 二 局 故 在 z 一 7 时节 数 (1) 拉 对 
收 敏 ， 志郎 下 列 正 项 般 数 收 复 : 


sm- Yao 十 le rt |as] 73 十 … 十 |eol ys 十 《5) 
妊 王 由 


在 |z1 <7 时 般 数 (1) 各 项 起 对 值 不 超过 这 报 数 的 各 相应 项 ， 如 此 
它 就 起 控制 狼 数 的 作用 而 按 维 尔 斯 觅 这 斯 检验 法 报 数 (1) 对 所 指 
那些 z 值 沟 匀 站 化 。 

虽然 7 可 以 取得 随意 楼 近 于 有 ， 但 由 所 证 明 的 仍然 不 能 推出 
在 区 浆 ( 一 已 一 内 的 均匀 收 乱 性, 这 只 要 找 一 个 般 数 为 例 [264 5)] 
就 可 明白 。 

现在 , 作为 266 良 定理 1 的 推 芍 我 们 得: 

3"， 回 表 数 (1) 之 和 f(x) 在 其 收 做 区 则 内 是 一 个 < 的 速 模 
历数 。 

无 答 在 收 做 区 箭 ( 一 马 忆 内 取 怎 样 的 值 x 二 zo 总 可 以 选取 这 
样 一 个 数 "40<7 生 天， 使 |z0o| 二 +。 将 定理 1 应 用 于 区 了 间 [ 一?j 


一 好 一 
内 , 列 我 从 由 1 可 确定 画 数 在 叱 区间 内 连 午 , 所 以 特别 是 在 2 二 zo 
时 也 连结 。 

[该 者 注意 ， 我 们 避免 应 用 定理 1 于 区 间 ( 一 请 ) 内 ,因为 这 
里 不 能 保证 均匀 巡 绪 ,1] 

堵 胡 数 和 的 过 继 性 可 以 用 来 证 有 明 关 于 堆 籽 数 恒 等 的 定理 《 献 
回忆 关于 多 项 式 的 类 性 定理 ): 

3 。 如 果 画 个 里 厅 数 

3 十 十 :十 nt 十 


主导 个 


brt™ = bot 六 二 十 box? 十 i 


在 点 x 二 0 他 近 旬 有 同一 个 总 和 ， 则 这 琴 个 裔 数 簿 等 ， 朗 相应 系数 
两 两 相等 : 

go=boy t= qo= bys On = brs 

在 下 烈 恒等式 里 全 x*=0; 

0 十 三 守 二 于 二 Bo 十 并 十 二 -， 
如 尼 立 序 看 出 mo= 6560。 例 弃 这 两 项 ， 并 两 边 队 以 * ( 厂 时 要 款 为 
Y 寺 则 而 得 一 新 恒等式 

Gr matt Bop 

恒等式 里 不 加 虱 阴 就 人 x 一 0。 只 是 由 于 两 琢 数 和 在 z=0 时 的 过 
辐 考 我 们 才能 断定 在 所 除 出 一 点 上 这 重 等 式 仍然 成 立 于 是 售 
z 一 0 而 得 a 二 5b。 会 弃 这 两 项 ， 队 以 zz 卉 再 依据 速 转 性 【如 国 才 
一 样 ) 而 得 ws 55, 如 此 进行 下 去 。 由 煞 学 归 和 粹 法 可 昔 朋 这 个 一 般 


中 ”这 里 所 指 得 不 仅 是 避 w= 0 的 双全 邻近 ( 邻 城 5 一 5 5)， 也 指 其 单项 邻近 加 
[0, 8) 或 (一 6,0]。 


的 结 给 。 
这 个 定理 建立 了 画 数 的 短 入 数 展开 式 的 惟一 性 ， 它 最 初 由 欧 
址 指出 的 。 


274. 收 敲 区 疗 端 点 上 的 连续 性 ”现在 我 们 来 考虑 关于 沟 币 获 (1) 丰收 
并 区 间 靖 品 “= 土 站 附近 的 性 术 这 一 较 精 焉 的 问题 《五 假 恰 是 有 限 的 )。 丰 
此 我 站 不 坊 限 于 计 荫 其 右 胡 4 一 巴 但 只 要 将 了 换 作 一 2 冯 可 将 所 有 巷 证 搬 
到 2= 一 二 的 情形 。 

作为 关于 只 报 数 在 开 区 并 { 一 琅 , 也 ) 瞧 的 严 核 狂 的 定理 2 的 杆 充 , 我 们 
有 下 列 定理 ; 

4 . 亚 十 尔 由 定理 ， 如 果 攻 要 数 (T 在 z= 王 收效 (可 以 非 先 对 收效 5 则 
其 和 在 此 点 上 左 厂 过 纺 , 部 


TT Te ee ee re er ee ee 


TR-O0= lim , Eo on Sa Bs, 


让 一 自 
本 来 可 先 守明 由 未 定理 的 可 设 可 排 且 才 (1 在 阴 区 有 [0 及 内 均匀 
收 伊 ,然后 应 用 266 段 的 一 般 定理 1。 但 我 们 采取 宦 接 黎明 法 。 
不 致 闫 少 一 般 性 可 短 为 召 =T (只要 以 BRz 代 “ 阅 题 就 可 化 为 这 种 请 
形 )。 于 是 , 知道 了 般 数 


政 藏 , 只 要 素 臣 明 
lim Sa 三 4 


若 下 一 搓 


避 三 放 


De = 


尊号 吕 


识 此 得 


1 天 ~ 
x" jr = dn 而 二 


外 运 心 盾 二 习 


由 Nialia Henr 让 Abalt 1802 一 4899 是 馈 感 数学 家 。 


A=(1—72) 全 dm 


天 工 必 


人 > ane 入 -Tt) > nr 
#=0 


兄 丘 则 


逐 项 机 减 ， 半 合 本 一 过 一 np 而 得 异 等 式 


A— anc = (i—r) > an, (6) 
抒 一 息 


车 站 
办 为 a, 一 04235 段 , 2 )， 故 对 任 一 答 定 的 E>0 可 找 税 这 样 一 个 序号 加， 合 
enl < 只 要 nN 
我 人 把 (6) 式 右 达 交 般 数 之 和 分 成 两 个 和 
星 加 
(1—w) > anan RL) enn. 


| 扩 班 加 十 二 
第 二 式 容易 估 值 并 且 无 篇 信和 如 何 慨 有 
[0-2) BD nr lL) |mjos< 王 :GT- 芒 袜 mm 本 
T=MN+1 里 琴 十 工 net+1 


至 于 弟 一 式 刚 x 一 工时 入 于 由 而 * 充 分 接近 工时 


如 
上 € 
1— nT | < 一 
(01-2) DJensen| < 


串 二 办 
如 此 徐 于 上 
1A— > an 心意， 
1 . 
于 就 县 肯 了 所 脸 的 论断 。 
由 用 处 而 有 这 样 简 单 的 推 葵 ， 


推荐 ， 如 果 对 疼 数 了 (x) 只 在 开 区 晴 蜂 得 到 了 里 般 数 展开 式 


Fr) = Da {—R<z<R), 
守 三 习 
但 在 囊 区 风 一 雹 , 比方 路 = 太史 鸯 昭和 有 定义 号 束 辕 , 并 及 雪 和 色 数 入 模 收 艇 
则 未 展开 式 对 之 二 号 仍 正 确 。 


一 由 | -一 
这 不 难 能 明 , 只 要 在 上 面 所 号 的 等 式 里 取 sz 一 及 0 时 的 极限 就 行 了 。 
275， 寺 级 数 的 逐 项 积分 “对 于 积分 及 微分 而 凋 , 赛 孝 数 一 - 
在 其 收敛 区 阅 范 围 内 一 -就 如 同 寻 常 多 项 式 的 情形 一 样 。 
5°， 客 报 数 (1) 在 区 问 10, x] 内 (这 里 1x1 二 及) 恒 可 溢 项 积分 ， 
如 此 , 以 了 (x) 习 般 数 和 剧 有 


|f (a) dr=aort Te + 十 … 十 二 xn (7) 
下 明 时 我 们 取 ? 介 平 |z] 与 之 阅 。 由 1° 知 籽 数 ( 了 ) 在 区 间 
[ 一 rr] 内 均匀 收效 ， 了 于 是 按 269 段 定理 4 芯 琢 数 在 区 疝 [0, zx] 
内 可 逐 项 积分 。 
我 们 举例 来 襄 明 这 定理 的 种 种 应 用 。 
1) 在 区 间 [0, zj (lzx| 二 了 内 逐 项 积分 般 数 


De 


1+z 
i 一 芋 一 3 十 X4 一， 二 《一 于) 一 1 一 且 二。 
立 印 得 出 展开 式 
i dx 四 一 1 2 
("0+ 豆芽 可 十 【一 1 机 十 9 


和 加 加 _ xz - ny + 
上 =arotgz=y 5 6 tl gt 


它们 在 站? 及 256 段 里 是 用 比 这 复杂 得 多 的 方法 得 到 的 。 因 为 第 
一 个 闻 数 在 x 二 1 时 收 钱 ， 而 第 二 个 在 z= 土 1 时 怕人 钊 ， 则 相应 属 
开 式 ( 按 亚 培 尔 定 更 的 挫 哈 ) 岂 就 在 这 坚 值 上 成 立 。 

2) 我 们 取 击 数 (1 上 zy) 的 已 知 旱 报 数 展开 式 [258 段 ] 并 在 其 
中 这 一 有 代替 (假定 |x| 二 1); 千 果 得 


{D7 一 DD 
A 1 Dr i (—1<2<i1). 


现在 将 此 报 数 在 区 则 [0, x] (一 1<z< 了 内 水 项 税 分 ,最 后 得 一 反 
正弦 的 新 的 懂 开 式 : 


下 


dr 1 a .1 3 xs 
| 证 od 5 
Be Bn) 
Dd 2 Dn 1 


按 亚 培 尔 定理 的 推 验 [274 眉 ], 这 个 展开 式 在 区 阅 端 点 w= 十 1 上 
也 成 立 , 因为 右边 的 稻 数 在 这 些 点 上 也 收 化 [例如 参半 240 段 ]。 
3) 在 许多 不 能 用 初等 画 数 卖 为 有 限 形式 的 积分 的 冠 般 数 展开 
式 中 逐 项 积分 起 特别 的 作用 [165 段 ]。 
例如 ， 由 下 面 熟悉 的 展开 式 出 发 : 


。 ca 2 2 
Bi 说 一 一半 Ts 


Fr 十 下 类! 
L253 段 , (11) 我们 得 
人 _ 1 a 1 . 4 1 nt 二 
fe da tr TTt 


这 类 屡 开 式 可 成 功 地 用 来 做 近似 计算 井 答 不 能 起 六 有 限 形式 
的 积分 编制 数 伞 表 。 

276， 堆 报 数 的 逐 项 微分 6 ， 枚 铬 数 (1) 在 其 收效 区 固 内 部 
可 和 逐 顶 徽 分 , 如 此 对 该 报 数 来 谣 ， 和 了 (ww) 的 导 计 数 存 在 并 可 下 成 : 


f (2) = Dna l= a dart nt (8) 
如 三 工 


对 无 广 如何 取 来 的 值 z= 如 (一 Raoo<< 有 外， 总 可 选 册 这 样 丁 
个 数 ro 及 7 使 |zo| < 天 ro<r 到 再。 


-- 93 一 
由 于 毅 数 (5) 的 收 教 [273 段 ], 其 公 顶 履 有 般 ， 
下 (2 一 二 2,3;-…; 工 为 常数 ). 
和 于 是 在 |x| 志 7 时 有 


他 一 于 中 一 圭 
i EE 克 | 7 (一 ) <Ln( 


(n=1,2;3,…; 。 Lo 一 二 为 常数 )， 
各 此 般 数 (8) 的 各 项 对 所 指 x 值 不 起 过 控制 般 数 
Tn Ly: a) ) + 0 Ho 人) 十 


的 相应 项 , 而 这 深 制 圾 骤 的 收 化 性 是 不 难 由 达 妥 上 尔 检验 法 来 难 
证 的 (注意 半 <1)。 所 以 ， 在 区 交 [ - ro 7] 内 由 服 数 (1) 各 项 导数 
所 租 成 的 服 数 (8) 均 匀 收 化 并且 校 270 段 定理 5, 靶 数 (1) 在 整个 
区 癌 [ -ro 7] 内 都 可 以 乏 项 微分 ,特别 是 在 点 2 二 zo。 
附注 ”我 们 在 5° 及 6° 里 年 明了 报 数 (7) 及 (8) 在 开 区 阁 

(一 ,情夫 收 钱 , 所 以 ,它们 的 收 钱 半径 不 小 于 亡 ， 但 ,要 知道 , 类 
数 (1) 又 是 由 (7) 的 逐 项 微分 及 (8) 的 深 项 积分 得 出 的 , 如 此 电 世 不 
(7), (8) 的 收 伍 牢 径 全 都 彼此 相等。 

例 “为 了 指出 定理 6" 的 效用 我 们 来 看 艇 分 方程 

zu + ut zw=0 

( 即 汶 理 物理 及 其 应 用 中 常 过 到 的 所 请 具 败 泉 吕 万 程 的 一 个 最 简单 的 特例 )。 
我 站 来 找 它 的 一 个 对 所 用 侍者 可 腺 为 艇 数 的 解 **。 

将 所 求 列 数 的 展开 式 写成 带 米 定 系数 的 航 数 的 港 式 : 


六 一 jane 
寂 三 小 
首 且 把 它 着 必 到 外 收 襄 而 进行 两 次 过 项 向 分 ; 如 下 得 


中” 驯 列 科 利 状 : 成 康 '. 具 半 尔 ( 世 WW. Bessel 1784 一 1646) 是 德国 天 次 学 家 。 


一 34 -一 


[= [= 
WE ti = > ns 
全 一 怠 


坟 一 0 


到 一 > 只 三 站 了 性 


嘻 一 1 


zu = nCR— la 


全 一 


代 人 鼓 右 程式 而 得 上 等 式 


全 十 > Co on wn] =0, 


=9 
于 是 , 按 未 理 3” 者 
ui= 0 pa on eo=0 (CH=2, ,1), 
田 此 ， 首 先 撑 数学 归 和 区 注 可 知 所 有 带 奇 烤 下 标的 当 数 qzm.i= 人 0 
3 *"'); 孚 于 带 辕 数 下 标的 柔 数 wzm 则 按 驯 归公 小 
[ tm = 一 Tam 
它们 可 用 m 旅 贞 : 
tam = —D "rr me 
如 也 , 除法 一 个 性 意 淘 汶 mo 未定 从, 蓉 于 得 及 了 肯 数 


~ 2 , 
> (— Dr" pr ara 


入 址 习 


m=], 2 


不 难 宇 接 冉 证 ， 这 个 般 激 实际 上 是 到 处 收 煎 的 。 而 由 其 得 来 和 的 方法 可 有 明白 ， 


它 所 者 的 画 效 由 满足 南方 程式 。 


利用 和 天 圾 数 蝶 等 定理 , 而 不 是 寻常 所 用 的 多 项 式 异 等 定理 。 


277， 需 级 数 作为 规 劳 极 数 ”最 后 这 个 定理 6" 鞭 出 了 震 般 数 
重复 肖 葡 微分 的 可 能 性 。 如 此 ， 条 从 前 一 样 以 了 (z) 卖 示 在 收 仇 区 


问 内 由 打数 (1) 所 代表 的 画 数 , 我 们 在 这 区 间 内 部 到 处 有 : 


中 这 是 “ 替 标 展 赛 尔 图 数 家 之 以 (7)。 


et 四 呆 一 一 
站 (zy 一 Co 十 你 出 十 Wa2 十 十 BtVR 十 
六 fo) = 1 dda 
fC) =1:2:m+2"3 grit (RR—1) na 二- 
Fa) 一直 号 30 二 十 (一 2 nT) pan 


由 


和 


如 末 在 所 有 这 些 等 式 里 分 x=0, 则 得 出 我 们 很 熟悉 的 紧 般 数 
系数 让 示 式 : 

mo=f(0), w= 了"00), m= m= “™" 
CO) 


nw 7? 


和 


[参阅 252 段 , (7)]。 如 果 对 一 般 形式 (2) 的 毅 数 来 税 [272 候 ]， 间 
这 里 的 x=0 须 代 之 以 x 二 wo。 加 上 虹 : 

7 了 ， 在 收 襄 区 间 内 由 一 个 容 寻 数 所 代表 榴 画 数 在 此 区 间 内 部 
具有 各 阶 的 导数 。 对 这 珂 数 而 音 , 访 航 数 就 是 它 的 戴 艺 级 数 。 

这 个 可 福 窟 的 命题 对 我 们 理解 前 章 所 讨论 的 问题 有 所 蒂 助 ， 
我 们 看 出 , 如 果 一 个 图 数 能 够 广 为 冠 闻 数 , 则 后 者 必然 就 是 戴 劳 报 
数 ; 所 以 我 们 只 要 研究 丙 数 能 否 表 为 其 戴 劳 节 数 就 行 了 。 

278. 如 绪 函数 展 为 地 项 式 航 数 ”能 屎 为 军 般 数 的 这 一 类 图 数 是 很 有 限 
的 。 前 自 定 理 7 告诉 我 们 , 一 个 在 荣 区 有 间 内 可 展 为 茹 极 数 的 醒 数 , 一定 要 在 
此 区 并 网上 只 有 省 阶 导 数 ; 折 生 这 样 产 格 的 条 件 ， 如 我 们 在 这 十 五 窒 $6 所 知 
[ 特 呈 参天 259 和 绒 ] 倚 远 不 是 保 征 展 为 肾 般 数 的 可 能 性 。 

对 此 极 重 要 的 是 礁 尔 斯 腹 拉 斯 (下 1885 年 ) 所 诈 明 一 个 定理 ， 它 对 任意 
的 加 禹 男 数 建 立 了 展 为 出 多 项 式 租 成 的 南 与 四 伍 枚 数 的 可 能 性 。 我 全 以 序 
列 的 请 各 陈述 之 如 下 : 


一 0 一 


Ce A md 


存在 一 个 多 项 式 序列 {Plz)), 它 在 这 区 阐 内 均匀 收 款 于 (2)。 


我 位 光 假 订 对 区 而 -0，11 而 言 。 于 是 满 足 本 定理 瑞 求 的 具体 的 凶 怖 式 
序列 基 ; 


Bn(2) = > 的 ONp1—o) "DD. (9) 


证 明和 这 一 点 时 我 什 需 要 一 系列 简单 的 恒等式 。 首 先是 , 在 任何 自然 数 
之 下 


3 (1 a) "=], (10) 


"= 
庆 可 由 (a 十 2* 的 牛 语 二 项 式 有 展开 公 式 立 即 得 出 , 只 弄 取 4 二 x,b=l 一 Xx。 其 
次 ， 


2 


> ON op . {11) 


ua 
事实 上 ; 舍 弈 相应 于 =0 一 项 , 其 杂 每 项 部 可 写成 
一 A TE 1) 
1* 2 yO 1} 
或 者 ,如果 引 大 指数 p=w~ 工 弄 成 
nr OF rt (1 tl. 


将 ”az 提出 括 纸 外 : 则 插 弧 内 总 和 为 


n—1 


人 CT 一 区 和 有 


正 瑟 恬 


Th Dr 


由 (10) 它 就 等 于 TI。 同样 
n 补 一 各 


> vr—l) Cha Ar) nm i : > OF_om (1 rn 本 


二 灿 三 内 
= 1) C2) 
最 后 , 以 mr? 沫 (10), 以 {2wz 一 1) 秉 (11) 而 把 这 些 恒 茹 式 与 (12) 水 项 加 起 
中 在 挫 尔 著 肛 拉 斯 定理 的 衣 多 证 明 中 我 休想 载 共 最 简单 的 一 个 , 它 出 于 就 隘 科 
学 院 获 士 伯 轧 斯 坦 之 手 LC. HH. Bepaummejig)。. 上 面 所 写 多 项 式 Batr)( 它 不 崔 信 半数 
天 在 有 理 点 二 上 的 秆 做 出 } 称 为 图 数 玉 2) 的 “ 伯 恩 斯 开放 项 式 ”。 


一 里? 一 
来 。 圭 果 得 得 等 式 


Dn Qnr— ly tr ot): Or (1 en 
到 三 站 


= Dnr lnrtnn— lw 


或 老化 简 后 
Dna onetl m2), 
旦 一 出 
如 果 注 意 到 对 任何 z 
-Ll < 
zz)= 寺 (3 z) < 工 
则 得 到 一 个 不 罕 式 
> Charl —a) "re 《13) 
这 个 结果 我 们 就 要 用 到 


在 区 天 [o0, ]] 里 任意 指定 一 个 + 值 。 由 (10) 可 纺 


Fin)= BD fp) + Car(l zn, 


vr 志 灿 
击 (9) 逐 项 总 此 等 式 得 
Be(o 160) = DE) -F600sm ts). (14) 
rj 


为 了 佑 叶 这 个 差 数 , 我 们 来 各 别 地 堵 相 应 于 接近 “ 的 点 一 的 各 项 及 其 余 各 
项 。 襄 得 朋 确 点 , 对 一 个 葵 定 的 数 s>0 一 由 于 画 数 疙 2) 的 连 熏 性 从 而 (75 
段 ) 它 的 均匀 连 笋 性 一 - 答 可 找到 这 样 一 个 只 与 有 关 的 数 5>0 使 

由 |z" 一 w'|<<8 即 有 {f(z 一 fz) | 《Oo "1). 


这 里 我 们 将 (14) 式 中 的 和 分 为 两 个 全 1 及 号 s; 凡 便 | 记 一 <| <5 的 各 项 归 入 


第 一 个 , 及 合 | 之 一 z| 之? 的 各 项 归 和 第 二 个 。 在 第 一 种 情形 显然 | /之 )}- 


-Fe| 一 E 天 用 [ 凑 朵 (10)] 


Ei 
[3 |< BD we-arme<e Sor-s)" 


LE "= 


一 98 一 
在 第 二 情形 旭 引 大 [f(z)| 的 最 类 值 开 而 得 出 估计 ;: 
(57, | <2a. 3 ci- 
ls-sls . 
由 流星 fy 一 nz 这 5313, 如 上 旺 更 应 浓 
2, < Cn) Okla) 


BE-xl>s 


入 
Sn Oar (Le, 


bm 站 


卫 后 ,利用 不 等 式 (19) 而 得 再 
时 
| 二, os 
和 如果 取 4 >525, 则 (与 ? 无关) 有 


| ,|<s 
于 是 总 起来 
[Bn(z) — fr) |<28, 

这 就 暂时 对 区 周 [0, 1 是 明了 我 的 世 葡 求 的 精 共 。 

至 于 尾 意 区 间 fa, 5] 的 情形 则 可 让 这 个 简单 的 变数 赫 换 化 为 
所 考 谍 过 的 情形 : x=& 十 (5 一 2), 这 里 0<y<1。 按 8 的 连续 画 
数 f(a+y(5 一 4)) 所 做 成 的 多 项 式 Bo(y) 的 序列 对 [0,1] 内 的 y 均 
匀 收 化 于 它 。 于 是 多 项 式 Pu(z) = Bu( 斌 2 ) 的 序列 将 对 [a,5] 内 
的 ”均匀 收 敏 于 丁 数 了 (z)。 如 此 本 定理 得 让 

按 寻 常 方式 由 醒 数 序列 围 为 页 数 家 数 [参天 263 及 264 段 ]， 
就 可 把 悉 尔 斯 肌 拉 斯 定理 志 为 这 样 的 形式 : 

征 个 在 区 阅 [w 5] 内 的 速 炉 男 数 了 (x) 在 此 区 同 内 可 展 为 由 多 
栅 式 > 悉 碾 的 岁 旬 收 伊 打 数 


二 例如 , 休 合 P72)=Pl(z)) pF) = Patr)— Pn-itr) (n> 1), 


一 99 一 


ftx) = ,Tn Ct). 


这 类 展开 式 在 实际 应 用 上 辕 然 比 不 战 劳 朴 数 ， 但 由 于 其 高 
度 一 般 性 却 有 较 大 的 理论 音 头 。 特 别 是 , 由 此 可 推 知 , 每 个 束缚 丁 
数 可 由 桩 一 的 分 析 式 答 出 [18 眉 ; 内 于 21 段 欧 拉 的 观点 ]。 


$ 4。 毅 数 篇 史 


279， 和 牛 章 及 荣 下 尼 萄 时 期 ”与 十 七 己 和 建立 微 积分 同时 (第 
十 四 章 )， 无 穷 级 数 世 进入 了 数学 的 实践 。 我 们 由 1668 年 在 英 周 
出 现 的 名 式 各 样 有 关 对 数 般 数 的 座 著 就 起 。 在 这 一 年 里 发 表 了 尼 
哥 拉 ， 妻 卡 多 尔 (1620 一 1687) 一 本 小 书 " 对 数 靶 术 ”， 妖 对 数 的 计 
算法 。 在 末 后 的 一 意 里 讨论 求 双 曲 米 2y= 1, 相对 于 湛 近 科 的 面积 
的 问题 。 他 分 “=1+ a 而 把 双 曲 杀 方 程 写 成 
y-T 
疲 卡 多 尔 用 除法 将 右 端 展 为 几何 释 数 


1 
Fale 一生 十 和 


然后 ， 依 4 逐 项 积分 而 得 出 双 曲 嫉 面积 为 已 知 的 报 数 [好 5 段 
(31)] 


4 
关于 这 航 数 的 适用 范围 间 题 则 未 甬 提 及 (在 所 附 图 上 偶尔 出 现 
a>1， 而 此 时 履 开 式 事实 上 不 活用 ! )。 对 这 问题 无 里 斯 在 其 评 租 
中 有 详 抽 的 对 壮 。 最 后 ， 条 括 亚 ， 轴 詹 克 尔 (1620 一 1684) 凡生 岂 
何方 式 导 出 特殊 公式 
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一 100 一 
为 了 实际 计算 他 条 用 收 鸡 较 快 的 胡 数 ， 并 且 与 几何 般 数 作 比较 而 
找到 了 余 顶 的 界限 。 

牛顿 开 妆 从 事 无 办 琢 数 的 研 完 比较 早 些 ， 但 他 在 这 方面 的 研 
完 与 其 他 分 析 颌 域 的 研究 交错 着 进行 ， 我 们 所 知 是 耽 梓 了 很 久 才 
发 表 的 。 这 方面 首先 有 他 1676 年 舱 菜 下 尼 芒 的 从 及 其 两 种 基本 

品 :“ 用 无 和 多 项 方程 的 分 析 ” 及 “ 流 数 术 及 无 穷 报 数 "这 在 第 十 
四 章 已 雹 到 过 。 

看 来 至 迟 于 1666 年 牛 瑟 已 级 通晓 分 数 或 负数 指数 的 二 项 式 
娄 数 。 最 初 他 是 用 类 比 殉 证 得 出 的 ; 根 式 的 民 开 则 由 乘 方 来 驼 证 。 
后 来 他 铬 用 当时 已 知 的 关于 十 进 分 数理 论 的 原理 而 找到 考 报 数 的 
让 捷 除法 及 般 数 的 开 方法 。 牛 顿 将 种 种 式 子 展 为 报 数 而 将 求 它 们 
流 数 及 流量 前 题 化 为 方 壬 的 同样 运算 ， 间 由 此 大 大 扩展 了 他 所 他 
立 的 分 析 的 适用 范围。 

咎 到 常常 采取 胡 数 的 反 转 ， 即 由 甲 基 依 乙 量 方 赛 的 展开 式 出 
发 来 建立 乙 量 依 甲 县 方 里 的 展开 式 。 如 此 , 由 对 数 胡 数 
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吕 一 出 一 DT 十 可 4 一 


出 发 他 得 出 
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T= 2 十 再 好 + 十 … 


即 实 持 上 是 指数 扫 数 〈 两 边 各 加 1 剧 左 边 得 1 十 x， 其 自然 对 数 答 
好 等 于 2)。 有 赵 的 是 , 两 弦 z 依 蚜 z 的 展开 式 ? 

部 一 名 一 3 十 302 一 ， “和 
牛 粳 是 由 表 出 蜂 的 裔 数 


1 
名 一 名 十 二 术 + 时 十 


6 40 


已 图 的 定 得 取 为 1。 
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的 逆转 来 求 的 , 朗 由 反正 弦 的 展开 式 来 求 的 , 后 者 在 牛 赂 看 来 自然 
比较 简单 ， 因 为 它 可 由 容易 笑 为 二 项 式 闻 数 1275 段 ，2) ] 的 反正 
弱 的 流 数 (IT 一 z2) 通过 积分 得 出 。 

牛 帐 广泛 用 雹 寄 航 数 来 解 代数 方程 以 及 微分 方程 。 他 所 用 的 
方法 实质 上 是 未 定 系数 法 。 

牛 炳 在 “分 析 " 里 叙述 了 关于 用 胡 数 解 方程 的 问题 而 证 明了 该 
般 数 即 收 艇 于 方程 的 根 。 但 在 另 一 些 情形 他 预先 将 已 知县 展 为 般 
数 而 不 考虑 收 敏 性 。 可 是 ， 因 为 牛顿 主要 着 重 级 数 在 近似 计算 中 
的 用 处 , 自然 他 们 威 觉 兴 趣 的 不 在 形 式 的 确立 级 数 收 黎 的 事实 ,而 
需要 它 沁 如 的 收 合 。 例 如 , 牛 由 不 是 用 黎 龟 收 儿 航 数 


1 1 1 
1 号 一 了 一 一 - 一 一 四 司 也 
ne S83 4 


作 1n2 的 计算 ， 而 由 公式 In2==21n1.2 一 jn0.8 一 1n0.9 出 起 租 政 
1.2; 人 0.8, 0.9 与 1 相差 不 大 ， 这 就 保证 了 对 数 级 数 的 迅速 驳 黎 。 至 
于 所 产生 的 味 差 的 估计 和牛 琶 埋没 有 答 出 。 

菜 下 尼 慈 儿 立 地 得 出 了 生 王 早 些 时 已 知 的 某 些 展开 式 ，1693 
年 桨 上 尼 素 精 确 地 提出 了 用 未 定 柔 数 法 (“假设 所 求 毅 数 如 同 已 椒 
找到 站 来 积分 铅 分 方程 。 特 别 是 ， 他 由 对 数 和 正弦 所 满足 的 微分 
方程 出 发 , 以 这 种 方法 重新 得 出 了 这 西 个 画 数 的 展开 式 。 

1682 年 落下 尼 茂 最 先 发 表 了 表示 了 的 报 数 


1 1 1 
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这 孝 数 菜 下 尼 是 早已 知道 的 3. 菜 下 尼 巷 顺便 给 出 了 以 总 狠 数 的 
一 节 蔚 代 工 时 欧 差 的 估计 。 这 些 指 示 后 来 他 推广 到 各 项 艳 对 值 弟 
溅 为 0 的 任何 交 氏 级 数 的 情形 (例如 ， 在 1714 年 给 焊 输 。 贞 努 里 


中 但 尼 示 匡 国 人 伙 姆 项:' 档 暴 :是 里 CJames Gregory 1638 一 1675) 还 要 早 些 ， 
他 于 妈 站 第 在 信和 时 报导 了 度 正 唐 雍 数 。 
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的 信里 )。 但 是 , 在 此 和 的 存在 入 看 作 不 车 而 咯 的 , 实际 上 只 是 确立 

了 它 可 由 部 分 和 从 两 边 交错 地 无 限 搂 近 而 已 [参阅 244 段 附 注 ]。 
家 十 尼 夷 在 较 晚 的 信 杞 里 襄 到 “ 收 化" 于 其 和 的 投 数 ， 收 敏 性 

的 理解 和 我 们 一 样 , 但 同时 他 又 认为 级 数 1 一 1 十 1 一 T 士 … 有 总 和 

去 ;这 是 由 属 开 式 


] . 
rE 六 十 3 下 Re 


取 x=1 时 得 出 的 加 时 它 在 x 二 1 了 蛙 正 确 ， 则 接 “ 连 禄 律 2 在 zy= 1 
时 也 该 正确 ! 看 来 菜 卜 尼 兹 自己 也 威 到 缺乏 明确 性 ; 难怪 他 在 一 
硅 信 里 孝 :”“… 关 于 无 狼 级 数 的 论 直 应 该 只 在 捧 理 能 技 阿 几 上 默 德 万 
法 用 有 限 ( 数 量 ) 来 证 瑚 时 才 可 相信 ”。 

搞 无 穷 般 数 的 有 菜 下 尼 不 的 闻 位 同道 一 具 努 里 兄弟 一 一 匹 
其 是 避 哥 雅 侣 : 他 的 基于 胡 数 的 作品 (1689 一 1704) 合 超 来 看 , 可 性 
是 殷 壕 了 当时 这 万 面 所 知 的 一 切 。 特 曙 是 ， 莉 翰 在 前 , 雅 谷 在 后 ， 
机 人 都 起 明了 无 穷 调 和 地 多 


Ltrlil... 
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之 和 是 无 限 的 ”。 雅 谷 。 只 努 时 的 证 阴 所 根据 的 原理 与 寻常 一样 
[236 段 , 1) ]。 他 在 结论 中 正确 地 强 苦 :“ 末 项 消 浙 的 无 穷 胡 数 之 
和 有 时 有 限 而 有 时 无 限 ”。 当 然 ， 这 里 “未 项 ”应 解 役 为 公 项 的 极 
限 。 要 注意 的 是 ， 雅 谷 . 上 只 努 里 随便 利用 了 发 散 航 数 甚至 傍 此 出 
收 铬 的 展开 式 。 : 

280， 级 数理 该 的 形式 发 展 时 期 在 十 入 忆 入 原则 性 的 问题 
没有 引起 多 大 的 注意 ， 但 般 数 的 实际 知识 却 达 到 大 高 的 发 展 水 

平一 一 主要 是 由 于 欧 拉 之 手 。 

在 襄 世 纪 之 初 ,1715 年 , 出 版 了 一 本 不 火 的 书 ; 戴 劳 的 “正道 差 

分 法 "。 但 距 书 由 于 叙述 不 清楚 而 未 能 立即 广泛 流 情 。 戴 劳 由 考 


一 3— 
韦 有 限 差 出 发 ,然后 滤 向 无 穷 小 关 及 其 比 作为 视 限 情形 , 如 此 建立 
起 = 的 画 数 > 的 雯 大 值 依 变量 的 培 值 的 方 堵 的 展开 式 ; 
这 个 展开 式 后 来 筱 称 为 戴 昔 琢 数 。 作 者 自己 看 来 湾 有 洗 全 居 针 到 
他 的 发 现 的 价值 : 在 书 中 它 很 少 应 用 之 处 。 

这 公式 的 意义 在 1742 出 版 的 麦克 洛 林 巨著 “ 流 数 哈里 才 科 
显露 出 来 。 震 克 治 林 循 别 的 途径 得 到 同样 胡 数 :他 人 居 据 带 求 定 系 
数 的 依 z 方 老 的 懂 开 式 ， 重 复 微 分 之 并 每 灾 合 :一 0 逐一 定 出 条 
数 [ 参 陪 279 段 ,7 "]。 他 得 出 二 项 式 籽 数 作 为 一 个 例子 。 在 推导 
其 他 简单 册 数 时 , 卖 克 洛 林 也 利用 了 它 何 所 满足 的 微分 方程 。 

在 区 窒 著 里 我 们 还 温 到 两 件 值得 一 提 的 事情 。 第 一 是 ， 雪 克 
治 林 明 自 地 建立 了 一 一 固然 只 是 以 几何 的 方式 建立 的 一 一 正 项 报 
数 的 收敛 性 及 发 散 性 的 积分 检验 法 [ 后 来 哥 西 重新 以 分 析 万 式 着 
即 ; 参阅 241 段 ]。 然 后 他 推出 了 一 个 乌 积 分 来 计算 角 数 和 的 著名 
公式 (与 欧 拉 不 谋 而 合 , 后 者 玫 年 前 也 得 出 了 这 个 公式 )。 

由 1730 年 起 欧 搞 开始 了 一 系列 关于 无 败 胡 数 的 玫 粮 工作 。 
关于 般 数 他 写 了 许多 篇 渝 文 ， 在 大 站 世纪 的 期 间 内 附 转 发 表 于 丢 
得 保科 学 院 汽 报 ; 在 欧 握 著名 的 分 析 答 著 中 毅 数 也 占 很 多 位 得。 
我 们 来 前 略 列 举 一 下 欧 盐 的 成 就 , 在 玫 不 过 循 年 代 的 次 序 。 

欧 拉 最 先 朋 隐 和 办 的 极限 过 程 由 二 项 式 授 数 [参天 268 眉 ] 出 发 
推出 1 上 指数 航 数 及 对 数 般 数 。 用 同样 方法 他 由 cosnz 及 sinnz 的 
已 知 公式 得 出 余 弦 及 正弦 的 航 数 。 他 将 无 穷 宕 报 数 与 寻常 多 项 式 
比拟 而 将 它 分 解 成 因子 ， 如 此 将 正 嘴 及 其 他 两 数 表 为 无 穷 税 的 形 
式 。 将 熟悉 的 有 相间 首 项 的 二 项 式 相 胰 法 划 推 广 六 无 穷 多 个 的 情 
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形 , 全 得 出 了 和 值得 注意 的 公式 
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及 其 他 类 似 的 公式 。- 上 -及 ctgz 的 简单 分 式 展开 式 也 属于 欧 政 
[ 乱 则 下 面 执 6 段 奉 注 ]。 

欧 拉 好 讨 论 了 复数 项 的 籽 数 ; 由 sinz, cosz 及 ”的 好 数 的 比 
较 他 时 出 了 过 系 这 些 画 数 的 著名 公式 [254 段 ] 一 一 当时 林 略 船 晶 
称 之 汶 “ 本 世 入 最 美妙 的 分 析 发 朋 之 一 ”。 

克拉 对 圾 数 求 和 也 搞 禅 很 名, 已 经 说 过 , 他 在 老 克 敬 林 以 前 就 
得 出 著名 移 求 和 公式 持 生 展 次 反复 应 用 。 特 别 是 ， 他 公用 之 于 席 
和 艇 数 的 部 分 和 | 大政 236 眉 儿 及 838 段 直 ]。 馈 拉 以 种 种 方式 
将 报 数 芒 积 分 硅 合 起 来 , 如 此 但 找到 了 着 研 究 了 一 些 重 要 的 积分 ， 
这 些 积分 后 来 荔 芭 他 命名 [入 十 从 章 34 要 必 它 个 ]。 

欧 术 进 有 一 上 应 与 者 多 党 林 回合 的 地 方 ， 均 克 洛 林 得 出 其 各 分 
榨 芍 法 的 那 种 想法 , 欧 拉 早已 用 来 确定 秘 数 和 的 上 下 界 。 

欧 拉 所 践 兴趣 的 其 他 况 题 中 ， 我 提 一 提 关 于 汶 了 改 姜 收 冤 性 
的 航 数 变换 ， 基 于 将 无 岩 系 积 化 为 报 数 的 变换 [例如 娠 天 由 1 各， 
3) ]。 景 后 , 特别 要 指出 的 是 ， 欧 接 不 但 将 般 数 以 种 种 万 式 应 用 于 
分 析 本 身 , 也 应 用 平 代数, 数 访 及 其 他 方面 。 

但 是 所 有 这 些 正确 的 卓越 成 就 在 欧 拉 当时 还 深 有 多 少 可 党 的 
根据 。 忆 如 它 的 大 多 数 同 时 代数 学 案 一 样 ， 欧 拉 对 收 襄 性 则 题 是 
不 关心 的 , 村 且 随 便利 肋 发 闪 半数。 例如 , 特 度 开 式 

Te 与 -一 = 1 去 + 二 二 
加 起 来 他 入 下 面 这 个 两 头 无 穷 的 级 数 
下 


四 驻 省 当然 5 看 出 ,这 里 完全 浅 有 部 使 两 微 数 同 时 长 全 的 4 位 。 
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等 于 0。 间 样 , 由 等 式 
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出 发 , 菊 拉 不 但 由 比 推出 在 4== 一 1 时 这 个 菜 卜 尼 冀 搞 过 的 报 数 
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并 且 还 试图 使 
i 十 吕 二 和 十 吕 十 二 一 1 

这 一 在 * 一 2 时 得 出 的 等 式 有 意义 。 但 是 ， 欧 拉 自 己 给 一 个 解 和 
了 许 , 对 于 这 类 发 散 邦 数 , 不 能 按照 象 收 族 般 数 那样 的 意义 来 理解 其 
和 ， 一 一 不 能 朗 求 它 各 项 随 奸 相 加 时 可 任意 缕 过 其 和 。 欧 拉 摧 为 
“有 些 无 穷 级 数 芝 和 乃 是 这 样 一 个 有 限 表 出 式 , 将 七 展开 时 就 产生 
了 该 级 数 "D。 在 这 种 凶 数 和 的 “广义 "理解 法 里 已 天 有 了 鞭 理 的 
肥 胎 (而 它 正 与 馈 近 严密 公立 超 来 的 发 散 般 数理 论 相 鳞 合 )。 

达 朗 具 尔 失 狗 邮 反 对 利用 发 散 亲 数 : 在 他 看 来 , 用 发 散 圾 数 的 
险 证 即使 绩 果 与 划 理 符合 也 是 “可 疑 的 "。 但 是 ， 在 达 朗 具 尔 收 敌 
性 与 发 散 性 概念 本 身 都 有 “局 部 性 "， 因 为 它们 要 看 下 一 项 彼 对 人 
是 否 小 于 前 一 项 而 定 。 如 此 , 按 地 的 脱 法 , 一 个 表 数 可 以 收 敏 到 某 
一 地 方 然后 开 姑 发 散 , 反 过 来 也 行 [参天 239 段 附注 ]。 

熏 后 来 读 效 拉 将 盘 日 -一 -这 时 期 的 最 条 大 数学 家 之 一 。 首 先 
应 提 一 提 福 着 他 的 名 字 的 那 种 闻 数 ， 它 徐 出 方程 式 0 一 n+g(z) = 
=0 的 根 一 p 的 屡 开 式 , 其 至此 要 的 任何 机 数 (p) 的 展开 式 。 

在 其 "解析 画 数 答 "(1797) 这 一 著作 里 术 格 前日 试图 使 微分 学 
解 晚 “无穷小 或 消 壕 且 , 极限 或 流 数 的 考 讶 "而 化 为 "有 限量 的 代数 
分 析 ”@。 在 这 迷城 中 即 以 震级 数 为 出 发 点 。 改 对 画 数 了 Co) 成 立 


人 D 参半 收 拉 “和 搬 分 学 ", § 111, 
名 ”但 县 , 同样 这 些 现 售 拉 材 衣 晶 早先 已 吝 过 。 
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了 (ze 十 从 一 下 (2 + 十 r 人 十 …， 
这 里 Dr ds 7;"… 是 出 隐 栈 数 ， 垃 格 朗 日 出 通常 关系 式 


: p=f (0) ,9= 2, r=, 
出 次 ， 直接 以 展开 式 系 数 来 界定 逐次 ". 导 泵 数 (这 里 最 先 出 更 这 个 
各 称 ![)。 在 这 基础 上 拉 格 归 只 不 但 群 了 分 析 ， 业 局 了 ' 捷 在 几何 及 
力学 上 的 应 咱 。 但 这 种 观点 未 获 流 情 。 和 守 一 一 愉 属 处 在 分 析 由 新 
时 期 的 开端 一 一 是 所 有 严密 筑 基 的 党 斌 都 兴 由 后 的 一 种 反应 。 

在 拉 格 乌 日 同一 著作 里 也 建 并 了 戴 劳 公式 中 余 项 的 一 个 还 名 
的 恒利 形式 。 但 是 , 对 于 拉 格 阴 日 释 数 的 疏 笋 性 是 软 认 的 , 而 这 一 
形式 不 过 是 胡 数 余 硕 的 一 种 才 由 式 ， 其 用 处 只 是 便于 估计 由 省 略 
页 数 后 面 北 项 所 生 的 处 差 而 已 。 

瑶 数 的 收 考 性 拉 格 妆 日 (下 和 欧 棕 及 其 他 同时 代 的 人 一 样 ] 理 
解 汰 公 项 趋 于 0。 收 襄 毅 数 和 他 油 有 禄 出 定 闵 ， 呈 然 它 已 靶 次 以 
与 我 们 现在 着 不 多 的 形式 出 现 过 ， 人 鲍 如 在 朗 克 洛 林 (1742) 及 天 英 
《175 的 的 著作 里 。 十 思 世 弦 初 法 国 歼 学 家 全 立 叶 在 其 有 名著" 热 的 分 
析 理 论 ”(1811 年 完 丰 TI822 年 出 版 ) 里 答 出 了 胡 数 收 禾 性 及 其 和 的 
正确 定义 ， 在 此 已 注意 到 质数 各 项 不 断 沽 为 0 对 于 收 化 性 是 完全 
不 充分 的 。 我 们 已 担 过 ， 这 一 情况 在 此 忆 前 一 百 多 年 雅 谷 "由 始 
里 就 已 强项 指 出 过 一 以 萌 般 数 为 例 。 

如 此 , 这 个 时 期 嚼 在 极 数 葡 中 有 很 丰富 的 成 就 , 而 在 其 玩 列 竟 
基 方 面 则 贡献 很 少 。 

281， 严 密 理 编 的 建立 到 下 一 时 期 一 一 十 九 世 思 一 - 杂 数 
二 成 为 一 个 独 江 的 硝 究 科目 ， 并 已 分 析 基 础 的 批 物 禄 查 在 初期 就 
已 楼 稻 到 它们 。 
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在 1813 年 刊 出 了 高 斯 3 的 花车 关于 级 数 


ca-8 | oat1) .BC8 二 1 
1 二 Try2T 1:3.Y(yY+1) t+” 


的 一 般 研 完 ”?。( 这 玫 数 得 到 “ 超 几 何 籽 数 " 之 称 。) 最 然 在 收 铬 性 及 
发 散 性 的 理解 上 高 斯 与 迷 朗 愉 尔 接近 ， 和 但 我 们 在 此 仍然 是 最 里 看 
到 一 个 严密 陈 壕 出 来 的 检 鹏 法 ， 它 对 上 面 那 种 报 数 完 全 解决 了 上 收 
北 性 辣 题 。 

雇 极 限 栓 念 汶 基础 的 般 数 和 及 收 全 性 或 发 散 性 的 现代 定义 区 
于 在 波 尔 察 线 (1817 年 ) 及 可 西 (1821 年 ) 的 著 作 之 后 建立 起 来 。 
哥 西 在 “代数 分 析 ” 序 里 干脆 瑶 : “发 散 艇 数 梁 有 和 ”。 此 外 ,这 丙 位 
学 着 都 以 一 般 形式 建立 了 釉 数 收 敏 性 的 必要 而 充分 的 条 件 [2 铁 
段 ]。 训 西 还 答 出 了 几 个 简单 而 便利 的 充分 检验 法 以 验证 正 项 胡 
数 的 收 襄 性 或 发 散 性 [239, 241 臣 ]。 后 来 还 出 现 了 大 县 这 尖 充 分 
检 驴 法 ， 越 来 越 精 物 ， 越 来 越 复 加 @; 这 种 骨 究 的 兴趣 到 本 世纪 初 
才 有 些 减 红 。 

其 次 ， 属于 哥 西 的 还 有 关于 由 玫 数 宇 |as1 的 收 襄 性 推出 报 数 
之 dn 的 收 侣 性 的 论断 及 “ 移 对 ”与 “ 非 焰 对 ” 收 襄 性 的 区 别 (最 然 没 
有 用 这 些 名 亢 )。 非 稻 对 收 黎 级 数 存 在 的 例子 


-1.1 1i1.... 
1- 写 + 一 二 + 


由 荣 下 尼 冀 及 具 舅 里 兄弟 的 时 蛋 就 已 知道 ， 但 下 西 最 先 注意 到 非 
契 邓 收 化 性 反映 在 缠 的 胡 数 的 性 括 上 。 首 先是 , 如 络 西 在 1821 年 
已 指出 ,对 非 契 对 妆 伊 胃 数 他 的 家 数 乘 法 定理 可 以 不 适用 [248 段 ， 
3) ]。 然 后 ,恰恰 关于 上 面 所 举 的 季 数 ， 哥 西 (在 1833 年 ) 指 出 了 ， 

中 卡尔 弗 利 德 利 埋 ， 商 断 ( 下 arl Friedrich 全 atg 21777 一 1855) 蚌 要 国 数学 
家 。 


通 可 去 (LB. 计 . LpxwaRkns 1845—1922), 


=) 
写 的 软 裔 性 可 在 各 项 某 动 拉 异 时 上 类 去 。 

在 1837 年 夕 利 项 莱 指 出 了 一 个 一 般 的 辕 采 : 缠 对 收 笋 圾 数 基 
击 各 项 亿 冰 时 收 短 性 及 和 和 仍 保 拌 不 变 [246 段 ]。 同 时 她 还 举例 指 
出 , 在 非 稳 对 收 仇 的 情形 虫 于 项 的 居 动 下 但 收 做 性 可 能 破 环 , 着 且 
朗 使 收效 性 保持 时 和 的 值 也 可 政变 。 在 这 万 向 最 彻底 的 一 般 结 果 
是 黎 曼 所 建立 的 [2&47 段 ]; 证 在 1867 年 才 发 表 出 米 ， 已 是 他 死 后 
之 事 了 。 

在 哥 西 (1831 年 ) 汐 “ 代 数 分 析 ” 里 我 们 可 找到 关于 实 变 及 复 
变 情 形 的 壮 航 数 的 研究 。 他 不 仅 建 立 了 这 类 般 数 的 收 熟 区 域 的 形 
式 ( 上 让 敛 区 间或 收 饿 周 )， 村 且 还 以 亲 数 的 系数 精确 地 吉 出 收 艇 生 
径 。 在 收复 区 域内 部 哥 西 把 署 角 数 看 作 同 多 项 忒 一 样 ， 例 如 把 它 
逐 项 微分 而 未 觉察 这 还 需要 答 出 根据 。 

关于 一 般 数 籽 数 六 西城 图 征明 收敛 的 连续 画 数 航 数 和 的 过 
转 性 (1821 年 ) 及 这 种 报 数 的 可 以 逐 项 积分 ; 而 对 籽 数 收 襄 性 的 性 
质 未 加 任何 限制 [参半 266 及 269 段 ] 均匀 收 敦 概念 计 西 还 不 知 
道 , 芽 且 利用 无 穷 小 语音 而 有 时 不 间 它 们 事实 上 傅 任 什么 变数 。 

亚 接 各 指出 了 彰 西 第 一 个 论断 的 销 说 一 一 是 在 他 关于 二 项 式 
打数 的 著名 窒 交 里 指出 的 。 作 为 一 个 反 证 的 例子 亚 培 尔 举 出 下 面 
四 正 效 组 成 的 胡 获 ， : 


sinz 一 二 sin 2z 十 于 sin3z 一 本 


虽然 七 对 一 切实 数值 都 收 考 , 但 其 和 在 点 *= (2m 上 Dr(n 为 束 
数 ) 不 圳 模 。 同 时 关于 者 角 数 亚 培 乐 严密 让 明了 在 使 粗 数 收 做 的 
每 一 变数 值 之 下 描 数 和 的 连 粮 性 ， 乏 此 值 为 收效 区 间 端 点 时 也 放 
算 在 内 [273, 274 段 ]。 在 亚 培 尔 的 获 朋 过 程 中 事实 上 已 建立 了 后 
来 称 汉 均匀 收 化 的 那 种 性 质 的 存在 。 

关于 逐 项 积分 契 只 于 天 (在 1845 年 ) 志 示 志 的 怀疑 , 他 强调 剖 
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出 ,这样 积 分 汪 “ 只 在 特殊 的 情形 ”可 以 容 诈 。 如 此 逐步 地 建立 起 
这 种 信念 : 对 有 限 和 所 通行 的 法 忆 不 能 乱 条 件 地 推广 到 无 穷 夯 煞 
组 数 上 去 ， 虽 然 还 不 清楚 究 苗 在 什么 情形 冰 可 以 这 样 敌 。 这 里 画 
数 秋 数 收 倒 性 的 性 质 的 鲜 究 及 均匀 收 侣 概念 的 引 太 起 了 块 定性 的 
作用 。 

这 个 概念 了 及 名 称 看 来 最 早 是 在 1841 年 出 现 于 条 尔 斯 胖 控 斯 
的 一 种 作品 重 ( 很 晚 地 转 厂 ) 苦 上 且 从 此 托 色 在 讲 六 中 应 用 着 。 双 德 
尔 中 及 斯 托 克 斯 于 1848 年 刊 出 了 均匀 收 笋 性 与 非 均 匀 收 做 性 区 
别 。 如 果 连 灿 丙 数 籽 数 和 有 不 连 剖 点 , 刚 在 它 近 处 “级 数 任 意 种 慢 
地 收 僻 《 葡 德 尔 ) 或 变 成 无 穷 地 延 绥 “斯 托 克 斯 )。 

在 此 斯 托 克 斯 推 起 ， 反 过 来 由 这 种 航 数 和 的 连续 性 可 推 斯 延 
组 性 的 不 存在 ， 即 我 们 所 谣 均 匀 收 笋 性 的 存在 。 芯 德尔 刚 认 为 这 
还 成 问题 。 后 来 举例 指明 了 这 反面 的 精 险 一 般 是 不 正确 的 ， 地 尼 
于 1876 年 证 明了 这 只 特别 对 正 项 厄 数 的 情形 是 正确 的 [267 段 ]。 

历史 访 到 这 里 辕 束 。 第 二 十 四 章 末尾 的 “三 角 般 数 史 略 ” 可 作 
补充 [也 可 参阅 虹 3 段 “关于 两 个 极限 运算 的 调换 史 疾 ”J。 


DW 村 利 沛 ' 普 特 挫 ' 区 向 尔 (1821 一 1398) 是 德国 数 举 家 。 
他 乔治， 吉 布 利 尔 " 斯 托 宫 斯 (1819 一 1903) 是 英国 物理 学 家 锭 数学 罕 。 


第 十 七 章 ” 非 正常 积分 


§ 1 人 囊 无 限 积分 限 的 非 正常 积分 
282， 带 无 限 积分 限 的 积分 定义 ”在 十 一 章 便 对 有 限 区 间 [w 


内 


5] 及 有 界 丽 数 了 (x) 的 情形 讲 过 定 积分 | (2)az 的 概念 。 本 章 要 


计 这 个 构 念 在 各 个 方向 的 推广 。 我 们 先 来 考 应 推广 到 无 限 区 间 内 
的 积分 。 
设 男 数 了 (2?) 在 区 加 fa, ee ] 内 ,也 序 对 43a 有 定义 , 并且 在 其 


枉 何 有 限 部 分 [g, 4] 内 可 积分 ， 如 此 积分 |f (w) dx 在 任何 4:>a 之 


下 有 音义。 
这 个 积分 在 4-+eo 时 的 有 限 或 无 限 极 限 叶 做 区 数 f(z) 在 区 


Wee ee ss iaPeF pi ee re 
明 


三 凡 


Jf (ae lim)f Ge) a (1) 


在 这 种 有 限 极限 存在 时 我 们 说 积 秀 (七 收 敏和 而 西数 站 (2) 称 为 在 
无 限 区 阅 [&, eo] 内 可 积分 的 。 为 了 与 早先 所 放 的 正常 意义 的 积分 
或 正常 积分 宕 示 区 别 ,刚才 下 定义 的 积分 (I) 中 做 夺 正 常 积分 9。 

和 如果 和 极限 (1) 无 腿 或 根本 不 存在 , 划 说 该 积分 发 表 。 

与 (I) 相似 ,图 数 了 (2x) 由 一 “至 4 的 积分 可 效 样 下 定义 : 


呀 


fae= lim | DaeCt<a， @) 


一 吧 过 


呈 ” 臣 各 我 则 在 对 上 明 所 邢 到 过 非 正 沿 旋 分 的 插 合 。 


同样 , 画 数 f(z) 由 一 oo 至 寸 o 的 积分 可 这 样 下 定义 :， 


[roa is tim | fdr (8) 


A 
在 此 对 积分 (1) 所 导入 的 术语 同样 适用 。 
在 最 后 这 个 情形 , 如 取 和 任意 一 数 0 可 分 


[rar= Hart ff (a 


寺 目 对 左边 的 积分 4 一 一 ce，4 一 十 ce 时 极限 的 存在 景 然 就 等 价 
于 对 碳 迪 的 积分 极限 (二 及 (2 分 别 存 在 。 好 此, 由 一 上 至 十 me 的 
积分 也 可 以 用 等 式 


[Ee | art | f(s)ar 


米 下 定义 ， 假 萄 有 这 的 积分 分 别 存在 的 新 了 DD。 这 个 定义 事实 上 与 
点 “的 选择 无 关 。 
例 1) 画 数 ] 汪 x 在 任何 有 限 区 并 [0, 4](4>0) 内 可 积 而 我 们 有 


ji arcteAd, 


因为 这 个 积分 在 4 一 时 有 一 个 有 限 极限 了 划 出 9 至 ew 上 趾 积分 收 项 而 有 
侦 


1 二 4 加“ 
D 各 


0 
Hr _ ， 
2) { 1+z3 AT 1 于 一 一 arctpgd') = 字 


卫 只 有 这 两 个 积分 和美 于 不 同 导 无 效 寺 的 情形 是 例 逢 ， 


283。 积 分 学 茹 本 公式 的 应 用 ”在 于 面 所 举 的 例子 里 我 们 先 
用 原 商 数 在 有 限 区 阅 内 算出 了 积分 ， 然 后 再 取 极 限 。 这 欧 个 步 呵 
可 合并 成 为 一 个 公式 。 

例如 ， 裔 画 数 了 (zz) 在 区 侣 [a,j 内 有 定义 并且 连 炒 ， 如 此 
f(z) 在 此 区 更 内 有 原画 数 了 Cw) (183 段 )， 而 按 积 分 学 基本 公式 
(185 皮 ) 有 


| fdr= F(A — Fla)=F(r) | 


谈 


由 叱 显然 非 正常 积分 (1) 的 存在 就 等 价 于 有 有 限 极 限 
limF(Ad} = Fo0) 
的 存在 , 于 是 


[foaz=PCee) — Fa) = PCz) 


民 


同样 , ! 
| ftir}ydr=F(r) We 


二 


| Fepar=zGa|l 


呈 bm 


在 此 了 (一 ce 理解 为 lim 了 (4)。 双 重 置 换 只 有 在 其 中 的 极限 都 
存在 且 有 限时 才 可 能 , 可 免 这 本 身 就 已 保证 了 撰 积 分 的 存在 。 
现在 再 举 几 个 例 。 
4) 我 何 首 先 来 时 花 这 个 问题 : 在 什么 指数 值 之 下 存在 非 正常 积分 


[和 
| 京 Co 0Y, 


四 


ld 
鼓 所 一 了 于 着 


[| 


Lar 1 4—% 
|3 nm TA " 


让 之 1 时 双重 异 摸 连带 恋 积 分 都 有 一 个 有 限 的 入 ， 在 X<1 时 则 再 式 变 成 
oP, 在 入 二] 时 我 全 有 
停 -mz|-- 


如 吡 ,该 积 分 在 x> 工 时 收 级 , 而 在 x<T 时 皮衣 。 
5) 评 看 税 分 人 盖 避 


eTsinbr dr 


HTen8Dr Ar. 


a 一 


回忆 其 相应 原 国 部 [164 身 , 4) 立即 得 二 


[e -orginbodw m= — Sinbrt beosbr eo -as 


b 


+ 得 十 有 ”而 十 机， 

b 

_ bsinbr—nicosbr . ” 全 
和 一 一 一 一 一， 

sbrd wr b> ob 

0 


tm 2] 
| sinzaz | eoszas 
四 p 


不 存在 , 因为 双重 甘 换 


| mh 
一 ?08 翅 SnL 


类 去 意义 : fos 及 sin? 存 xz 一 时 梁 有 极限 。 


284， 与 航 娄 的 相似 性 。 简 单 定理 ”以 下 我 们 将 只 限于 讨 哈 
(D 型 的 积分 : 所 有 对 它们 说 的 施 全 都 不 难 顽 到 (2) 与 (3) 的 情形 上 
去 。 在 此 我 们 总 是 假说 ， 丁 数 jz) 是 在 任意 界限 4 与 4>a 之 泣 
党 义 可 积分 的 , 如 此 间 题 只 在 由 “至 c 的 非 正常 积分 。 
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在 大 下 沉积 分 | fc de 与 天地 下 x 之 并 存在 深 刘 的 


似 性 ,这 一 点 舍得 予以 强 讲 。 
如果 将 焦 % 的 求 和 过 程 绚 或 俯 禄 的 积分 过 程 ， 剧 吉 现 出 如 下 
的 家 似 性 : 


a jx) 
想 数 部 分 和 于 党 积分 
mw 地 
二 [ja 
杂 数 之 和 非 正 常 积分 
> | ya 
作为 部 分 和 在 入 一 时 的 极限 作为 前 一 积分 在 4 -ee 时 的 极限 
起 数 余 硕 积分 
Sm |f (a 
N+1 rl 


我 们 来 列举 一 些 关于 非 正 常 积分 的 简单 定理 ， 它 们 与 235 段 
屎 些 关 于 般 数 的 定理 是 相似 的 。 其 直 朋 (可 利用 上 壕 相 仅 性 ) 留 苍 
哈 泊 去 叙 。 


1°, 如果 和 分 | f(ar 站 收敛， | f(z)az(4>q) 血 收 钱 ， 
其 赣 也 芙 。 此 时 有 


fa [revaet fredar 
仔 | 蒜 


2°"， 在 积分 |f (x) ds 收敛 的 情形 我 们 有 
站 


一 二 一 


tn)f (a=0 


3 | f (和 x 下 二 , 则 积分 | of (2)dz(o 为 常数 ) 了 下 
多 站 有 
jaredae 
最 后 : l 
4 各 时 积分 7)ar 及 及 | rz)dz 收 做 Eh [f(z) + 
g(t) Jdr 也 收 化 , 且 


[re + g(x) Jdz— F (naz je 


285- 正 函 数 情形 的 积分 收 笋 性 和 如果 画 数 je) 是 正 的 ( 非 
负 ), 则 积分 


并 


oD =|f(az (4) 


为 变数 4 的 单调 递 袁 醒 数 。 它 在 4-oo 时 的 有 限 极限 存在 同 题 很 
容易 解决 一 根据 单调 两 数 极限 定理 (47 段 ): 

要 非 亚 常 积分 (D 一 在 画 数 f(z) 是 正 的 情形 一 收效 其 必 
要 而 充分 的 条 件 是 要 积分 (4) 在 4 盖 大 时 保持 .上 有 界 ; 


|f(w)ar<L 全 为 常数 ). 


如 其 这 梨 件 不 满足 ， 则 积分 (也有 但 cef 参 阅 286 段 ]。 
要 据 这 定 埋 可 推 出 下 面 的 正 效 数 积分 “比较 定理 “: 
定理 1。 如 果 当 + 训 有 4(A4 庆 ) 时 成 并 不 犊 式 fx) or), 则 


一 十 一 


由 积分 | (oa 的 收 化 狂 可 推 知 积分 | 汇 a4z 的 收 伍 性 也 就 是 由 


[Kez 的 发 散 性 可 推 细 | 9(z)az 的 发 获 性 ， 


证 明 可 仿照 237 殿 定 理 1。 
常常 会 用 到 下 面 这 个 定理 , 心 是 第 一 定理 的 推 铬 : 
定理 2. 如 果 存 在 极限 


lim 1% 
sw G(T) 


则 在 下 一 十 co 时 由 积分 |9(x)de 的 收 化 性 可 扒 知 积分 | 了 (x)dz 的 


政委 性 ， 而 在 >>0 时 由 得 一 个 积分 的 发 获 性 可 推 知 第 二 积分 的 
发 做 此 

[ 丰 此 , 在 0 一 开 一 十 co 时 两 积分 同时 收 化 或 爱 散 。] 

证 明 也 与 287 段 那 相似 的 定理 ?一样 。 


选取 具体 的 故 数 作 上 比较 , 可 由 此 得 出 积分 |f(z)dz 收 化 性 或 发 


散 性 的 特殊 检 隐 法 。 有 实际 意义 的 是 与 而 数 坪 作 睹 较 ， 后 者 在 
\>1 时 由 4 至 co 可 积 而 在 和 <1 时 则 不 可 积 [283 筑 , 4)]。 根 据 它 
可 构成 下 列 检 险 法 。 

股 对 充分 大 的 = 画 数 f(z) 有 这 样 形状 : 


Ce) = A>0). 


于 是 有 : 1) 如果 N>1 并 县 y()<c< 十 oo, 划 积 分 | (2) dz 
牙 敏 ，2) 如 果 和 <1 大 且 9(2) 之 :一 0, 则 积分 发 若 。 “ 
证 朋 概 用 到 定理 1; 比较 画 数 是 羡 [284 段 ,3°]。 


王储 7 一 
和 如果 在 zoo 时 丙 数 了 (z) 是 X>0 阶 无 穷 小 (与 二 比较 )， 则 
积分 | (oa 收发 区 取决 于 A>1 或 <1。 


这 里 要 引用 定理 2; 夯 数 9(z) 就 是 点 。 


被 积 式 在 z 一 = 时 是 无 关 小 各 为 去 阶 及 2 阶 。 所 以 ， 第 一 个 积分 发 散 
后 第 二 个 收 航 。 


286， 一 般 情形 的 积分 收 秀 性 “| ffz)az 收 租 性 问题 按 一 般 定 


义 《4L 非 正 常 积分 无 非 是 4 的 固 装 (4 在 4 一 oo 了 时 有 限 极 限 的 在 
在 问题 。 应 用 波 尔 察 艾 - 哥 西 定理 [58 眉 ] 于 这 个 图 数 上 就 可 将 非 
正常 积分 移 误 性 条 件 丧 汶 如 下 形式 : 


要 非 正常 积分 |f(z)dz 收 敛 , 其 必 要 而 充分 的 条 件 是 要 对 每 个 


0 
数 s>0 证 有 这 样 一 个 数 如 >a 与 之 相应 ; 使 在 4> 如 着 月 4>4 
有 时 成 立 不 等 式 
上 ,Fr 
一 上 (x ax 


过 


jB(4) 一 更 (由 | = a- jrou 


< 二 


由 这 个 准则 很 容易 建立 下 列 命题 ; 
如 果 积 gal fn)1dz 收 煞 ， 则 积分 [f(r) dr 收 全 更 不 传 芝 。 : 


事实 上 , 应 用 所 圭 的 准则 到 积分 ||f(z) |ax 上 (这 积分 我 们 假 
通 是 收 敬 的 ), 则 我 们 知道 , 对 任何 之 0, 恒 可 找到 这 样 的 44>>a,， 


一 站 各 一 


ff lars, 
只 要 人 >4> 4 但 显然 四 
os [rom 
所 以 对 辐 粹 4 4 更 应 成 立 不 等 式 


[rearl < 
总 


由 此 ， 按 我 们 的 准则 推 知 积分 f(z) dx 驳 族 。 


注意 由 后 面 的 积分 一 般 谣 来 却 并 不 能 推 积分 | Ka 1az 的 
收敛 性 。 根 据 这 情况 我 们 特别 区 分 出 下面 的 情形 。 如 果 积 分 
| f(z) |ax 与 | 同时 收 化 ， 旭 积 分 cam 做 和 对 


头 的 ,而 击 数 7(z) 对 做 在 区 间 Ta co] 机 类 对 可 积分 的 @， 非 相对 
政敌 的 例子 , 将 在 287 段 答 出 。 

由 所 薄 朋 的 定理 可 以 建立 变 号 醋 数 了 (zy 的 积分 的 收 率 性, 这 
只 要 应 用 前 段 的 检验 法 于 正面 数 | 了 (z] |: 如 果 这 个 因数 利明 可 积 
分 则 西数 了 也 可 积分 并 且 是 契 对 可 积分 。 


刁 古训 在 第 


例如 有 dz。 因 为 


COCONUT 
二 


] 
rt 


中 双 是 与 光 多 彼 数 相似 [ 参 腊 343 下 J]。 


一 工人 二 一 

而 右 按 的 画 数 的 积分 收 仇 , 故 [285 段 , 定理 1] 左 油 的 男 数 的 积分 
也 收 敏 ; 从 而 所 习 积 分 也 就 ( 秀 对 ) 收 做。 

显然 ， 这 里 对 变 号 画 数 所 麻 的 办 法 一 一 在 顺利 的 情形 下 一 一 
只 能 推出 契 对 收 敏 性 来 。 如 果 所 痊 的 两 数 的 积分 发 散 或 收 化 而 不 
艳 对 妆 饿 ， 则 要 用 对 正 画 数 弃 建 立 的 检 哈 法 来 御 别 这 些 情形 是 不 
行 的 。 

287， 更 精 到 的 闪 赂 法。 我 何 现 在 米 革 另 一 类 型 的 检验 法 ， 它 们 可 以 确 
害 家 多 非 儿 对 收 斋 的 非 正 常 积 分 的 收敛 性。 

谤 我 们 有 次 个 图 数 f(z) 及 g(s), 在 区 间 [a o) 内 有 定义 并 且 连 村; 对 
国 数 gfz) 我 从 还 假设 其 为 单 况 的 并 且 有 巡 糠 时 还 数 (显然 , 不 亦 号 )。 我 们 
蔷 心 的 是 保 旺 乘积 的 积分 


| Fayptogz (5) 


收 名 的 牺 件 。 
怕 们 亿 议 
C1) 1) 各 分 (4) 


F(A)= oa 
最 4 的 有 四 网 次: | 
[ECA)| 夺 区 ( 民 为 常 烽 ，# 革 A4<o0) 


(不 过 极限 Hm 《4)， 即 菲 正 常 积分 他 (z)az, 世 可 不 在 在); 


2) wr 时 g(x2) =0, 
于 是 积分 (5) 收 钱 。 
对 和 伍 蕊 的 4/ 一 4>a, 我 们 分 部 积分 而 有 : 
A Aa! 


| Finger) dr= mA) g(a) — 一 0409(4) 一 | s(n)g' Cs) as; 


二 
如 果 对 也 后 一 积分 应 省 六 文中 值 定理 [182 段 , 10"， 则 它 可 考 为 这 样 形状 ; 
二! 
| Flr)g' (sydr = grydr= Ba) [gC a) ~ g(a) CASEEA) 
i 


而 最 后 有 


-一 120 一 


A' 
| feng dr= ta A) — OA) FEE A) A (6) 
二 
因由 1) 知 丁 个 括号 艳 末 什 不 超过 2K， 而 由 2) 可 找到 这 样 一 个 4w 使 在 
es 时 
IgnD1< 庆 
(这 里 :>0 是 预先 任意 挨 定 的 ) 期 在 4'>4> 如 时 


< 


由 此 推 知 积 分 (5) 收 敦 [286 段 ]。 

下 述 条 件 也 可 措 成 另 灶 一 府 , 对 图 数 疗 的 权 求 增强 而 对 8 所 设 的 羔 件 出 
减 双 。 即 更 在 到 

(D 了 1) 在 胡 非 簿 党 各 个 


romaz -lime(4) 


2 ) 责 数 g(xz) 高 界 : 
gir) | 志 ( 工 是 当 数 ; 0 守 I<o0)。 
相 这 由 委 你 之 下 夫人 邹 (5) 也 政 铸 ， 
这 园 在 [的 中 第 二 因子 有 内 而 第 一 因子 一 一 让 4 各 出 充分 大 一 -可 以 
合共 任意 小 , 如 此 得 出 同 祥 苦果 。 
现在 来 看 儿 个 例 。 


积分 
sinzy Teosz 
[i 人 | 符 | 


(faq>0 及 A>0 时 ) 按 按 险 法 (了) 收效。 现在 可 以 各 取 sinz 或 eos z 作 辆 数 


A | 
|fsingas| 一 | eeosg 一 cos 过 | 安 2， | eoszdz 入 2 
a a 


虽然 在 无 限 区 末 内 这 些 画 数 并 不 可 积分 [283 县 , 60)]; g(z) 期 取 二 。 
在 x> 工 时 和 这些 积分 是 移 对 收藏 的 , 因为 积分 


一 蕊 1 一 


fas 


J 
全 


收 伏 [283 股 , 4)]; 而 1 sinz| 和 1eoszi 短 1。 反之 ,在 XI 对 两 个 积分 都 非 稻 
对 收 佑 。 贤 址 明 这 一 点 , 如 对 积分 
[Ssar 
机 


来 哈 具 须 确定 舱 分 


' ne 7 
发 散 。 事 实 上 , 如 果 这 积分 收 伏 , 盯 击 于 不 等 式 
| sin Prj sin w 


积分 


op 
和 旦 
Sin I 一 OS 
二 人 sos2zmr 
- 江 


也 就 更 水 成 疝 题 是 收 八 的 [285 段 , 定理 1]; 
加 下 明 蚂 收 病 的 积分 


1 
2 


1 ros ER 
于 | aa 


我 们 将 得 出 这 样 的 畏 葵 :积分 
1 ran 
到 | 
旷 笋 ,而 形 实 下 不 阁 [283 版 , 4)]。 
附注 “现在 , 当 我 们 确定 积分 
人 | 
由 各 
收 侣 性 后 , 我 们 克 于 可 忆 把 第 一 餐 第 二 分 册 中 (339 页 ) 所 必 于 的 非 初 笃 硬 数 
si2t 积分 正弦 用 ixf 各 分 余 张 ”) 的 定义 乎 以 精确 在 。 即 主 


siz 一 一 je 人 


(ees (i) 


一 和 2 一 
如 果 , 线 友 说, 把 第 一 们 式 写 成 这 笠 : 
仔 凡 一 人 sa i— feat fy 
1 1 


若 按 定 衬 分 芍 一 个 已 知性 慎 [183 段 ，12 吓 显然 ，siz 的 时 两 数 事 实 上 等 于 


疙 人 下 
gy 


实 


8$2.， 无 界 函 数 的 非 正 冲积 分 


288， 无 界 函 数 积分 定义 ”现在 我 们 来 卷 嵌 一 个 珈 数 1 se), 输 
定 在 区 因 [o, 8] 内 而 在 此 区 问 内 不 可 积分 。 我 们 更 确定 二 假 司 , 已 
在 任 一 区 间 [g,5 一 (0<m<5 ~ 0) 内 可 积分 而 在 每 个 5 点 之 左 的 
区 六 [5 一 .中 内 就 不 可 积分 了 。 这 时 点 5 称 汐 奇 虚 。 

可 以 指出 , 此 时 在 卡号 附近 两 数 fla 必须 是 元 界 的 ， 而 正 蚌 
因此 它 在 Bb 附近 不 可 积分 。 负数 f(z) 在 点 5 寻常 是 “成 为 无 穷 的 
( 记 住 这 只 理解 为 在 x 一 b 时 画 数 趋 于 无 穷 )。 


积分 | (z)az 在 930 时 的 有 限 或 无 限 极限 叫做 两 数 了 (z) 在 
a 到 5 区 略 内 的 ( 非 正常 ) 积 分 并 表示 成 


下 一 们 


rows le CD 


在 这 种 有 限 极限 存在 的 情形 我 们 襄 ， 积 分 《1) 收 做 ， 而 画 数 
f(w) 称 为 在 区 赔 [a, 5] 内 可 积分 的 。 在 相反 的 情形 就 说 泡 积 分 是 
发 散 的 。 


例 1) 国 数 二 
分 , 侧 


区 间 [0,1 一 9] 40<Y<d) 内 有 界 关 且 可 积 


1— 


dr . 
| Var asin (1 —n). 


一 人 3 一 
在 点 34= 工 蔽 疯 数 成 为 无 插 . 显 然 , 点 ?= 芋 就 是 音 点 。 
因为 所 算出 的 积分 在 ?一 0 时 赵 子 极限 arcsin 1 = 也， 故 存 在 非 正 党 
积分 


上 了 一 全 


[| = 二 
VL- ro 上 


现在 发 西数 了 (oz) 在 任 一 区 间 Te 十 9 8] (0<7 < 一 g) 内 有 
界 间 且 可 积分 , 但 在 点 &( 奇 点 ) 右 过 每 个 区 加 [ai 十 了] 内 尼 就 效 
成 不 可 积分 了 。 于 是 画 数 了 lz) 由 ”至 上 的 ( 非 正 常 ) 积分 就 以 下 
而 的 等 式 来 下 定义 : 


| f(x) de= lim Ff (2) da. (9) 


oD? 
如 果 两 点 a 和 5 都 成 寿 点 ， 刚 a 到 5 的 积分 就 以 下 而 的 等 式 
作 它 的 定 交 : 
En 


{fea im [om (3) 


月 二 由 避 二 可 1 


定义 (8) 可 摘 成 为 
a 下 
[far= {fF (eaet |f (2)as, 


假设 的 是 a<c<b 而 右边 两 个 非 正 常 积 分 存在 《此 时 * 点 的 选择 
法 流 有 关系 ) 了 了。 
关于 非 正 常 积 分 局) 和 (8 仍 保持 以 前 的 术 矫 。 


例 


总 
ff: 
2) | 7 将 点 为 


加 ”关机 1]1 站 室 注 。 


由 
rt tr 
= lim = 一 一 一 11| 一 | 一 工 FF 二 一 -3 
7 a | 1 liml, IC aint 二 })] 9 


3) Es 两 个 奇 点 一 1 及 了 


ji 


一 荆 


上 
不 难 理解 ,在 具有 任何 (有 有限) 多 个 奇 点 时 非 正常 积分 |f(2) aqx 
应 如 何 下 定义 。 
最 后 , 我 们 来 考虑 一 个 画 数 xz)， 和 给 定 在 无 限 区 间 内 , 比方 说 
[a, eo] 内 , 而 在 其 中 有 有 限 多 个 奇 点 9， 在 其 硝 近 它 不 再 可 积分 。 
二 


履 在 每 个 有 限 区 阅 [a, 4] 内 积分 | Co) az 存在, 它 可 以 是 正常 的 ， 


也 可 以 是- 一 接 照 上 面 所 办 定义 一 一 非 正常 的 。 了 于 是， 再 一 次 取 
4 一 ce 时 的 极限 可 以 用 等 式 (1)[232 眉 ] 业 下 区 癌 [a, 2] 内 的 非 正 
常 积分 的 定义 。 

289， 积 分 学 基本 公式 的 应 用 ” 设 岗 数 f(z) 在 区 了 病 [ee 轨 内 
有 定义 夺目 连 炳 ,同时 6 是 其 奇 点 。 对 f(z) 在 区 间 [&, 妈 存在 一 
原 副 数 玉 (x), 而 


是 一 习 


I fi) dz=F(6—) —F(0) = P(e) 


如 此 非 正常 积分 (IT 的 收 化 性 就 等 价 于 有 限 极 限 ip (2 一 加 的 存 
在 。 如 果 后 者 存在 , 剧 它 自然 可 取 作 原画 数 在 z=b 时 的 秆 Fb), 
由 此 Fz) 在 全 区 阅 [a, 5 内 都 成 了 巡 炉 和 的。 于 是 我 们 有 了 这 寻常 
形式 的 公式 来 计算 积分 (1): 


号 和 阁 扎 可 以 匹敌 六, 悍 在 敌 个 有 限 区 间 -9; 用 ](4>0) 内 只 高 有 限 凶 个 (可 以 肚 
二 增 到 无穷 )。 


mp 
咏 


[fd ar=F(5) -F(a) =F(e) | . (4) 


同一 公式 在 奇 点 位 于 区 闻 内 部 或 有 苦于 个 奇 点 时 也 仍 成 交 ， 
但 须 牢记 , 这 有 一 定 的 条 件 : 原画 数 (o) 不 但 要 除了 在 奇 点 上 外 
到 处 有 f(z) 为 其 导数 , 并 且 还 要 P(z) 在 这 些 奇 点 上 仍然 连 模 .这 
种 怕 画 数 的 存在 就 避 证 了 非 正常 积分 的 收 仇 性 。 如 果 原 画 数 在 区 
到 端点 上 或 内 部 成 为 无 穷 , 央 该 积分 发 散 。 
现在 来 在 几 个 例子 。 
4) 我 们 来 对 论 在 什么 指数 慎 >0 之 下 非 正常 积分 


ar 
ji ora 
疏 八 。 
发 2 二 1 我 全 有 
ee -1 1? 
js— 二 二 (eq | 


各 TE 读 积 分 在 Xl 时 收 铸 而 在 ^ 之 1 时 发 散 : 原画 数 在 端点 “4=4 上 成 为 无 
敌 。 按 同 代 理由 哉 积分 在 = 工时 世 发 散 : 


-me 9| . 
5) 同样 的 畦 困 : 可 以 对 这 个 积分 建立 : 
这 
es (ha NO0), 
它 -与 请 俩 无 本 慎 蔗 异 。 


| 
6) 对 积分 jlnzdz; 奇 点 为 <=0。 我 们 有 
昌 


4 
1 
jinzas=zlnz— ?| =—1, 
9 
0 


因为 在 z=0 原 责 数 育 极限 值 0。 
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290.， 积 分 收效 性 条 件 及 禄 葵 法 ”我 们 只 群 哈 与 定义 人 蕊 有 关 
的 情形 , 因 其 他 情形 儿 可 照抄 而 无 困难 ,由 于 定 与 无 限 区 网 La, ce j 
的 非 正 常 积分 完全 相似 , 我 们 不 再 刘 举 其 简单 定理 [ 矢 央 284 有 段 ]， 
而 只 陈述 一 些 关 于 积分 存在 疝 题 的 基本 命题 ， 一 一 其 证 明 则 与 
二 面 的 相 伺 。 在 所 有 的 情形 ， 都 假定 所 游 谨 的 覃 灼 在 尾 一 区 间 
[ee 一 9] 一 护 内 炭 正 常 的 意义 可 积分 , 而 zx 一 是 惟一 奇 点 。 

加 285 段 一 样 : 本 

要 非 正常 积分 (1) 在 苞 数 f(z) 为 正 的 情形 收 伍 ， 其 必要 而 充 


在 一 3 


分 的 条 件 是 要 积分 |f Cz) dz (">0) 保 桂 上 有 界 : 


如 一 中 
f(y ax< 工 (5 为 常数) 
如果 这 个 条 件 不 成 立 , 划 积 分 (1) 有 值 十 oe. 
285 鼎 尖 于 正 图 数 的 儿 个 比较 定理 在 此 也 成 立 。 我 们 不 再 重 
述 , 但 陈 渡 建 立 在 它们 上 而 的 检验 法 。 
发 对 充分 接近 子 瑟 的 “ 值 夯 数 f(z) 有 这 样 的 形状 : 


fo = >0). 


号 
于 是 : 1) 和 如 果 X<1 蒜 且 9 (x) 三 c<co, 则 积分 |fo)dz 收 伍 。 


2) 如 时 >1 而 p(o)>o>0, 划 此 积分 发 散 。 
便于 实用 的 较 特 殊 形式 是 : 
和 如果-35 时 画 数 f(x) 是 X>0 阶 无 罗 大 ( 与 让 -比较 )， 芭 积 


中 
分 |fa dr 收 伍 或 发 散 依 入 一 1 或 入 1 为 转移 。 
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例 
1) se 工 一 za 
被 积 西数 在 z- 江 时 成 为 二 阶 无 半天 : 
1 1 1 1 
SI YT IT To " 
所 以 证 各 分 收 知 。 


时 
2) | (tgz)rar (p40). 
心 
若 pm 划 奇 虎 为 本， 而 p<0 时 奇 虑 为 0。 在 两 种 情形 被 积 式 都 是 1p| 
辽 无 明天 。 如 此 ,在 18|< 天 工时 收 莹 而 在 12| 王 1 时 慨 散 。 
1 
3) {e511 ~—2) as. 
必 
#< 1 时 奇 所 为 由 3B<I 时 育 点 为 1。 泣 苇 积 分 分 解 汶 二 ,此 方 设 ; 


bt 一 


|- js 因为 被 积 画 数 在 < 一 0 时 为 Ta 阶 无 穷 大 (车 a< 力 , 则 第 一 积分 


只 在 1-a<l, 也 序 a>>0 这 条 件 下 存在 ; 同样 第 二 积分 在 5>0 时 全 在 。 如 
此 ; 卖 积 分 在 而 且 只 在 gz 并 且 5>0 时 收 钥 。 


4) lx le mr. 


1 
奇 点 为 co 及 0 (p<1 时}。 [只 在 p>0 时 (与 二 比较 成 1 一 # 阶 无 次 大 
站 


时 ) 有 在 。| 则 对 任何 了 都 存在 , 因 取 >1 我 们 有 
1 


Tle 二 Pr 
1 8 
> 


一 由 洪 xz 一 coj; 


估 D0 时 么 在 。 
晶 


一 二 Ra- 一 
附注 ” 珀 仆 在 第 一 耸 第 一 分 册 (339 页 ) 群 到 过 非 初 笑 面 数 1iy = ee 
(积分 对 数 ”)。 为 了 多 定 积分 中 所 合 任 意 常 数 蒂 
Eo 
, 站 二 
ye lie 
天 9y<<1 时 这 个 积分 共 在 而 成 正常 积分 。 但 在 jy>1 时 藏 积分 失去 意义 一 一 


即 合作 为 非 下 常 积分 来 四 ,因为 在 ;一 1 时 皱 积 丽 数 是 一 阶 的 无 穷 大 (与 一 
比较 )。 在 这 情形 上 面 所 给 的 积分 理解 为 极限 


tm | + + 拉 
这 极限 的 存在 性 秆 明 不 改 了 。 
在 变 导 责 数 的 情形 应 用 波 尔 察 主 - 哥 王 检 难 法 我 们 有 这样 一 
般 的 站 和 仇 性 条 件 : 
志 
要 非 正常 积分 |(z)az (6 为 奇 点 ) 胶 的 ,其 必要 而 充分 的 条 人 


是 要 对 每 一 个 数 se>>0 恒 有 这 样 一 个 数 3>>0 相应 使 0<n<8 及 
0- 一 时 成 立 不 等 式 
Bb—ni 


| | fo)dz| < 


出 如 上 国 一 梯 , 由 此 扒 沁 : 
和 | fw) 1az 收 做 旧 积 分 Ba Fo 本 地 收 敏 更 不 得 莹 。 


逆 命 题 一 般 不 站 。 所 忆 这 里 特别 分 册 积 分 | fo) laz 与 积分 


上 Fe 和 同时 政 敏 的 情形 ; 此 时 第 一 个 积分 对 做 契 对 收 夭 的 ,而 画 
数 f(z) 时 做 在 区 沿 [a,5] 内 炉 对 可 积分 的 。 z 


129— 


§ 3， 非 正常 积分 的 变换 及 计算 
291。， 非 正常 积分 的 分 部 积分 法 训 图 数 w 一 wt{z) 和 二 v(x) 
连同 其 一 阶 导 画 数 在 全 区 问 [&, 8] 内 有 定义 振明 连 炉 ， 只 除 出 点 
5 ( 它 也 可 等 于 十 co)。 了 是 成 立 竺 式 


fe = WY -om 


下 


这 里 双重 贸 换 理解 为 差 式 
limat2) wr) — ua) wn), 


在 此 假设 等 式 的 三 个 式 子 ( 两 个 积分 及 一 个 双重 旱 换 中 ) 有 两 个 是 
有 有 限 箱 的 : 第 三 个 就 可 由 此 推 知 也 是 如 此 。 

事实 上 , 取 5 二 zo 二 8 而 写 出 对 区 拓 [ay so] 的 寻常 分 部 积分 到 
式 , 其 中 所 有 积分 都 是 正常 的 : 


{ao= [wro) -oro0) 一 名 [0 1 一 (va 


现在 设 在 此 等 式 中 zo 趋 于 8, 按 所 设 条 件 其 中 有 两 起 在 xo 时 

有 有 限 孜 限 由 。 所 以 ， 第 三 式 了 有 有 限 极 限 , 而 所 要 让 有 明 的 等 式 可 

由 取 极 限 而 证 实 。 
例 

Tm 豆 

人 sinxdr= 2 1n smz| 一 js Eps 一 | 这 

0 0 和 


SInw 


一 一 米 里 由 分 部 积分 可 将 非 正常 积分 化 为 正常 积分 而 让 引证 明 非 正常 积分 
的 存在 。 


上 刁 
oD 当政 积分 | 中 有 某 一 成 正常 积分 的 情形 这 也 还 是 长 的 [183 成 , 11°]。 
Cr 


一 立志 -一 

292， 非 正常 积分 中 的 变数 替换 设 男 数 了 (2) 在 有 限 或 无 限 
区 间 [a, 如 内 有 定义 而 且 连 纺 , 因此 , 在 其 竹 个 不 包含 迟 5( 它 用 可 
以 是 十 吕 ) 的 部 分 中 是 依 正常 意义 可 积分 的 ; 这 个 点 5 假设 是 男 数 
fw) 的 惟一 奇 虑 。 

现在 我 们 来 萎 虚 一 个 单 讽 丧 两 效 9( 站 ,省 连同 其 导 数 (1) 
都 在 区 则 [a, 8 内 这 粮 , 而 8 是 以 是 十 吕 ， 并 识 go) 二 a p(B) = 65。 
菜 后 一 等 式 应 更 解 为 lim pt} =6, 

在 这 些 条 人 忻 之 下 成 立 等 式 

b 


(fC)ar= | fp) .Cat GD 


并 民 


但 要 假设 这 些 积分 中 有 一 个 是 忱 教 的 ( 男 一 个 的 收 襄 可 由 此 推出 )。 
第 二 积分 可 以 是 正常 的 , 也 可 以 是 非 正常 的 而 有 惧 一 闸 点 8。 

按 反 画 数 定理 [Y1 段 ] 显然 1 可 看 作 一 个 在 区 赐 [ww 8] 内 单 
前 递 填 而 且 过 畏 的 3 的 豆 数 :#1=8(x), 而 imotz) 一 有 。 

现在 识 xo 和 to 为 * 和 5 于 区 辐 (oa 区 及 (o 8) 内 任意 一 对 
互相 对 应 的 和 。 于 是 人 异 防 正常 积分 中 的 变量 替换 我 们 将 有 


|f ae= [F900)) -9 Cat. 


如 果 堵 方 悦 (切中 第 二 个 积分 收获 、 则 售 wo 依 任 音 方式 通 近 于 5; 
此 时 fo 一 9(x6) 赵 近 于 8, 而 我 们 就 建立 了 公式 (1) 同时 也 证 明了 
左边 的 积分 收 刘 。 

我 全 的 论证 同时 也 可 应 用 于 单调 递减 巩 数 的 情形 ,一 一 此 
时 a:>8。 至 于 奇 点 的 其 他 可 能 分 布 情形 也 部 可 以 完全 类似 地 处 


吕 ” 在 非 正 常 积分 的 情形 当 多 > 时 我 他 出 谭 


一 地 1 一 
吾 。 在 确定 变换 后 的 积分 限时 总 须 记 得 , 下限 要 相应 于 下 限 om 
上 限 8 相 庶 于 上 限 5 不 给 是 we<< 8 还 是 a>8 的 情形 。 
例 1 计算 积分 


jy (2 一 一 2)" 


条 用 疏 摸 


T=At0r nhain?y. 


这 里 =0, B= 亡 . 而 所 求 积分 化 为 正常 积分 


Ea 一 fr 
由 
2) 要 确定 积分 |sinz? dz 的 收 航 性 我 们 在 其 中 作 变 旺 泪 换 :z= AT 了 ,ee 
全 


sint 


本 
= 了 六 ca-0b=8= cs 如此 得 用 明显 收 航 的 积分 [287 段 ] ti 
所 以 所 求 积分 也 收 敏 。 值 得 注意 的 是 ， 其 中 被 积 醒 获 在 -cc 时 不 赵 于 任何 
插 限 而 净 芒 于 一 与 十 1 之 枚 。 


同样 可 解决 积分 | coszsdz 的 收 知性 亲 题 。 


让 


3) 积分 


1-| dy 
J 
必 


的 计算 可 应 用 适当 汪 澳 而 大 为 简化 。 
首先 , 条 用 证 措 2 一 十 (4 一 0,6= oo,a=oo,8 一 0), 可 将 积分 


| 2d 
工 十 好 
8 


化 成 所 求 积 分 , 如 此 可 写 


I 
{040 dz_1 1 T+ 二 ae 
1 十 凡 到 1 
马 


十 mm 十 三 


了 一 1 ds 4 一 一 
了 了 二 -Far 9 - 


TT 
ao 

293. 积分 的 技巧 册 算法 我 们 应 用 按 巧 的 方法 求 计算 一 些 重要 和 匆 非 
下 贡 积 分 。 在 师 相 应 的 系 枚 数 不 能 天 为 有 限 的 形式 ,而 不 能 利用 。 所 有 这 些 
积分 十 败 尼 各 的 数学 家 都 已 知道 (特别 是 跑 拉 ) 只 是 溉 有 严密 的 推 址 。 

1*。 设 训 计 算 积分 


3 
J =| im sinzeder 
自 


其 存在 我 果 已 烃 知 道 L291 段 ]。 
六 一 计算 要 用 严 旦 炉 撞 ， 设 z= 3 我们 有 : 


3 


Lb 


Js Part lneostat. 
0 


在 最 后 一 积分 中 全 = 本 一 节 而 将 其 化 为 aa 的 形式 ， 如 此 , 最 后 


我 全 骨髓 方 程式 
了 = 二 1a2 十 37， 朗 = 一 们 jn2 
来 决定 J。 
2"。 现在 来 计 和 个 


下 二 人 ee 
0 


近 个 在 概率 论 中 常见 的 积分 导 。 为 此 我 们 钨 先 来 凑 明 几 个 示 竺 式 。 


呈 ”这 个 积分 的 冶 在 是 下 成 消 题 的， 因为 他 > 上 时) ee 天 ez 而 ez 的 和 条 可 
立即 算出 。 


一 193 一 


用 微分 学 中 的 寻常 廊 法 不 难 确 定 ， 商 数 (1 十 0)e"1 在 t=0 取得 其 最 大 

值 1]。 所 以 对 tf 季 0 有 
(1+i}e fel, 
在 性 证 1= 土 ,我们 得 
(laa? er el 和 【十 22yer2 <1, 
由 此 有 
1-s er" < 

第 一 和 不等式 中 和合 2 的 变化 限于 区 是 (了) 再 ( 如 夺 1 一 闻 交 人 交 ， 第 二 不 等 式 
中 将 xz>>0 看 作 任意 的 ,而 将 所 有 诸 式 取 # 次 方 (n 为 任意 自然 煞 ) 如 此 得 中 


1 _ 
i 
(D1 (wr 0) 


在 由 0 至 1 的 区 到 内 积分 第 一 不 等 起, 由 0 至 积分 第 二 和 不等式， 如 中 


( 工 a TY) Me- nn 下 BT 


得 
h - 《 下 下 他 忆 
ee "dz < Ge 一 | 如 站 < [ss 
在 上 0 0 
但 
ae ~ 一. 《用 车 谢 w=w/ 克 .四 ， 
A 
0 
1 nm! 
fr = |sinemitat mr TT 
1 四 
(用 摆 摸 z= eos1) 
而 最 后 ， 
- 和 
如 [i 旦 中 一 公 C2n— 37!1 . 
es zr tt = anaNi 了 


(月 所 汕 *= ctg1), 
日 
我 们 在 此 利 帮 [sinmzdz[187 段 ,557 的 已 知 式 子 。 如 此 , 所 求 玉 秆 可 以 包含 
自 


中 ”对 正 项 不 等 式 两 边 联 自然 数 次 广 堵 是 等 蹄 的。 


一 134_- 
在 下 人 列 二 式 之 闸 : 


一 . Dnl1 上 【2 一 3)11 人 
V nT EV" na 


如 此 , 平 三 起 来 变 成 : 
mn) mr < | GoD 人 3) 
由 五 里 斯 公式 [188 段 ] 将 : 
ke er 
现在 不 难看 且 ， 两 烽 的 式 子 在 noo 对 趋 证 同一 极限 工 ,所 以 
ey 


KE? = 工 而 K= 于 一 ( 因 K>0)。 
3”、 电 后 我 们 来 置 积分 
Lo [sinrgs 
四 蜂 


其 收 壳 性 是 已 知 的 [2 了 租 ]。 如 果 这 个 非 正 带 各 分 
过 站 
ILI= Hm sqa 
4 此 


的 害 久 用 "序列 的 话 客 " 表 肝 [32 谍 】 则 可 特别 合 


Ed 


EE.: + 二 
L=1im Sg, 
亚 


另 一 方面 , 求 序 列 的 极 耻 可 和 代 之 碾 求 L234# 息 ] 下 夯 的 无 穷 圾 数 之 和 : 


| jj 


下 


本 到 


如 是 最 后 得 


售 z=2ux 或 2u 一 在 关 相应 地 打 用 计 换 z= 一 ar 十 或 23=ar 一 加 我 全 有 : 


(Qt 


| | ta 
2r* 
及 
2 到 到 
| = at. 
t2x 一 1 于 和 
由 些 得 
瑟 = js 十) ( + -)sintat, 
ew 
因为 极 狼 
4 
-Dt TT 


在 区 了 阅 4+ 一 内 均匀 收 庆 d, 丰收 各 和 二 


期 它 所 有 


各 项 其 乘 以 有 界 医 数 sint 后 可 这 项 积分 。 如 此 我 们 可 以 将 荆 的 亡 册 式 写 成 
这 和 样 形状 : 


zj [t+ D( 二 人。 


ttpagr t—pr 


我 们 天 后 将 知道 [406 段 , 35, 附注 括号 中 的 式 于 等 于 二 一， 并 且 就 是 玉 个 


< 


区 数 的 所 守 “ 简 墓 分 式 分 解 式 ”。 此 宙 实 目前 不 加 珑 明 而 应 用 于 所 水 积分 ,下 
于 得 出 


本 


2 
5 到 
这 种 精 珍 的 推导 法 四 于 罗 世 切 去 斯 基 ， 他 最 先 注 意 到 这 个 重要 积分 的 
上 日 算法 不 严密 。 
事实 上 畦 巴 切 夫 斯 基 田 他 的 方法 还 得 出 了 这 个 更 一 般 的 公开 ， 


(fo) sa = |fo)am 
血 心 


在 此 假发 AKCz 十 r) = 7) 且 六 r 一 轨 = fc); 在 所 考虑 的 情形 了 Cw) =1。 
附注 ”由 所 得 精 暴 可知 


pe #>0 时 ， 
La) = [eat = 0 ，g=0 时 ， 
" -万 ， 0 
在 o>0 时 迁 个 积 秃 可 由 情 单 国境 z=4t 导 至 工 ; 9 变 号 时 积分 也 跟 菠 变 号 ， 
而 在 f=0 时 该 积分 显然 等 于 0。 

这 个 属于 傅立叶 的 入 单 附 入 和 葵 了 其 间 时 代 大 织 天 的 印象 : a 的 一 个 画 
游 , 在 此 变量 不 同 值 之 下 有 不 局 的 雪 示 法 ,部 间 时 己 思 有 一 个 区 一 的 “分 析 玫 


出 式 "! |l 浴 开展 3 及 下 面 422 笑 和 424 段 。] 


第 十 八 音 ” 带 参 变数 的 积分 


$1。 基本 理 蓄 


294。 问题 的 提出 ”我 们 来 考 诬 一 个 二 元 画 数 了 (zx,y), 宇 对 
茶 一 有 限 或 无 限 区 二 La, 5 内 的 所 有 z 值 及 一 第 合约 = { 好 内 的 
所 有 ?9 值 都 有 定义 。 设 对 多 内 的 每 个 固定 y 值 画 数 (wy) 都 在 
区 网 La,8] 夫 正常 可 积 或 非 正 常 可 积 。 于 是 积分 


者 
TOO- fw wa GD 


显然 是 辅助 变数 或 大 变数 y 的 南 数 。 
在 269 段 我 们 合 设 到 芭 数 序 天 付 "(5) 而 考虑 了 积分 


Zn = {fa 


它们 是 积分 (了) 的 特例 : 这 里 自然 数 下 标 % 就 起 贿 变 数 的 作用 。 

关于 醒 数 了 (y) 自 然 发 生 一 条 询问 是 一 一 关于 在 取 航 限时 航 
限 的 存在 及 走出 式 , 特别 是 ， 关于 其 对 4 的 连续 性 , 关于 其 可 微分 
性 及 其 导数 的 心 出 式 ， 以 及 关于 其 积分 等 。 这 些 问 题 就 是 本 章 所 
要 性 的 。 

带 参 变数 的 积分 (1 所 玫 的 画 娄 性 质 的 研 宪 可 以 有 独立 的 兴 
趣 - 关 于 这 一 点 例如 参半 8 4]。 但 此 外 这 些 性 持 苇 者 可 以 看 出 也 
有 许多 应 用 , 特别 是 , 应 用 于 非 正常 积分 计算 周 题 。 

295。 均 与 趋 于 极限 函数 “这 标题 所 指出 的 概念 在 下 面 的 研 
究 中 占 很 重要 的 地 位 。 吉 在 一 般 情形 而 数 了 (rz,y) 于 二 继 集 合 
. 背 一 上 歼 x 多 内 有 定 尽 ， 这 里 和 和 和 多 耸 别 表示 变数 了 和 3 可 取 的 
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值 的 集合 ,而 多 有 一 个 聚 点 ,比方 说 , 有 限 数 yo。 
如 果 : 1) 对 画 数 上 zw 引 在 y 一 % 时 存在 一 个 有 限 的 极限 画 数 
lim f(my) 一 (x) 《zz 属于 宅 ) (2) 
并且 3) 对 性 一 数 se>0 可 以 找到 这 样 一 个 与 无 关 的 数 83>>0, 使 
对 w 风 所 及 
在 1y 一 gl 二 8 时 慎 有 If(zx,y) 一 ptr) i 二， (3) 
则 称 醉 狼 了 (x, 分 对 区 域 儿 中 的 x 均匀 地 不 于 极限 西数 p(x)。 

不 难 将 这 个 定义 改 号 成 % 为 非 正常 数 如 十 oo 时 的 情形 : 在 此 

只 要 把 1y~yo| 忆 8 这 祥 的 不 等 式 换 成 go>A 这 样 的 不 等 式 。 在 第 
六 章 [264 段 ] 我 们 已 杭 过 这 种 均 习 欧 子 极限 图 数 的 特例 ; 那里 
是 对 画 数 fn(x) 而 阁 的 , 其 条 变数 是 自然 数 下 标 mo 

在 865 段 辞 顶 数 序 庆 时 我 们 证 由 过 ， 均 习 收 允 的 充 要 条 件 是 
孜 化 性 原理 的 所 帮 均 与 实现 。 对 一 般 情 形 也 可 以 这 样 做 。 部 ， 
如 果 概 识 ww 有限 的 新 : 

1。 要 国 数 了 x%, 四 在 yy 时 有 极限 医 数 其 对 区 域 纺 内 的 + 
均匀 趋 于 它 , 则 其 必要 而 充分 的 条 件 是 要 对 每 一 数 s>0 恒 存 这 样 
一 个 与 + 无 关 的 数 83>>0, 使 对 儿 内 一 切 x 储 恒 成 立 不 等 式 

if zy) — Tr, | 一 人 (4) 
只 要 
[gy~yol<8, | 一 |< (yy 属于 2). (5) 

[在 y= 十 %o 的 情形 将 最 后 一 不 等 式 换 作 yA, gy 人 >A ] 

必要 性 ” 裔 均 匀 收 旬 实 更。 在 定义 中 以 了 代 5 提 进取 相应 8 
后 我 们 由 2 内 取现 个 值 # 及 yy， 使 满足 条 件 (5)。 于 是 不 桨 * 如 
何 我 们 将 有 


fry 9) 90) |< 及 19(2) -fw 9) 1 < 
由 此 就 得 到 ( 少 式 。 
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天 分 性 ”如 果 上 述 条 件 实现 , 则 首先 面 数 ( 呈 显然 存在 。 然 后 
在 不 等 式 (办 取 凡 # yo 时 的 极限 〔《 这 里 Y 固定 丽 且 满 足 17 一 加 | 一 
二 6); 而 香 

[ta)— f(r, | es. 
这 就 省 了 明了 面 数 f(z, y) 均 匀 抱 子 极限 丽 数 g(x)。 

现在 届 集 合 5f 是 一 个 有 限 区 加 [a, 5]。 按 266 届 定 理 1*， 如 
果 过 炳 而 数 序 刚 {f,{z)} 均 匀 政 敏 于 一 个 极限 画 数 , 刚 政 画 数 必 腑 
是 连 癫 的 ; 这 放电 可 搬 到 一 般 情 形 上 来 : 

2” 训 果 机 数 了 (xy 胃 在 Y 取 乡 户 酝 何 值 时 对 区 阅 允 一 [e 5 
内 的 x 值 而 时 都 是 过 强 的 并 月 在 yyo 时 均匀 趋 于 一 个 极限 夯 数 
pt2)5 出 此 计数 也 连 辆 。 

事实 上 , 只 要 由 氏 办 和 酝 取 一 个 有 极限 yo 的 序列 {yn} 使 相应 西 
数 抒 列 {f(%5 ym) 均匀 收 襄 于 5(9; 便 如 ,在 yo 有 限时, 不等式 

If lz, yn) — P(x) | 8 
将 对 矣 内 所 有 值 者 成立 ， 只 要 名 充分 大 而 使 1y4 一 yo| 和 并 参 丽 
(3) J], 剩 下 只 要 引证 所 带 的 定理 就 行 了 。 

世 不 难 推广 地 尼 定 理 [267 段 ， 定 理 2*]; 这 回 我 们 假设 所 有 
yo 

3” 发 画 数 fo ) 在 # 取 多 内 任何 值 时 都 对 区 阅 络 ==[a, 8] 
本 的 > 值 速 转 工 且 在 ?一 大 时 单 负 递增 而 趋 于 -一 个 极限 丽 数 
9 (cz)。 于 是 对 区 阳 和 内 的 z 而 襄 它 也 必定 均匀 牙 于 该 极限 。 

证 册 时 我 俏 志 多 内 耸 出 一 个 单调 递增 的 ? 值 序 型 好 选 子 
航 限 yo, 并 且 考 虑 相应 的 窗 数 序列 好 (tyn)}， 它 显然 也 是 随 % 而 
单 莉 递 填 的 。 

地 尼 定 理 可 以 肯定 这 个 序列 对 区 由 绽 内 的 + 而 旱 均 匀 收 饿 千 
yp(z)。 所 以 花 定 性 一 8 汪 0 于 慎 可 找到 这 样 一 个 序号 iw， 使 不 等 
式 
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lr) 一 了 (os 加 | 到 
对 多 六 所 有 Y 佳 都 成 立 。 由 于 画 数 了 随 了 而 章 导 递增 ， 故 只 要 
ggo 不 等 式 
[ptr) — fr) | 
也 就 成 立 ; 如 此 证 明了 我 们 的 盟 亩 。 
里 然 所 建立 这 个 均 与 过 近 的 特殊 检 台 法 看 来 是 狐 窄 的， 但 区 
往往 很 有 用 处 , 因为 可 坊 不 必 盏 用 另 的 方式 来 起 实 均匀 远近 了 。 
296。 积 分 号 下 取 极 限 ”现在 来 看 草 参 变数 y 的 积分 人 1， 和 替 
首先 限于 有 限 区 间 [e, 85. 及 连 炎 再 数 的 情形 。 
设 盘 变 数 六 的 变 域 多 有 一 尼 点 w， 我 们 来 讨 前 二 数 (1) 在 
y—yo 于 的 和 极限 加 题 。 
定理 1。 如 果 丙 数 fx, #) 在 9 值 轩 定时 对 [ob 内 的 值 过 
结 而 在 y-*yo 时 对 Y 均 匀 地 赵 于 一 个 极限 西数 (为 则 有 等 式 


号 瑟 


lm Cy) =lim [fC%, oaz-jgGez (6) 


证 明 @ 极限 丽 数 9(z) 已 知 为 回炉 的 [295 段 , 2"]。 指定 任意 
一 数 a>>0， 我 们 来 找 这 样 一 个 数 3->0， 使 (3} 式 成 立 。 诗 是 在 
1y 一 y, | 三 $s 时 将 有 


{re yAr— e Cx ar 


Ea 
一 ee 及 一 站 (2 dz | 扫 
站 
<| lf, PD 9) [dr lb ~ 4), 


这 就 证 明了 公式 (6)。 
公式 (人) 岂可 写成 这 样 形状 : 


由 ”为 殉 定 起 岂 候 六 加 有限。 


员 吉 
lin | yj) dr= him flr ydr. 
Hs 2 


设 所 有 yg 二 yo 则 根据 推广 地 尼 定 理 有 [295 段 ,3 ]: 

挫 论 ”如 时 画 数 了 2 g) 在 国定 时 对 [a, 8] 内 的 * 值 为 连 炉 
的 而 在 博大 时 趋 于 一 个 单 普 递 十 的 连 楼 醒 数 , 则 公式 (的 正确 。 

最 后 我 们 在 多 本 身 光 一 有 限 区 间 [c, 拉 的 假说 之 下 来 车 谍 夯 
娄 ( 蕊 的 连续 性 向 题 。 

定理 由 如果 二 元 画 数 fa 妨 在 矩形 [e 5; c,d 天 有 定义 大 
县 过 续 , 则 积分 (1) 在 区 疝 Le, gj 内 为 参 变 数 ! 的 逐 续 醒 数 。 

址 也 ” 饶 然 酌 数 fk 纪 是 均 与 回炉 的 (187 自 )， 世 邓 任 意 一 
a8 疡 0 以 可 找到 这 样 一 个 8->0, 使 由 不 各 式 

[x —2 |<3, ly —y | 


就 可 推出 未 等 式 
上 (em 站 — Tr, yy) | < 
我 们 特别 取 放 =x 二 z2 二 yoy 六 二 内 于 是 在 ly 一 gol 二 3 时 不 论 x 
如 何 将 有 
[fxs g) — fv, yo) | <s. 
如 死 , 男 数 fw 四 在 Y 扑 于 任 一 特殊 值 wp 时 对 2 而 癌 询 习 地 趋 于 
(zy go 在 这 种 情形 按 定理 1 有 


lim jf 《as y) dr = {; (x yo) Or 


或 
lim Ty) = Tt(yo)) 
这 就 证 明了 我 们 的 断 首 。 
297， 积 分 号 下 的 微分 法 在 研究 由 含 参 变数 多 积分 所 灶 
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出 的 醉 数 (1) 的 性 几时 蔽 西数 对 参 变 数 的 导数 间 题 具 有 重要 意义 。 
在 一 定 的 假设 之 下 计算 导数 了 (y) 可 用 公式 


TW) =|, gas (7) 


或 用 芭 西 的 更 鲜 阴 的 表示 法 
硬 


Zaz=|Pznm 


如 果 对 9 的 导数 号 与 对 z 的 积分 号 可 以 这 样 对 表 ， 刚 称 面 数 

1697 年 莱 下 尼 苞 最 初 将 类 似 这 样 的 方法 夯 告 物 输 ， 具 努 里 ， 
后 者 为 之 欣喜 营 狂 。 上 谭 那 计算 导数 的 公式 也 就 称 为 “ 菜 下 尼 功 
法 出 "。 

下 面 的 定理 建立 这 个 法 则 适用 的 简单 充分 条 件 。 

定理 3。 辟 在 甜 形 [e, 8; c,d] 内 有 定义 的 冰 数 了 (x,g) 在 尾 何 
[6,d] 内 y 的 圈定 值 之 下 对 [a, 5] 内 的 2 而 对 束 炉 更 肯 在 到 区域 
内 候 导 数 尹 (z, 们 存在 ， 并 上 且 是 一 个 二 元 的 违 统 画 数 。 于 是 在 
[6, 内 任何 y 值 之 下 公式 (7) 都 成 立 。 

画 数 了 (z, y) 对 zx 的 连续 性 保证 了 积分 () 的 存在 。 指 定 任 一 
值 * 一 名 而 和 葵 芒 甫 量 Ay = 如 于 是 


站 而 


To = | 加 dz Tyoth) = | Too 内 am 


下 好 


如 此 
Tt -Tw) - [ta (8) 


右 巡 的 积分 依 息 于 驮 变数 & 我 拉 要 来 证 朋 当 8 一 0 时 这 里 窜 


昌 ”其 活用 这些 条 件 已 可 眉 知 男 孝 了 Go 雪 的 违 杜 性， 但 我 们 不 利用 这 一 点 。 
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许 积分 号 下 取 极 有限 。 由 此 也 就 可 证 明 导 数 
I' (yo) , lim Two th Lh) 
存在 着 且 所 要 求 的 这 个 等 式 成 立 : 


由 
FrGo = lim | fw, gt HD — fz, go) =- 
b+0y Ek 


-| lim fx, wot Re) fC go 2 一 


三 必 


pb 
= [f(s yo) dz 


为 此 我 们 先 按 拉 格 斋 日 公式 号 
fz, oh) —f(e, yo) f(x, yo tO8) (00<1). (9) 


利用 丙 数 jw, 腿 的 均匀 速 续 性 ， 对 任 一 s 一 0 可 找到 这 样 一 个 
3 半 0 使 在 

[a —z l= 及 ly" —y |<8 
时 成 立 不 等 式 

[fy yg) f(r, |<. 

这 里 他 x 二 2 一 wy 二 goy 久 一 加 十 处 并且 认为 i] 二 8 如 此 
由 (9) 得 出 对 所 用 有 
了 (az ob — fe 和 Fe yo) [a. 


由 此 明白 ， 萎 积 画 数 (9) 在 8 一 0 时 对 “而 慎 均 匀 卸 于 极限 而 数 
记 (z; yo)。 由 此 按 定 理 二 证实 了 可 在 积分 号 下 取 极限 。 
298， 积 分 号 下 的 积分 法 ”最 后 我 们 提出 关于 而 数 () 依 9 的 
积分 癌 题 , 比方 说 ,是 在 区 加 [eg] 内 的 积分 。 | 
我 们 特别 威 觉 兴趣 的 是 当 这 个 积分 可 用 公式 
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好 市 和 


fr (yay= BE (a ydrtdy= (人 (ar ayy ds 


人 本 火 


或 出 时 的 情形 , 它 通 常 可 丰 用 括号 而 写成 这 样 : 


好 加 硬 三 
|ef (xy Ar = Jazlf {ry y) dy. (10) 
在 这 情形 我 们 说 五 数 (1) 可 对 参 变 数 ?在 “(对 变数 的 ) 积 分 号 


下 ”积分 。 

关于 责 个 聚 坎 积分 的 相等 下 烈 定理 输出 其 最 简章 的 充分 有 
件 : 

定理 4。 如 果 而 数 了 (x,y) 在 短 形 [4, 5b; o 可 内 对 两 个 变数 如 
续 , 划 公 式 (10) 成 立 。 

我 们 来 证 明 一 个 较 一 般 的 等 式 


{ols (2 Y) d= 人 of (oa #7) dy (10a) 


这 里 5 志和 太 忆 . 
在 等 式 两 边 我 们 有 参 变 数 4 的 两 个 画 数 ; 算出 其 对 了 的 导数 。 
左边 外 层 的 积分 有 和 被 积 琴 数 (1)， 宅 按 定 理 ? 是 对 2 巡 弹 的 ， 
所 以 它 对 变 上 限 的 导数 等 子 被 积 醉 数 在 y 一 ” 时 的 值 , 也 部 等 子 积 
分 


吾 


(m= |f ,max 


如 


在 (10) 式 右边 有 积分 


吕 


| 人 war mp, = |f Ce dy; 


醒 数 外 (zs 7) 渗 呈 定理 3 的 条 件 。 事实 上 ， 按 定 理 2 ptr, 2) 对 这 
由 ”这 里 节 是 杂 变 数 。 
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而 如是 淹 糖 的。 然后 , 层面 数 

Fo (x, 9) 一 了 人 二 
是 本 个 变 营 的 圳 转 画 数 。 所 以 在 上 面 所 部 的 积分 上 上 可 应 用 瑟 下 尼 
问 潜 用; 


pf (2) WI A = 他 {ry WAP= [re 7) dz= (nm). 


如 此 ， 等 式 (100 两 达 作 为 了 的 下 数 有 相等 的 导 醋 数 ， 所 以 只 
能 柚 差 一 个 常数 。 乌 在 9 一 时 上 面 所 就 两 式 显然 变 成 0 所 以 ， 
寂 们 在 了 折 有 站 值 上 租 等 而 等 式 (103) 得 证 。 


四 此 特别 在 w= 时 我 们 可 得 出 等 式 (10)。 

附注 ”这 个 等 式 于 1769 年 首先 由 铭 拉 所 指 开 (次 年 发 表 )。 但 他 只 以 实 
例 识 明 , “因为 它 的 根据 由 微分 及 积分 鬼 丰 性 看 来 是 完 仍 明 旺 的 ”。 

299。， 积 分 限 带 分 变数 的 情形 ”我们 来 考 虚 一 个 二 装 复 染 的 情形 ， 此 时 
不 但 被 积 国 数 合 有 大 这 数 , 连 积分 限 也 性 参 亚 数 。 在 这 忆 形 积分 有 这 样 的 形 
式 : 


ECE 


I = | fla war. GD 


三 【部 
莪 门 只 讨 疹 这 类 各 分 巡 咨 灾 装 的 连 纺 性 友 可 微分 性 玉 司 。 
定型 5， 纺 酚 涩 /Cz4) 训 是 形 [a, 5 o 0] 内 有 写 义 并且 注 锌 ,天山 弹 
oe Y=) Icey) 


wd dh | 


“如 时 多 Yo 是 | 的 人 局 竺 于 人 则 租 分 CD 可 以 车 成 这 样 形 拓 


Brey Bryy [| 
r= { fr wart | fom war { fr, ya (19) 
i 向 {EE qa} 


第 一 个 税 分 一 一 其 中 和 分 限 已 为 常 装 一 一 在 yy 有 时 赵 于 
Bea) 


I (90) = | fr, yd 


Ea 


《 按 定 再 2)， 科 下 两 个 积分 可 必 如 下 估计 


一 蔚 6 一 


Rtvyy 

| fa ill * |Bto) — Biyo)!, 
Hryvna) 

旺 ( 守 3 

| few arieN la) -olyo)l, 


| 
其 中 于 =maz|fis |; 因而 一 一 由 图 数 5(y》 及 忆 殷 的 连 料 性 一 一 它们 在 
yo 时 趋 巴 0 
和 如], 殉 于 有 
lm Tt) = Tyo)) 


这 奔赴 明了 本 定理 。 
定时 6， 如果 上 大 所 路 的 因数 Fn, Ys 关 振 异 [m b;e, 1 


ro de ora ne ry 


DT, nha 


BiH 


r= | fy Dadet PCy) FB DD) Ful, WDD. (18) 


otal 
这 里 我 们 就 由 等 式 (]2) 弄 发。 第 一 个 积分 在 y= 如 有 导数 , 它 是 某 一 个 
导数 的 积分 : 


ria] 
| 了 


El 


(定理 3)， 对 第 二 秋分 (在 #= 加 时 其 值 为 站 我 们 按 中 秆 定理 有 有 ; 


Br) 


yr | fm a . fz,y), 
Py, 
而 * 在 Cg 二 BR) 之 且 。 由 此 知 第 二 积分 本 y=yo 时 的 昼 数 匙 
PB'Cyo) * FCBCY), yo). 
它 就 是 前 式 在 y 一 ww 时 的 樟 限 。 局 样 得 峡 第 三 积分 在 y= 时 的 导数 
—0 C0) + fiat yo) yo). 
芋 合 所 有 这 些 竺 果 襄 多 明 了 导数 了 (gy) 存在 持 得 肛 上 面 那 个 公式 。 
附注 ”这 两 个 定理 当 柬 数 f(z, 办 只 狂 定 在 曲 宰 
ZF=0 z= 
之 间 的 区 域内 (并 具 有 上 述 性 盾 ) 时 也 仍 成 立 。 但 为 推荐 篇 单 起 内 ,利用 了 在 
这 区 域外 少 碟 该 图 数 的 可 能 性 。 


一 147 一 
以 这 样 的 现 点 来 看 娩 所 建立 的 各 个 畏 梁 是 有 丛 处 的 : 积分 开 扩 可 四 


Ty, t= f(r, yd 
邮 


这 个 含有 三 个 大 变数 yw 9 的 积分 年 过 征 刚 =a( 胃 ,2 三 BC 得 雇 。 效 个 癌 
古 只 慨 应 用 和 龟 合 辑 数 玉 福 性 及 可 微分 性 的 一 般 定 瑶 朗 可 和 完 全 和 解 沈 。 竺 踢 是 
公式 (13) 可 按 古 典 格式 生气 : 

订 _ 氏 3 


dy 3y dw% 
300， 例 1) 计算 积分 


, aT, 
”站 (9) Ta "8 (yy) 


1 
rt — x 2 
-| nx 习 克 (OEE, 


将 被 积 式 大 为 积分 的 形式 : 


~.b 一 全 于 
] 


» 
= |zvdy 
并 氨 定 理 4 在 黑 次 积分 


1 和 
了 一 Jarlavay 


vb 全 


中 对 高 做 %* 上 特 虐 #4 的 积分 立即 得 岂 结 果 


站 1 电 
dy +1 
了 一 [i ¥ 和 | 一 一 一 -= 二 一 一， 
名 A ji 5 


2) 如 果 翅 各 分工 (在 = 固 完 时 ) 酒 作 参 变数 》 (zzg) 的 豆 数 则 也 可 检 溯 
这 一 计算 以 员 关 形式 。 控 定理 3 . 


所 慌 
IT 一 lngp 十 1 十 它 ， 
但 在 8=a 时 积分 1 显然 等 于 0 因为 如 = -lnte 二 1)。 民 大 即 得 和 上 上 上面 一 冬 
的 糙 抹 。 
3) 在 所 少 虚 旱情 形 定 泽 3 武生 的 条 件 显 然 部 和 实现。 如果 遍 背 了 这 些 条 
件 , 旧 恋 定 理 的 结论 可 能 不 正确 。 我 们 来 举 一 个 这 样 的 例子 。 


一 H3 一 
2 
设 震 拭 形 [0 1 0,1] 志 六 zx, 如 = yi 于 是 


+=I 1 


jw I (gy>0), 


TF, 

i 
ff (wydr = reteg 一 元 
0 0 由 


同时 


1 1 
|az|fCasy)ay= -I. 
必 [1 


注意 在 点 (0, 0) 通 数 旋 e y) 不 连 入 。 


8 23， 积分 前 均 习 收 北 性 


301， 积 分 均匀 收 笋 性 定义 ”在 上 远 含 参 变 数 积分 理论 推广 
到 非 正常 积分 情形 时 积分 均匀 收 黎 性 概念 占 特别 重要 的 地 水， 我 
们 现在 预先 产 骨 这 个 概念。 

巩 丁 数 fo 9) 对 所 有 zz 及 革 区 域 2 内 所 有 y 什 有 定义 。 


更 疏 对 此 区 域内 每 个 9 值 存在 积分 
TCw) = |)f Cw, ax. (1) 
接 无 限 限 非 正常 积分 定义 [282 眉 ]; 


fr Ydx = ti fl yj ax, 


如 此 , 积分 


二 


F(A = f(b, 9) dr (2) 


戌 为 4 与 多 画 数 而 在 9 夺 定 , 井 且 4 一 oo 时 有 极限 了 (y)。 如 果 
这 个 积分 对 区 域内 的 9 均匀 趋 于 14y), 则 称 积分 1(y) 对 参 变 数 


一 4 一 
?在 乡 内 是 均匀 收 驹 的 。 
这 就 是 谣 ， 对 枉 一 s>0 壮 可 找 这 样 一 个 与 9 无 类 的 数 dbxa， 
司 得 只 要 A .Ao 时 不 等 : 式 


le Dar Jie 的 如 | 一 re var|<s 


就 同时 对 多 内 所 有 3? 入 都 成 
如 果 将 合 大 变数 y 的 积分 (1) 与 无 究 画 数 角 数 


Yu (x2) 


(这 里 * 起 参 变 数 的 作用 ) 对 比 ， 而 个 忆 284 段 所 属 关 于 非 正常 积 
分 与 无 劣 李 数 之 半 的 相 们 性 ， 则 上 述 定 义 与 264 段 毅 数 均匀 收敛 
性 定义 之 间 的 完全 平行 的 情况 就 是 示 出 来 了 。 

奖 德 尔 与 斯 括 克 斯 这 两 位 最 先 把 醒 数 阔 数 的 均 与 收敛 性 与 非 均 勾 政 煞 
性 区 别 开 来 的 数学 察 [281 段 ] 同 时 也 对 含 参 变数 积分 | 指出 了 类 似 的 可 能 


性 。 


例如 , 看 积分 
eam 
站 
它 在 每 个 定 什 yz=0 之 下 都 收 训 。 
我 们 直接 来 计 和 党 税 分 
fy 于 
4 


在 #=0 时 它 壬 于 09, 不 葵 和 人 限 何 值 ;如果 y>0， 期 电 专 换 xy=1 本 难 得 弄 
{yer | edta=e 
二 时 
尖 Y 轿 定时 这 式 子 在 4 一 -= 时 显然 起 于 0， 捏 昌 不 蓝 取 怎样 
的 s 盖 0 不 等 式 
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eA 8 . (3) 
特 对 所 有 4> 轴 (y) 成 立 ; 这 里 


依 旺 于 y。 

如 果 的 变化 局 限于 区 间 [c, 21 内 而 o>0， 则 可 找到 这 样 一 
个 号 ? 无 关 的 数 do, 使 在 4 如 时 不 等 式 (3) 对 所 有 2 都 成 立 : 只 
要 取 如 (e) 作 do 因为 在 4> 如 时 就 有 

etyse da 《Cr 二. 
换 甸 新 表 ,我 们 的 积分 对 区 问 [c, 中 内 的 均匀 要 煞 。 

如 果 参 变数 在 区 则 [0, 4] (4>0) 六 变化 草 情形 就 现 样 了 。 
这 回 这 样 的 4 已 不 存在 (至 少 当 s<1 时 )。 这 一 点 甚至 可 以 由 此 
看 出 : 不 给 取 多 大 的 4,e- 作 式 在 y=0 时 恒 趋 于 1, 如 此 对 充分 小 
的 y 值 它 将 大 于 任何 数 s<1。 苇 积分 约 收 做 在 y 变化 于 区 间 [0， 
Qj 内 时 已 不 是 对 均匀 的 了 。 

302。 均 名 收 若 性 的 条 件 及 充分 机 验 法 ”利用 画 数 均 匀 交 于 
极限 的 一 般 检验 法 1295 段 ,1°] 可 按 当 前 情形 将 它 号 述 如 下 : 

要 积分 (1) 对 在 区 域内 均匀 地 收 辣 ,其 光 要 而 充分 的 条 件 
是 要 在 痊 定 任 一 s>>0 时 恒 可 找到 这 样 一 个 与 y 无 关 的 数 4, 使 不 
等 式 


| fz, War Jf 9)dz| 一 | fea Wdz| < 


同时 对 乡 肉 一切 值 都 成 立 , 只 要 4 >4>4o。 

更 在 来 建 江 儿 个 运 常 实际 上 用 来 制定 积分 均 与 收 敏 性 的 方 
法 。 

1” 我们 设 画 数 了 lz, 办 当 za 时 对 x 连续。 如 果 存 在 入 样 一 


. 一 151 一 
企 只 与 有关 的 贾 数 ptz)， 在 无 限 区 间 [ 四 一 ] 内 可 积 , 县 使 在 多 
内 所 有 # 值 之 下 恒 有 
fro) 《对 zc 
则 积分 (1) 对 9 (在 内) 均匀 地 收 率 。 
这 可 直接 由 不 等 式 


| fa, 9)az <| |f (x, 2) | sve | plr) ds 
4 4 了 


推出 , 只 要 利用 刚才 所 证明 的 检验 法 。 
在 上 沪 条 件 之 下 有 时 也 襄 国 数 了 (x,y) 有 一 可 积 深 制 夯 数 


9(z), 或 者 尝 积 分 (1) 由 不 售 参 变数 的 收 短 积分 |p(z)dz 所 控制 。 


不 难看 出 这 种 检验 法 与 维尔 斯 脸 梓 斯 的 画 数 胃 获 均 习 收 敏 性 


的 著名 检验 法 1265 段 ] 的 相册 性 。 
例 1) 积分 
| oo 


四 
对 小 弃 数 at 在 其 任何 迹 域 内 ) 均 匀 收 侣 ; 四 它 为 不 含 < 的 下 黎 积 分 
< 证 了 
所 控制 。 
2 我 们 来 看 两 个 项 数 之 积 的 积分 


| mon - gle)ar (da)， jf gs ar (46) 


被 积 画 攻 丽 因子 中 只 有 一 个 含有 参 变 数 % 它 在 某 区 域 Z 内 变化 。 对 这 些 各 
分 我 站 要 陈 注 坎 精 敌 的 均匀 收 笋 性 检验 疆 , 它 可 莫 坊 287 段 而 得 。 

闲 数 了 和 4( 必 要 时 取 3 一 常数 ) 我 们 也 加 在 那里 一 洋 夏 作 是 * 的 束 核 画 
数 ,证 9 还 要 是 单 测 的 并 日 对 有 天 会 导 画 数 。 于 是 

4D 如 果 了 积分 


一 二 2 一 
， 
Bd = fa, Mas 


对 所 有 4 及 也 有 地 久 有 办 
| 至 yy | 等 下 (KE 汐 带 数 ) 
寺中 3) z 一 = 旺 5(o) 一 0 则 于 外 (4a) 允 > 队 交 ” 霹 钱 钴 同 


GD 如 暴 荆 ) 积分 
| raaa 


收 笋 而 
27) 杜 数 9(m 切 对 所 有 = 及 县 总》 起 乌 有 办: 
gtsy 扩 | 志 5 二 为 常 萄 访 
则 积分 (46) 对 9 增 匀 收 笋 。 


至 于 征明, 央 守 其 笑 仍 与 以 前 一 样 ， 因 为 一 由 于 常数 及 及 工 都 与 # 无 
关 一 一 对 积分 


Ar 
| 六 oa 
过 
可 得 出 与 y 无关 的 佑 条 这 就 保卫 了 均匀 收 伐 性 。 
例 2) 积分 
出 癌 1]1 生 下 
| 


对 < 在 zzzpo>D 时 去 与 收 艇 ( 按 论 验 法 (1 事实 上 , 合 了 (xz 0) = sinax 我 加 
有 


Ew 


单 说 递 虐 {至少 对 讽 分 大 的 # 是 和 如此) 而 在 了 一 oe 时 趋 于 0 。 
3) 积分 


- 
一 只 1 也 冯 
foe Sineas 
TT 


让 


一 培 和 一 


按 检验 法 (及 对 6 (ez>0) 均 习 收 做 和 这 里 了 ( 必 一 2 于 由 0 到 可 积分 ,而 ( 广 
导 ) 单 调 递 减 硬 数 g(tz, 69) = 号 11 次 界 。 

303， 带 有 限 积 分 限 的 积分 “我 情 现 在 来 考虑 一 个 而 数 f(z， 
y); 它 对 有 限 区 交 i a, 6 内 的 > 健 及 某 区 域 多 摧 的 Y 值 有 定义 ; 证 
y 为 常数 时 它 对 x 由 & 至 5 可 积分 (正常 意义 或 菲 正常 意外)。 于 
是 无 欧 积分 


肯 
Tty) = |f(z, y) dr (5) 
是 正常 与 否 , 它 帮 是 已 9 30 时 积分 
Py, #2 = | Flr, yd {6} 


的 极限 。 

如 果 这 个 积分 在 9 一 0 时 对 区 域 多 内 的 泡 匀 趋 于 极限 蕊 9)， 
则 称 积 分 (5 对 该 区 域内 的 y 均匀 地 收 伍 。 

这 就 是 说 , 对 任何 一 个 s>0 恒 可 找到 这 样 一 个 与 9 无关 的 数 
8 一 0, 使 得 , 只 要 ?9 和 8 时 ,不等式 


丁 


ropa | few wal = | fir, yds 


是 是 


-二 各 


就 同时 对 儿 内 所 有 什 才 成立 。 

不 难 在 此 陈述 均 写 收 笋 性 的 必 村 而 充分 的 委 体 ， 同 样 岂 可 条 
302 眉 的 充分 条 件 握 到 当前 的 情形 上 来 。 这 让 菏 者 自己 去 做 。 

我 们 骨 尾 由 & 至 48 的 积分 5) 看 作出 4 至- 的 积分 (6) 的 
极 黑 着 且 注 意 后 面 的 积分 逼近 它 的 极限 的 特性 。 如 琵 , 点 w=5 在 
这 蛙 击 在 玖 的 地 位 ( 象 301 段 中 点 xz 一 co 一 样 )。 伍 在 革 些 情形 
《这 种 情形 以 后 带 遇 ) 也 有 必要 答 予 区 曾 内 出 的 点 以 类 似 的 地位。 
例如 ; 同一 税 分 (5) 世 可 看 作 积 分 


一 | 红 一 
6 


网 力 一 | flx, ydr 


在 90 时 的 极限 。 杂 果 在 90 时 后 面 的 积分 对 # 均 匀 凶 远近 
它 , 央 也 可 以 设 积分 (5) 均 匀 收 第 。 公 部 以 上 所 衣 的 都 可 搬 到 这 情 
形 上 来 。 

如 果 届 到 需要 分 清 是 哪 一 种 均匀 收获 的 情形 时 划 我 们 遂 ， 敲 
积分 各 住 z 一 co,x% 二 b 或 5 一 & 等 等 时 均匀 收 雍 (对 其 区 域内 的 yy)。 

要 注意 的 是 , 对 于 上 比方 说 在 z=5 时 积分 {5) 的 均 习 收 雍 性 ,我 
们 通常 威 兴趣 的 是 当 点 < 一 就 是 积分 (5) 的 奇 点 ( 指 288 段 中 的 
意 闵 1 一 一 在 y 取 举 坚 休 的 时 修一 一 的 于 些 情形 , 但 这 定 浆 尖 积 分 
《5 在 一 印 值 都 正常 的 时 候 不 仅 形 式 上 名 持 有 效 , 而 我 全 和 将 看 到 在 
这 情形 也 的 确 可 能 有 开 处 。 

例如 ; 秋分 


1 
?YY 
J 
对 区 并 [0 中 (4> 人 0 内 年 一 个 入 元 将 存在 而 且 为 正常 积分 。 但 对 4 的 这 一 
变化 区 阅 它 的 放 做 性 在 z* 一 0 时 不 是 坞 与 的 。 事 突 上 , 只 要 << 训 不 等 式 

1 

地 5 一 arotg <é, 
就 不 能 对 一 切 y>0 的 值 都 成 立 : 不管? 取 多 小 ， 不 等 式 左边 在 jy 一 0 时 总 趋 
于 去 ;因而 尘 充 分 小 的 值 必定 大 于 &。 


$3。 积分 均匀 收 亨 性 的 应 用 


304， 积 分 号 下 到 极 限 现在 我 们 来 讨论 带 无 限 积 分 限 的 积 
分 


1(y) = (f(s, wa, (GD 


| 
它 舍 有 参 变数 y (在 区 域 2 内 变化 , (并 且 来 证 明 一 系列 与 296 一 
298 眉 对 正常 积分 所 建立 的 豆 定 理 相 类 似 的 定理 。 册 一 些 定理 过 
滤 到 另 一 些 定理 时 可 得 种 266 一 270 段 中 由 图 数 有 限 和 性 质 过 泪 
到 无 穷 画 数 级 数 和 情形 时 的 同样 步 又 。 正 如 那里 画 数 级 数 均匀 收 
效 性 起 决定 性 作用 一 样 ,这 里 (1) 形 积分 光 匀 轨 敌 性 也 起 同样 的 作 
用 。 如 此 ， 我 们 的 指导 思想 还 是 那 无 旁 般 数 与 非 正常 积分 之 阅 的 
相似 性 , 这 我 从 已 展 次 强 课 过 了 [284, 301 段 ]。 

我 们 由 伸展 在 无 限 区 间 上 的 积分 的 积分 号 下 阳极 限 问题 开 
始 。 

296 段 的 定理 工 不 能 推广 到 这 个 情形 上 ， 在 全 无 限 区 疗 内 芭 
使 丙 数 fa 9 在 g-- 加 时 均匀 趋 于 极限 画 数 9(z)， 积 分 号 下 到 极 
限 也 仍 可 能 是 不 容许 的 。 

例如 我 们 来 看 画 数 (% 二 1, 2,3,-…): 
fle) 0 

fc 
由 寻常 微分 学 旋 法 不 难 确定 , 这 个 画 数 在 x 一 时 时 达 最 大 值 , 妈 


TY <。 二。 因为 在 nce 了 时 这 个 值 移 于 0, 故 由 此 可 昂 , 画 数 


fntz) 当 间 一 ce 时 在 全 区 间 [0， oj 内 均匀 趋 于 2) 一 0。 可 是 在 
天 一 ce 时 积分 


人 


人 六 eaz= 1 


而 完全 不 趋 于 0。 
可 能 在 积分 号 下 取 极 限 的 充分 条 件 由 下 曾 的 定理 答 出 ; 
定理 1。 襄 商 铭 了 (x,y) 对 x>a 及 2Y 内 的 Y 有 定义 :1) 对 4 
思 祭 共 且 2)g 一 go 时 在 每 一 有 限 区 间 [ 坟 内 对 = 均匀 地 赵 于 极限 


一 156 一 


而 数 p(z)。 更 改 3) 积 分 (1 对 区 域 多 内 的 ! 均匀 收效 。 于 是 有 


lim {fear= [pCa (2) 


我 们 首先 注意 , 两 数 kz) 也 是 连续 的 [295 段 ,2 ]。 按 均匀 收 
仇 性 条 件 [302 段 ] 对 性 何 a 二 0 恒 可 找到 这 样 一 个 do 使 


a 
{fm Wal < 


对 内 所 用 值 同 时 成 并 只 要 是 和 寻 守 和 > 轴 。 这 里 在 积分 导 下 
取 y 一 go 时 的 极限 L296 段 定 理 1 我 们 得 


By 


,4f 
ja 
| 


遇 基 推 知 (286 段 ) 面 数 p(x) 在 无 限 区 则 [0, cj 内 可 积分 。 
其 次 , 在 任何 4 一 < 之 下 我 科 有 : 


re De- (fe Daz- [plo 十 
十 fr yjdzr|t from 


如 果 取 任意 一 个 数 >>0, 刚 可 先 指定 和 4 值 使 右边 第 二 项 及 第 三 项 
变 成 < 可 (与 ? 无关 )， 然 后 全 9 充分 接近 加 ， 而 使 第 一 项 地 
一 可 [296 段 ]。 于 是 , 对 上 述 9 值 有 


< 一 8， 


Je war [pte)ar 


”这 就 导 至 (3)。 
”第 此 应 用 推广 地 尼 定 理 [295 段 , 3*] 可 得 出 


一 在? 一 
推 戎 “ 屋 非 负 夯 数 了 (ae 纺 对 < 在 x>o 内 建 秆 并 具 随 十 大 
而 递 十 地 趋 于 极限 豆 数 9(2)， 它 归 在 对 区 阅 内 连 炳 。 子 是 由 积分 


[roa G) 


的 存在 可 推出 积分 (1) 的 存在 (对 儿 内 所 有 y 信 ) 夫 及 公式 (2) 成 
立 。 

按 所 说 的 定理 在 误 条 件 下 酚 数 了 (x,y) 的 趋 于 p(4) 对 枉 何 有 
限 区 商户 的 > 而 言 是 均匀 的 。 甚 区， 由 ?65 段 定 至 1 积分 (1) 是 
存在 的 , 因为 

fm 9) pe). - 
图 数 p(x) 同时 也 起 测控 制 丽 数 的 作用 [302 段 ]， 保 证 了 积分 (1) 
对 9 的 均匀 收 钱 性 。 如 此 ,符合 了 所 有 应 用 前 一 定理 的 条 件 。 

对 丽 数 序列 (f(x)} 常 常 须 用 浏 积 分 导 下 取 和 极限。 如 此 , 由 序 
型 过 滤 到 无 穷 胡 数 可 以 得 出 关于 画 数 珊 数 逐 项 积分 的 新 定理 。 

例如 , 看 看 这 财 上 面 的 推论 成 为 什么 形式 : 

惧 圾 数 


Sw (2) 


直到 式 

击 在 "2 时 为 下 县 圳 糖 的 西数 所 租 成 而 对 这 些 。 2 值 有 连 楼 的 和 
P(r), 和 如 果 和 厂 数 在 区 间 [mw 士 co] 六 可 积分， 出 在 此 区 搁 内 获 夫 数 
可 汉 枯 积分 。 

基 后 ,下面 这 个 关于 积分 (1) 对 多 炎 数 的 可 粮 活 的 定理 亚 屁 定 
理工 的 简单 推 茶 。 

定理 2 级 画 数 fo 幼 ( 作 为 二 元 西数 ) 对 zzz4 及 区 间 [e， d] 
内 的 # 什 而 豆 有 定义 并 月 连 糯 。 如 果 积 分 民 ) 对 区 阅 [ c, 引 内 的 5 
两 让 均匀 收 化 ， 则 避 在 此 区 隔 内 是 姑 变 数 /的 连 入 轴 数 。 


! 
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事实 上 , 如 我 们 在 2395 和 眉 中 所 见 . 当 z 在 任何 有 限 区 间 [a, 4] 
内 变化 时 国 数 了 Cw, 妨 于 gg 时 (go 为 了 的 任 一 特殊 秆 ) 对 = 而 
营 均 要 扑 于 极限 两 数 了 Cw yo )。 而 此 时 按 定 理 1 在 积分 (1) 中 可 于 
积分 号 下 到 极限 ; 


limI(y) =lim |f a9) de— fx, yo) dz=7(yo), 
d+ bk 村 


这 就 证 明了 我 们 的 靳 言 。 
“ ， 节 可 很 租 单 地 证 明 下 和 面 和 地 尼 定 理 的 类 似 的 定理 [267 段 ]; 
定理 3。 如 果 迹 纺 责 数 了 (x,y) 非 负 , 剧 出 积分 (1) 作为 参 变 
数 画 数 时 的 评 炳 性 可 推出 其 收 铬 姓 是 均匀 的 。 
在 这 情形 y 的 [ 按 296 段 定理 2 ] 严 粮 东 数 


| 


|i war 


随 4 俱 绢 因此 而 [ 按 只 5 段 30 推广 地 尼 定 理 ] 对 y 均匀 起 于 其 极 
限 ( 由 ,这 就 是 所 要 证 明 的 。 
305， 积分 依 参 变数 的 积分 法 ” 先 来 证 明 下 面 这 一 定理 : 
定理 4， 在 定理 2 的 想 设 下 成 立 公 式 : 


{i (y) dy = [ali 《2 #) dx = feof (25 y) dy. (4) 
如 怪 时 好 Di 
[wey= Javlf ce, gat [a fe, pas 


四 


但 按 298 眉 定 理 4 
fal dz = far Cr 
如 此 症 式 


< 日 一 
业 站 台 
|rpa-|ejymw 
可 写成 这 样 : 
屋 三 二 [i ed 
| (yy dy 一 [ay fdzr= Jav}iaz. 
如 毕 现 在 - 取 人 尾 童 小 的 80 时 一 -将 4 取得 这 样 天 ,而 使 
在 所 有 # 信之 下 


|f dr 


4 


剧 上 面 的 汰 数 的 艳 对 值 将 小 于 sa 一 e), 在 这 情形 


家 ] 

| 《zy 一 8mjaz|faw 
于 

La Er [3 


这 就 等 价 于 (4)。 

如 果 利 用 [304 段 ] 定理 3, 则 不 难 南 此 导出 这 符 的 

推 这 在 非 负 画 数 f(z,y) 的 情形 光 是 由 积分 (1) 对 的 束 粮 
性 就 可 推出 到 式 (4)。 

如 此 ， 我 们 在 一 定 条 件 下 建立 了 这 样 现 个 积分 彼此 家 换 次 序 
的 合法 性 : 一 个 伸 诬 在 无 限 区 间 上 , 而 另 一 个 伸展 在 有 限 区 癌 .上 。 

然而 在 许多 情形 ， 我 们 正 是 需要 按 下 列 公 式 对 凋 丁 个 都 取 在 
无 限 区 间 闪 的 积分 , 对 应 的 公式 是 : 


far ar fai, par 《5) 


要 证 实 这 种 对 斋 的 合法 性 往往 是 一 件 复杂 而 番 数 的 事情 。 
只 有 对 很 宪 的 一 类 情形 能 以 一 般 方式 建立 公式 (5); 例如 : 
定理 5。 改 画 数 f(o, y) 对 ve>4 及 y>c 有 定义 而 束 迷 并 且 
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非 负 , 我 们 更 候 届 加 个 积分 
jnar, Jie 


大连 辕 画 数 ， 一 一 第 一 个 是 Y 的 ， 第 二 个 是 z 的 。 于 是 , 如 果 下 而 
本 个 果 次 积分 中 有 -- -个 存在 : 


trim ee 


fwjreepm 他 [rpm 《9 


则 另 一 个 也 存在 , 并 日 等 式 (5) 成 立 。 
识 积 分 (6) 中 第 二 个 存在 。 按 前 面 的 推 蔬 , 对 尾 一 有 限 的 C>。 
特有 


[anlare= ar [Fay. (7) 
右 按 积分 的 秆 名画 数 
ji 


作为 和 CC 的 两 数 是 对 z 溃 结 的 [296 段 定 理 3 着 昌 一 一 随 善 避 
的 卉 至 无 穷 一 一 递增 而 条 于 六 数 


[fay, 


它 按 假 识 是 过 彤 的 并 且 可 以 对 * 由 4 至 ce 可 积分 的 。 应 用 304 段 
的 推论 到 (7) 式 丰 过 的 积分 上 我 们 可 以 在 这 积分 的 积分 号 下 取 
C 一 co 时 的 和 机 限 。 在 这 样 的 情形 不 但 是 (7) 式 右 近 的 积分 的 极限 
《 即 积 分 (6) 中 第 一 个 ), 存在 震 且 两 个 深水 积分 还 彼此 相等 。 

306. 积分 依 驮 变数 的 斤 分 法 ”我 们 由 前 段 定 理 4 来 导出 一 个 
基于 这 种 微分 法 的 定理 ， 这 正 与 以 前 恢 据 269 段 定理 4 证 肌 270 
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了 疏 申 的 定理 天 的 情形 丰 似 。 
”定理 6。， 族 而 数 了 (w% 切 对 xz>a 及 [6,] 下 的 9 有 定义 , 依 > 
过 糖 , 并 是 对 上 述 值 有 依 两 个 变数 速 续 的 导 画 数 有 (z, 仿 。 更 发 各 
分 (1) 对 所 有 [c,d] 内 的 y 估 都 收 减 ,而 积分 


全 【ao ya | (3) 


二 


不 但 存在 , 并 且 在 同一 区 间 丙 还 对 9 均匀 收 化 。 于 是 对 [o 扫 内 任 
何 y 值 成 立 公式 


Th 


7' (0) = [fy (ep) de. 


应 及 定理 4 于 商 数 丘 ko 8) 只 是 中 代 之 以 任何 多 ec 裤 y 安田， 
我 们 有 


所 【zy #) dr= ep 《ay yy = 


虹 他 


站 te 一 好 


= [fw, as- {fw, eas 
因为 左边 积分 的 税 积 画 数 , 序 积分 
| Gg)aw, 


既 乡 的 速 悉 画 数 [ 技 304 段 , 定理 2 ], 惠 它 就 是 左边 的 积分 对 gy 的 
导 画 数 [183 段 , 12 ]， 等 式 布 边 的 积分 人 ) 斌 与 左近 积分 只 差 一 常 
数 所 已 宦 也 是 积分 人 的 导 曾 数 。 如 此 本 定理 得 证 。 

307. 关于 带 有 限 积分 限 的 积分 的 一 个 竺 注 ”我 站 已 倍 罗 闸 论 
积分 


Ty) =| yc y) dz (1 


的 性 质 回 题 ， 对 该 积 分 # 的 惟一 奇 值 为 。 类 似 的 理 给 也 可 对 这 
样 的 情形 来 建立 : 2 的 表 值 有 限 , 比方 琢 与 积分 


I(y)= je ya (9) 


的 上 限 5 相同 时 。 在 所 有 已 证 明 的 哈 断 里 可 以 全 5 代替 oo 的 地 位 ， 
邹 凡 * 一 一 时 的 均匀 收 第 性 到 处 都 改 成 z= 时 的 均匀 收 化 性 
[303 段 ], 例如 , 定理 1 可 改换 成 ; 

定理 1。 设 副 数 J 了 (zx 四 对 a 所 + 二 5 及 多 内 的 4 值 有 定义 而 
县 : DD 对 2 速 入 23) 8 一 名 时 在 每 个 区 交 [4,5 一 7] 内 对 % 均 名 
趋 于 极限 锁 数 9(z): 如 果 此 外 3 ) 积分 (9) 在 区 域 乡 内 对 均匀 
站 敏 , 昔 


a 
lm fz, paz= [pCa 
妆 然 ， 有 了 时 疝 一 积分 (1) 中 可 以 有 两 个 奇 值 ， 比方 说 守 二 于 


及 zx 一 ce。 所 有 那些 榆 断 也 仍 可 搬 到 这 情形 上 来 ; 但 常常 比较 方便 
的 还 是 就 把 积分 (1) 走 为 两 个 之 和 的 形式 ; 


{=| (a<b<o0) 


再 把 所 诗 的 理 哈 普 别 应 用 于 每 一 项 上 。 
308. 一 些 菲 正常 积分 的 计算 带 参 变数 的 积分 的 理论 可 用 来 
证 算 ny 
， 我 们 来 计算 下 面 的 积分 ( 欧 近 ) 
E - 攻 fa 
首先 来 确定 ， 这 个 积分 一 般 对 哪些 参数 值 < 有 意义 。 沿革 是 
xz 一 co; vz 一 0(a>1 时 第 二 点 就 不 是 奇 秆 了 )。 我 们 把 这 积分 分 解 
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成 并 个 i mm 
=H B= | 十 


必 1 
第 一 个 在 & 一 0 时 存在 ,因为 (如 果 ca<]) 秩 积 钾 数 在 + 一 0 时 此 起 
二 来 成 TI 一 4<<1 阶 的 无 败 大 [290 段 ], 而 第 二 个 在 se<1 时 存在 : 


此 时 贸 积 画 数 在 co 时 比 起 二 来 成 2 一 a>>1 阶 的 无 宕 小 [285 
毁 ]。 如 此 蔽 积分 在 0<e<1 时 收 敦 ; 我 们 就 在 这 假 坝 之 下 来 对 算 


写 。 
对 0 一 *<1 我 们 有 上 毅 数 展开 式 


于 一- > i _ 1) ee 
毛 只 要 0<s 守 X 所 1 一 gs' 必 1 就 均 与 收 健 。 但 其 部 分 和 在 [0,1] 中 
有 可 积分 的 控制 画 数 


也 一世 好 一 1 下 
> Tt [1—(—%) ] 好 一 上 
入 7) ” 土 十 多 7 “ 


所 以 它 的 积分 在 x=0 及 zy=1 时 都 均匀 收 黎 。 按 锋 改 过 的 定理 1 
逐 项 积分 。 得 ， 


1 aa 


Bi= Sf —1)w "ldr= 5- —1” 


积分 且 由 证 找 一 十 化 为 


应 用 上 面 已 释 得 到 的 展开 式 我 们 求 出 : 
PR 3 


pet 多 一 歼 - 


一 1 时 一 
如 此 ， 


B- 二 + 三 (CD 人 L 十 一 ) 


Tt 一 


我 们 已 破 知 道 画 数 -二 ;的 “简单 分 式 分 解 ” [293 段 , 3"; 大 中 下 
面 406 段 , 3) 附注 ]: 


[ze 
2 上 一 trz= 一 (0<a<T， 
2 ， 要 计算 积分 
| 
四 呈 


[参天 293 段 , 3?] 我 们 来 考虑 一 个 比较 一 般 的 含 参 变数 的 积分 : 


Tt(la) 一 | "Eng (ue)), 
0 


前 一 积分 可 由 此 取 a 一 0 而 得 。 我 们 已 亲 知 道 , 积分 ro 在 ez0 
时 对 “均匀 收 敏 [302 段 , 3)], 并 且 因 此 接 304 段 定理 2 对 那些 值 
而 车 是 大 变数 & 的 连 粮 泗 数 。 特 别 是 

70) =limf(a). (10) 


现在 我 们 来 求 a>>0 时 的 导数 1(g)。 在 积分 号 下 微分 ， 投 们 
则 


I = 一 | 一 应 全 = 一 1 
(ny | e Tain zdr Ti 


-一 人 5 一 
[283 段 , 5)]。 这 个 积分 对 aao 均匀 下 葡 a。 是 尾 一 指定 的 数 ， 大 
于 的 ， 因 为 它 被 收 伍 积 分 


| 一 “wz 

0 ， 
所 控制 [302 段 , 1 ]; 所 以 ， 至少 对 上 刘 g 值 应 用 306 段 定理 6 是 
可 以 的 。 但 不 葵 ge>0 如 何 取 诗 ， 总 可 选取 这 样 一 个 ee>0 而 使 
aaoo 这 就 是 襄 , 所 得 结果 对 任何 w>0 都 是 对 的 。 在 这 样 的 情形 
对 az 我 何 有 

Tila) =0—arctga, 

要 决定 常数 口 我 们 分 4 起 于 cc=; 因为 


eo 


[Ze | | rdv= 洲 ， 


恬 


故 在 此 Ka 一 0， 丽 得 出 和 等 了 于 二 。 最 后 由 (10) 有 有 


[sint ,TT 
(0)=| 2 d= 全. 


3 要 重新 来 计算 积分 


[参阅 293 段 ,2 ]， 我 们 全 其 中 2 一 好 而 % 是 一 个 性 意 的 焉 数 ; 如 
她 得 


e—u iat. 


一 一 一 上 


五 一 遇 
中 
现在 将 这 等 式 两 边 乘 以 egu 而 做 如 由 09 至 oe 积分 之 : 


Kk Js= 天 2 一 |e ua | 和 
心 避 


眉 


166— 
不 只 看 出 ,在 此 把 两 积分 对 刚 就 可 很 决 地 得 出 结果 。 事实 上 ， 
对 凋 后 得 
,| Pr 一 人 工 十 到 主人 , 7 ot 人 
ee 


. 必 必 


六 此 ( 国 为 显然 五 一 催 


要 证 实 上 述 积 分 的 对 裔 是 合理 的 我 们 利用 305 眉 定 理 品 。 草 
然 积分 


| 一 trans =- 二: 于 


对 所 有 ti20 是 上 的 违 续 醒 数 , 积分 


mwa =e "KK 

0 
划 只 对 #0 违 筑 , 而 w- 0 时 七 等 于 0， 在 这 点 上 就 不 速 簧 了。 所 
起 不 能 直接 应 用 定理 5 于 短 形 [0, ee; 0, ce]! 我 们 将 它 应 册 于 短 形 
[Leoy cecib oo0] Cw 一 0), 这 里 利用 了 , 稻 分 


| et ed = 


Tp 


对 所 有 !z0 都 是 上 的 这 和 米面 数 。 用 此 证 突 了 等 式 


jj — (tigi 一 fare 一 wd. 


Uo 


1 —t1+ 


1 
14 


剩 下 只 要 把 w 变 小 而 取 m0 的 极限 , 在 此 右边 的 极限 能 在 积分 
号 下 来 取 一 -根据 304 段 的 推 赵 。 


ls 


， 最 后 , 来 看 所 谢 拉 普 拉 斯 积分 


[由 记号 于 如 着 
ee 

首先 我 们 指出 第 一 积分 # 对 大 变数 4 均匀 欢 艇 ,因此 (由 定理 
2) 也 就 对 “ 违 模 ， 并 有 旦 是 对 一 切 值 a>0 [会 开 302 段 , 1) ]。 假 定 
o>0, 由 积分 导 下 对 4 微分 (定理 6) 我 们 建立 


dy , - 
和 C11) 


这 里 我 们 依据 的 是 第 一 积分 z 对 所 有 ae 的 均匀 软化 性 ， 而 om 
是 一 个 性 意 指定 的 正 数 [ 参 红 302 段 ,2) ]。 

再 对 a 在 积分 导 下 进行 微分 是 不 可 能 了 ， 因为 这 样 微分 的 辕 
果 已 将 得 出 发 散 的 积分 。 

但 是 , 如 果 在 上 面 的 等 式 和 等 式 ( 参 因 上 面 2°) 


王 =| adzg， 
必 加 


- 


琴 泪 相 加 , 则 得 


dy 世 | din dz 
da ta |rio 


这 里 积分 号 的 微分 又 成 为 可 能 了 ， 和 如 此 我 们 得 出 


= | ed, 


所 以 


中 PP 8. Uapleeel17?49 一 1827), 是 法 国 杰 出 天 交 学 家 数 学 家 生物 理学 家 。 
国 ” 但 是 下 面 我 们 完全 不 需要 这 个 积分 的 俩 ;只 要 知道 ' 蕊 在 所 有 az 之 下 二 为 
常数 , 侧 这 不 难 由 简 音 医 换 1=ar 淹 出 。 
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对 这 个 简单 的 带 常 系数 二 阶 生性 微分 方程 不 难 依 “特征 方程 ” 
的 根 士 # 组 成 通 解 . - 

y= Oets rt Oe", | (12) 
这 里 如 和 Ca 是 常数 。 但 在 所 有 值 之 下 变数 是 有 界 的 : 
了 dw 3 
ly <| 素 + 刺 一 亚 

这 就 是 股 , 必须 =0( 否 剧 a 一 oo 时 4 和 将 无 限制 增 大 }, 要 决定 0 
我 傈 全 &= 一 0， 因 为 由 于 Y 的 连 绪 性 关系 式 导 2 在 这 个 如 值 上 信保 


持 有 效 ; 于 是 显然 


2 
最 后 ， 
因此 z 又 可 由 微分 定 出 [参阅 (11)]1: 


5 


名 一 


| (a>=0. 


$4. 欧 拉 积 分 


309, 第 一 类 型 欧 拉 积分 根据 勒 壤 德 詹 的 提议 称 上 有 如 F 形 
状 的 积分 为 第 一 类 型 欧 拉 积分 ; 


Bt{a, =|) a, (1) 
心 
这 里 ,5 一 0。 它 代表 一 个 双 参 变数 o 的 夯 获 : B- 画 数 ( 芒 如 < 有 具 
但 画 煞 ”) 。 
我 们 知道 所 考 鳄 的 积分 对 4 和 5 的 正 值 ( 朗 使 小 于 1) 是 收 头 


"一 扩 9 一 
的 0。 因 琵 蕊 的 确 可 以 作为 了 画 数 的 定义 。 我 们 来 建立 巧 的 一 些 
性 质 。 
1°。 首先 立 序 吉 以 得 出 (由 证 换 % 一 1 一 门 ; 
Blayb)= Bd, a), 
如 此 ，B- 画 数 对 4 与 5 是 对 称 的 。 
2°， 册 公式 (1) 的 分 部 各 分 在 51 时 我 们 得 9; 


Bfe b) -[0 -2 三)- 
习 


-+ 3 与 中 “一 四 dx 一 


和 
一 到 一 所 |: 101 — ro dr el | 2 (一切 ”一 
3 . 


-01 1p DD) -> 一 BR(m b), 


由 此 有 


Bia, b= bl pcw, Bb—1). (2) 


二 5- 1 
这 个 到 式 可 用 来 逐步 戏 小 5, 酝 到 它 不 大 于 1 汐止 ; 如 此 入 可 使 第 
二 日 变数 变 成 志 1。 

但 是 这 对 第 一 个 自 变 数 也 同样 可 以 散 到 ， 因 为 由 于 吾 的 对 称 
性 也 成 立 另 一 个 递 推 公式 : 


Bling, b) 一 


i -TB(a 一 1,5) (a>1). (%) 


如 果 上访 等 季 白 然 数 ”%w 刚 累 欢 应 用 公式 局 ) 可 得 : 
人 ”反之 , 参 变 数 思 昌之 值 如 省 一 个 馆 0, 天 著 和 分 发 数 。 


地 我 亿 在 此 利用 量 中 或 
Tl 


一 1 一 


一 1 孔 一 吕 


BCo nm) = 本 二 1 ga+n— 2 


1 
‘TB 1), 


人 
Be, 1) = [Be 
所 及 对 B({a,n) 和 Bln,a) 同时 可 得 出 这 最 后 的 式 子 
1:2.83....* (nC—1) 

PE 苛 
如 皖 世 等 于 一 个 自然 狐 xn, 出 
Crd) mo TF 

Cm 二 一 1)! 
站 时 由 这 个 符 导 理解 光 1, 央 这 个 公式 在 ws=1 或 %=1 时 岂可 应 
由 


Bn a} = Blg, n= (3) 


Bim,%) 一 


， 我 们 答 B- 画 数 另外 一 种 解析 下 出 法 ， 避 也 常常 有 用 。 
i 如 果 在 积分 (1) 中 作 和 置换 i 而 y 是 一 个 新 变数 ， 由 0 
谈 至 =, 其 又 得 出 


op 


Bl b) = | Tyas ay. (4 


by 


这 里 全 5 一 一 wx (假设 0 一 aa<1) 我 们 得 


Bilw,1—a)= [fe 
0 
上 而 算出 的 那个 积分 , 也 与 获 拉 有 关 , 它 是 苹 者 已 码 知 道 的 了 [308 
段 ,1"]。 代 入 其 值得 公式 z 
Bl 1-a) = (0<a<l), (5) 


sin me 
如 采 特 别 取 


“于 人 -一 


IE， 


BR 二, 二)= 一 


我 们 只 群 B- 谓 数 的 这 上 几 个 性 质 , 因为 下 而 [311 段 , 4] 可 以 知 
道 它 能 很 简单 地 以 另 一 种 画 数 一 --“ 咯 马 落 数 ” 一 一 下 出 ， 这 种 求 
数 我 们 将 讲 得 较为 详 稳 。 

310， 第 二 类 型 网 撤 积 分 “这 个 名 称 拐 于 德尔 用 来 指 这 个 重 
要 的 积分 : 


jhe (6) 
它 对 征 何 we>0 都 收 襄 [290 颖 ,4 10, 而 定义 一 个 I-~ 酝 数 ( 嘿 局 夯 
数 )。 1- 画 数 是 在 分 析 及 其 应 用 上 最 重要 的 画 数 之 一 ， 慨 次 于 初 
等 函数 。T- 画 数 的 性 盾 如 由 其 积分 定义 (6) 出 发 来 研究 出所 时 也 


可 作为 归 前 所 诗 命 参 变数 积分 理论 的 最 好 应 用 实 昼 。 
如 果 在 (6) 中 合 


癌 得 : 


于 
1 1 
To 一 人 In 一- dg, 
-jy 
我 们 知道 [65 自 , 2)] 
im 之 一 tx 人 1 一 ch 
于 . 
这 里 (1 一 s*) 柄 4 俱 二 而 移 于 其 极限 9。 在 这 情形 根据 304 眉 


DD ne ee 
加 ”这 只 要 将 | 二 2 一式 前 必 立 移 图 昭 唐 可 由 起 伟 学 方法 夺 出 。 
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推论 ) 及 307 段 有 
Tla) = limn®™! | (1—2*) TS 


或 用 将 措 :一 入 而 成 
下 


TA) = timn® gy (LT— yy, 
Ee 
0 


但 潜 (3) 有 有 


| yi(l 一 的 一 ay 一 也 fo = 
心 
1:9.3..... (nC—1) 
a- (at1): Cy “二 一】 
如 此, 巷子 得 出 下 面 著名 的 欧 拉 -高 斯 公式; 
1.3:93....+(%— 1) 

a* (a 1)- (eto)... {a+n—1) 

入 个 公式 欧 拉 于 1729 年 世人 每 从 告 新 十 尔 特 巴赫 4Goldabaehy 但 被 潮 忘 。 
后 来 高 拱 郎 根据 它 作 芝 类 TC9) = 了 ta 十 了 的 民 半 。 勒 于 德尔 及 加 巴 切 夫 斯 
基 独 对 了 - 面 烤 肖 很 多 研究 , 而 史 开 的 田 发 虑 是 届 对 了- 画 效 的 独特 定义 ， 这 
个 定 儿 利用 了 无 罕 括 煌 。 

311， 工 - 网 数 的 简单 性 谢 1 图 数 T(a) 在 所 有 w>0 优 之 
下 加 入 内 有 各 阶 思 入 导 男 数 。 这 只 要 证 明 各 个 导 画 数 在 在 就 行 了 。 
在 积分 号 下 微分 积分 (6), 得 


Ta) = 1imn” 


I (em) = | ‘Inx:e :Aax, 7) 
”因为 两 个 积分 


| Inwe “dr 及 [Em Inve Ye 


和 工 


都 对 万 均匀 收 伍 : 第 一 个 在 z 一 0 时 对 cmso>0 均 习 收获 【控制 


_173 一 
汞 数 汶 x- inx1), 第 二 个 在 4=oo 时 对 4 所 有 4 二 oo 均匀 数 铬 ( 控 
制 田 数 是 wise 2a) 所 以 在 此 可 应 用 荣 上 上 尼 芍 法 则 。 

山 拜 方式 可 证 二 阶 玉 其 他 高 阶 导 画 数 世 都 存在 : 


Cs 


I"(a) = | Cne)?esa, 等 等 。 (7*) 


0 


3"， 出 (6) 用 分 部 积分 法 并 即 得 出 ; 


qz edz=aee 


二 ea 
部 
Tiatl)=a:T(a)., (BY 

重复 施用 这 个 公式 可 得 

Fe 十 倍 = (a+n—o1) : (Gin—2) .rg 1) rar(a). (8*) 
这 样 要 对 人 和 任意 自 变 数值 4 计算 [时 可 归 诗 为 对 0<as1l (或 对 
I<a2 世 可 随 方便 而 定 ) 的 计算 。 

如 果 在 (3 中 取 &=1 而 注意 


rT(1) = |ear= 1, (9) 


则 得 

Dnt1) = (10) 
如 此 ， TI- 两 数 就 是 m1 的 自然 摊 广 , 一 后 省 本 来 只 对 自然 数 有 定 

尽 ， 现 在 推 太 到 自 变数 值 是 任何 正 数 的 范 较 。 
3 ， 本- 画 数 的 变化 情况 。 现 在 我 们 可 以 对 画 数 了 (a) 在 & 由 

人 者 至 oe 时 的 变化 情况 有 一 个 树 班 的 构 念 。 

由 49) 及 (10) 我们 有 : TT(DD)= 了 5 了 03) =1， 却 此 接 洛 东 定理 在 
1 与 2 之 赔 导 图 数 T(q) 应 该 有 一 个 可 mo。 这 个 导 画 数 总 是 上 天 


辐 对 X00 显 训 lnr<r。 
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的 ， 因 为 二 阶 导 数 由 其 器 出 式 (7*) 可 履 看 出 总 是 正 的 。 所 以 ， 在 

0<g<ao 时 导数 了 (q) 二 0 而 画 数 I(qa) 下 降 ， 在 go 过 二 oo 时 
(0)>0 而 Tle) 上 天 ;在 a 一 qo 有 一 极 小 值 。 可 算出 (计算 步 局 

不 号 出 六 了 了 ): . 

ti 一 1.4616.. minT (a) =T (0g0) =0.8856.. 

还 有 值得 来 确定 的 是 Te) 在 5 趋 六 

于 0 或 ce 时 的 极 眼 。 由 (8 (并 由 1 ) 量 

鳅 在 4 一 十 0 时 


Troy -TD ,+ oo 


另 一 方面 由 (10) 知 潜 只 要 >%n 填 1 就 有 
Tia) > 
部 在 < 一 十 ce 时 也 有 IT(@) 一 十 0。 
国 数 了 la) 的 图 人 象 如 和 国 5, 
4"， 号 -图 数 与 7- 丽 数 圈 的 关系 。 要 建立 这 种 关系 我 们 用 尼 


0 只 


He = yeay. (1 
| 0 
在 叱 导 & 二 了 茜 代 同时 以 1 二 +t 圭 民 tt， 如 吐 得 
Tart) (ero,ur 
sy ta—1e™—ii Dgy. 
必 


现在 将 这 个 等 式 西 边 屠 以 大 ， 而 对 计生 0 至 co 积 分 之 : 


康 一 1 
Te 十 | 计生 jad 一 (sae [yr tear say, 


左边 的 积分 我 们 让 出 就 是 画 数 Bla, 5)[ 参 关 (4)]; 右边 则 我 们 将 
融 个 积分 号 询 换 次 序 。 和 结果 得 出 7 辩 度 到 (11) 和 (6) ]: 


-工人 -一 


rl(gtb):B(a, 5) -fo -1 je -1e-H a = 
0 
= ee -卫生 太一 T(q) fe Te Ydy= 
0 
= TCa) :T(Eh), 
由 此 最 后 有 有 
Tla) :TB) 
玉 个 欧 拉 关系 式 的 上 亡 精 彩 的 推导 法 出 于 犹 利 希 菜 。 伍 还 须 
诅 骨 这 里 积分 次 序 可 以 对 裔 。 


我 们 首先 在 假设 w 王 1，B5>>+ 之 下 来 证 明 这 一 点 。 于 是 画 数 
foly tb le titty 
满足 305 段 定理 5 的 所 有 条 件 : 这 个 画 数 对 ?230 让 i0 过 粮 ( 并 


县 是 正 的 ) 而 积分 


Lr 


te! | yete 一 上 ethy 一 Te 十 的 
0 


< a 


Md Cn =T'(g) ys -le 
”站 
也 都 是 速 炉 画 数 : 第 一 个 对 变数 t 在 i>0 时 而 首 , 第 二 个 好 对 变 
数 9 在 yz>0 时 而 首 。 如 此 按 该 定理 知 积分 次序 的 请 摸 是 合理 的 
并 旦 也 就 对 qa 二 1，b->1 的 情形 证 骨 了 公式 (12)。 
如 果 只 知道 a0, 5 一 0， 则 按 已 证 我 们 有 


TeDTC3 TD 
T(rb+2) 


由 二 , 利用 3- 责 数 的 递 推 公式 人)，(2 ) 及 人 -机 数 的 递 推 俊 式 (8)， 
不 难 重 新 得 出 公式 (13) 这 回 已 没有 不 必要 的 限制 。 


Blat+1,5+1) 
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5°， 余 元 公式 。 如 果 在 公式 (12) 里 全 5 一 1 一 a( 计 为 0<g<1) 
刚 由 (5) 和 (9) 可 得 出 关系 : : 


TO TO) = (13) 
它 趾 做 余 元 公式 。 
在 a= 埃 时 由 此 可 求 得 (因为 了 (a) >0): 
r()=V7. (14) 
在 税 分 


a 
[Fe 
中 作 苇 换 z =x? 我 们 重新 得 出 已 知 的 积分 


A 
-dr=~—. 
jE a 


习 


6 ， 惑 让 德 系 公式。 如 果 在 下 列 积 分 


和 间 时 吗 面 昌 


了 一 . 
so jo 


香 
-人 
中 作 置 换 
于 -zz 去 了 
肥 得 


1 


1 
一 却 - 1 I 
了 (aa 站] 一 mer| (1—1)° dt 一 21 B( 二 ， 中 
各 
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我 们 将 两 个 B- 醒 数 都 换 成 攻 们 的 了 责 出 式 (12): 


rr 1 工 于)r(o) 
ER “+ 二) 
2 


相去 T(a) 并 将 相去) 用 它 的 值 V 志 代入 [ 容 天 (14)]， 邹 得 下 硬 


Tt) T(e+ 吉 ) 一 MT) 。 


还 有 许多 别 的 足以 是 露 P- 面 数 深 大 性 质 的 到 式 ,我们 不 能 在 
此 罗 放 了; 同样 由 不 能 诗 I- 获 数 术 身 及 其 对 数值 的 近似 计算 注 。 
我 们 只 能 提 一 提 , 惑 诗 德尔 已 粹 利用 T- 画 数 的 性 质 及 无 究 极 数 工 
有 具 做 成 了 T(e) 的 常用 对 数值 才 ，& 由 1 至 2 以 更 隔 0.001 粹 出 ， 
开始 是 带 7? 位 数字 的 , 后 来 是 12 位 的 。 

这 种 已 经 不 是 初等 的 新 丽 数 工 世 如 通常 折 谢 初 竺 范 数 一 样 地 
铃 我们 所 掌握 了 。 

312， 例 “现在 我 们 举 一 些 应 用 T- 画 数 的 例 于 。 

1) 积分 


1 
Em ci-—em a ld tpg m0) 
6 


由 证 换 4"m=y 可 立即 全 为 第 一 类 型 欧 拉 积分 : 


r( rey 
+ 


2) 我 { 门 来 计算 职 分 


sins-lpnng -lodp {fm b>0), 


Li | 


如 时 合 x 二 sinp， 则 它 化 为 积分 
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1 -1 
人 -中 dx 
请 


利用 前 例 有 
| sine tpeosy -pa 一 主 B (多) 一 人 ” 
昌 ， | no 
特例 , 在 5= 工 时 由 此 得 
TS 
jw -~ r 


”不 难 葵 证 , 这 一 个 公式 就 包含 187 段 的 两 个 公式 (5)。 
如 果 在 原 积 分 中 取 a=1 十 6,58=1 一 6 而 |cl 万 上 则 得 (应 用 余 元 公式 ) 


互 
2 


wl 2) = 可 
te Pde wm "( 2 r( 2 ,er 
nh 2e053 


3) 最 后 ,我 们 再 来 看 一 个 积分 


: 人 他 Tw 了 
省 于 
和 
谊 里 刀 和 9 是 互 素 奇数 。 
将 玻 积 分 殉 写 为 
eh 下 一 衬 


: 空 aSInTr 
| si Tr ‘dx, 


丽 在 它 上 面 应 用 135 页 上 枚 过 的 罗 巴 切 浇 斯 基 一 般 公 式 。 使 这 个 公式 能 成 


下 的 条 件 : 
flztr)=f(7) 政 天 rr 一 的 一 cy 


EB-{ 
firz)=sin ¥ 


而 车 是 满足 的 。 如 此 得 [参阅 2)] 


一 29 一 


Csins 3 vr 阿 

SI dr ~1 加 ， 并 

人 aan 人 as YET 一 可 9 
29 


让 这 儿 个 例子 苹 者 已 可 明白 , T- 范 数 的 引 大使 得 以 有 限 形 式 用 已 知 画 
数 表 出 积分 的 可 能 性 培 大 了 多 少 。 有 时 妇 使 最 后 糙 果 不 合 T- 榴 数 也 因 利 用 
了 这 种 玫 数 的 性 厦 而 使 精 果 得 来 容易 一 些 。 

313， 关 于 两 个 极限 运算 次 序 对 完 的 史 颖 ” 族 糊 尾 一 自 的 目的 是 取 将 本 
书 务 处 所 膀 一 切 关 于 两 极限 运算 对 出 的 话 作 一 对 比 。 所 清和 极限 运算 “我们 


在 此 理解 汶 对 所 论 图 涩 某 自 变数 的 埋 接 的 极限 过 程 ,并 且 也 指 其 他 最 后 归 赫 
为 这 种 航 跟 过 程 的 级 限 运 算 , 如 : 于 擂 家 数 求 和 , 轿 | 画 儿 的 沼 分 产 ， 图 数 在 常数 


和 


在 131 段 已 峙 到 两 个 黑 次 极限 的 相等 : 
lim lim fz, #) = lim lim fxr, (15) 


我 们 已 回 和 ,这 样 的 锋 式 不 是 总 成 立 的 , 井 且 要 立 了 一 些 保 慎 其 成 立 的 条 件 。 
在 147 段 里 对 两 个 混合 导数 的 相等 也 有 类 似 的 博 形 ; 
DyDsf Co, y) =DeD, fr, y). (16) 
第 十 六 ( 硬 数 序列 及 极 阁 ”) 主要 地 就 外 的 是 当前 这 种 到 题 那里 和 
ty 与 微分 法 对 再 [270 吕 段 ] 与 积分 法 对 部 [269 段 ]。 本 总 内 容 也 正如 路 。 这 
加 运算 之 一 总 指 的 是 积分 运算 , 而 我 何在 一 定 条 性 之 下 逐一 考虑 其 与 吧 的 极 
限 运 算 对 恶 {26 一 298, 304 一 307 各 自 ]。 
远 在 这 里 讲 的 那些 运算 被 理解 为 “ 极 眼 ”运算 之 前 《这 一 过 程 大 这 知道 
是 十 九 攻 杞 和 初 地 完成 ) 两 个 这 和 运算 的 对 釉 已 在 苦 学 实践 中 成 了 牢固 的 传 
耗 。 基 至 连 贷 基 涯 事 笑 上 也 已 这 样 做 ; 栈 回 忆 牛 下， 徐 上 尼 获 及 其 同时 代 的 
人 对 才 煞 的 微分 法 与 积分 法 以 及 关于 积分 焦 参 变数 的 微分 法 的 “ 菜 上 尼 兹 法 
旭 ” 就 是 如 此 。 在 蜂 个 十 从 竺 杞 期 间 的 妇 献 中 , 我 全 不 断 地 可 君 到 这 种 对 漳 ， 
党 当 是 滤 有 楼 据 的 , 有 时 固然 有 诞 明 , 但 当然 也 限于 当时 的 严密 性 水 平 ; 例如 
欧 拉 和 克 羔 罗 盆 立 两 个 短 分 运算 的 对 调 时 (1739 年 ) 所 用 的 若 完 就 是 如 此 。 
我 们 可 以 调 , 大 涩 学 务 析 史 中 两 个 械 跟 还 算 的 对 现 恒 为 得 且 一 误 煤 广 民 个 串 
数学 囊 岂 的 有 力 武器 。 人 也 用 得 不 正当 时 它 就 会 成 为 钳 届 与 身家 了 矛 慎 的 柜 源 。 
画 个 极 虞 运算 不 是 永远 准许 对 番 , 这 种 思 相 本 身 就 在 分 析 鳍 让 的 站 础 上 上 卉 慢 


一 1 8 一 
成 熟 起 水 , 而 在 十 刀 世 杞 中 吁 成 为 大 宗 共 有 的 知 冲 。 对 这 种 对 番 在 分 析 中 常 
昂 的 那些 情形 的 严 禾 基础 , 则 天 约 色 鼓 世 炉 之 末 寺 货 定 。 

基于 两 个 极限 过 程 对 沽 的 坊 简 单 问题 自 煞 是 很 早 就 足 明 自 的 。 在 十 有 
世 各 与 十 九 世 税 之 变 , 已 构 以 简单 的 例子 指 具 等 式 (15) 可 以 不 成 立 ， 朗 黑 次 
极限 有 时 .与 取 极 限 次 序 有 关 。 在 1815 年 哥 西 的 一 篇 扎 记 里 (发 表 于 1827 年 ) 
用 们 可 委 到 这 个 问题 的 正确 而 透彻 的 轰 迹 。 

高 斯 也 刁 哥 西 一 样 知 遂 , 在 黑 葡 积分 中 求 积分 的 葡 序 在 被 积 医 数 不 严 辕 
时 (例如 赵 于 寺 姓 ) 是 不 能 无 条 件 改 变 的 。 但 关于 机 极限 运算 对 翻 的 一 般 情 
戎 还 远 未 搞 清 楚 。 

我 们 在 281 段 已 经 有 机 会 提 到 过 和 哥 耳 这 种 未 成 功 的 党 会 :他 基 至 想 秆 明 
连续 画 数 航 获 之 和 是 束 粮 的 , 并 且 这 种 焰 数 可 以 逐 项 积分 。 前 者 立即 被 亚 境 
尔 所 推翻 , 后 者 则 后 来 引起 了 疲 贞 谢 夫 的 异 器 。 在 此 我 们 再 补充 一 句 : 1823 
年 叔 两 对 可 无 条 件 应 用 含 允 莫 数 积分 散 分 法 交 “区 证 尼 盐 法 则 "也 同样 答 了 
不 正确 的 贰 明 ， 虽 然 此 时 已 狐 有 了 识 法 若 不 适用 的 实例 。 在 1828 年 奥 斯 脸 
罗 格 搞 德 斯 基 已 逃 明 白 了 解 , 在 兵 积 画 数 各 于 无 旁 的 请 形 可 能 不 容 诗 积分 号 
下 的 微分 法 。 近 情形 后 来 还 有 别人 措 且 过 。 

在 无 旁 小 分 析 数 本 中 直到 四 十 年 代 还 常常 可 磁 到 关于 这 些 间 吓 的 不 正 
确 结 答 。 同 时 强 习 对 这 些 必 须 促 岩 的 例子 也 增多 了 。 上 我 四 只 举 一 个 最 早 的 ， 
还 是 傅 立 时 所 指出 的 : 


(293 段 附 往 )。 显 然 ， 


sinat 
t 


Dog eh 
， singi ， 
lim [S| lim dt =0, 
4+ t nt? 


另 一 方面 , 这 个 积分 在 积分 号 下 对 变数“ 徽 分 则 导 亚 这 样 的 结果 


| eosatat, 


Db 
它 在 一 雪 4 值 均 无 意义 [283 段 ,6)]。 
者 种 极限 运算 可 对 细 的 条 件 , 渐 当 感 到 其 有 明确 化 的 必要 了 。 促 进 这 明 
确 伦 的 是 中 十 年 代表 出 现 的 役 数 均 邱 收 做 丢人 钨 1281 段 ] 及 其 接近 的 积分 均 . 
二. 收 就 屋 例 。 但 这 尖 质 题 的 叙述 中 所 不 可 宵 的 严密 竹 却 还 要 稳 过 几 十 年 部 
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丈 渐 建立 起 来 。 例 如 , 公式 (16) 的 最 先 严密 莫 基 是 1873 年 希 瓦尔 医 的 事情 。 
在 1892 年 丝 利 时 科学 院 还 因 德 ' 拉 - 瓦 荣 . 布 瑞风 区 营 窒 册 无穷 区 更 上 积 | 
分 号 下 微分 波 与 积分 洁 等 等 的 条 作 而 授与 了 奖金 。 . | 


DC.de la Valle§ Poussin (站 于 1868 剃 ) 是 当代 比利时 数学 家， 


第 十 九 章 ” 隐 函 数 : 函数 行列 式 ” 


§1.。 隐 通 数 


314. 一 元 隐 冰 数 概念 ” 裔 有 两 个 变数 xz 和 ,其 值 由 一 个 方 
程式 被 此 联系 起 来 , 若 这 方程 的 一 戎 项 都 移 至 左边 , 它 一 般 有 这 样 
的 形式 : 

F(x, y)=0. (1) 
这 里 玉 (x,，y)》 是 葵 定 在 某 区 域 王 的 一 个 二 元 画 数 。 如 果 对 某 区 了 问 
内 每 个 z 值 性 存在 一 个 或 多 个 # 值 , 与 + 一 起 满足 方程 以 )， 央 由 
此 确定 了 一 个 草 值 或 名 值 的 丙 数 y 二 了 (x)， 能 使 
Flxy fx)) =0 (C2) 
对 区 成 恒等式 。 
例如 , 取 方 程 


二 十 红 = 一 1; {1a) 


它 显然 在 区 网 [ 一 @ 有 确定 y 为 z 的 一 个 双 值 画 数 , 部 
yt 
如 果 在 方程 (1a) 里 以 这 个 示 数 赫 代 y， 则 得 一 恒等式 。 
这 里 我 何 已 找 出 了 ?的 一 个 很 简单 的 > 的 解析 玫 出 式 ， 并 且 
是 一 个 初等 画 数 , 但 这 决 不 是 永远 能 做 到 的 事情 。 
一 个 面 数 y 一 (xz) 如 果 电 未 对 乡 解 出 的 方程 (1 所 答 出 , 则 称 
为 麻 夯 数 ; 如 果 考 虑 的 是 3 对 z 的 间接 关系 , 则 "已 成 为 显 西数。 车 


中 ”第 一 知 第 及 章 与 第 五 章 之 神 。 


Pn 
考 当 可 明白 , 这些 名 称 只 对 画 数 一 fx) 的 表 出 法 而 阁 , 并 与 西数 
的 本 性 无 关 。 严 格 吉 来 ， 丙 数 表 漠 社 的 隆 式 与 显 式 之 分 只 有 显 式 
秉 理解 为 显 的 解 桥 圳 出 式 时 才 具 有 完全 明确 的 意义 ; 如 果 以 任何 
法 刚 [好 段 ] 来 者 出 的 画 数 都 天 作 显 夯 数 , 则 * 的 男 数 y 用 方程 (1) 
的 走出 法 也 并 不 竺 于 和 杆 何 别 的 表 出 法 。 

在 最 简单 的 情形 , 当 (1) 是 代数 方程 时 , 邹 了 (x, 四 为 + 与 的 
多 项 式 时 ， 惰 它 确 定 的 2 的 订 面 数 y (一 艇 是 多 值 的 ) 称 为 代数 本 
数 。 如 方程 次 煞 ( 对 3 而 萌 ) 不 高 于 出 央 代 数 图 数 能 以 根 式 下 为 显 
式 , 次数 高 于 4 时 则 这 种 吉 出 式 只 在 例外 情形 才 可 能 。 

现在 我 们 感觉 兴趣 的 只 在 “ 隆 ” 喇 数 的 存在 问题 及 单 值 问题 
《 志 玉 其 其 他 性 质 ) 币 个 芥 它 能 知 用 分 析 候 式 才 示 为 “是 ” 式 与 否 。 
但 是 , 这 疝 题 对 我 们 并 不 新 鲜 ; 其 特例 我 们 在 谈 反 画 数 存在 及 性 质 
时 已 吾 杀 过 , 着 且 售 以 方程 

y— f(x)=0 
将 变量 z 确定 为 的 “ 隆 ”西数 . 

有 煞 签 的 是 本 阿 题 的 玫 何 解释 。 
方程 《1 在 某 些 条 件 之 下 才 示 一 条 下 
面 曲 蒋 1 例如 方程 (1a) 大 针 知 道 表示 不 
的 是 一 个 杠 图 《图 6) ]; 而 在 这 情形 它 
就 称 为 该 曲 趋 的 隆 式 方程 。 周 题 就 在 
于 , 曲 妨 (1) (或 北 一 部 分 ) 是 否 能 用 象 图 于 
y= 了 (o) 这 样 右边 带 单 值 夯 数 的 寻常 方程 式 才 出; 用 几何 语 首 来 圣 
这 就 是 , 芒 曲 克 ( 或 其 一 部 分 ) 只 与 y 辅 的 平行 线 交 于 一 点 。 

由 此 精 痢 的 例子 可 网 , 如 果 我 个 要 有 单 值 的 西数 , 阳 不 但 的 
变 域 要 有 限制 ,9 的 变 域 也 要 有 所 限制 。 : 

如 果 在 区 间 (4,6) 内 的 每 点 .E 方 程 (1) 有 一 个 ， 并 且 岂 只 一 个 
在 区 邮 (c,d) 内 的 要 y 一 f(z), 则 我 全 为 简单 起 见 就 说, 方程 (了) 在 


一 下 芝 革 一 一 . 
德 形 (2, 5;0, 四 内 将 ?确定 汐 的 单 值 画 数 y 一 了 Co)。 

我 们 要 牢记 , 在 所 说 条 件 之 下 , 方 各 

Fx, y) =0 和 y=f(2) 
在 短 形 (a, 5; c, 四 两 完全 等 价 , 即 为 这 个 短 形 兴 的 点 所 潇 是 。 
寻常 我 们 感觉 兴趣 的 是 满足 方程 (1) 的 点 型 oz 加 ) 已 释 确 定 
(在 曲 粮 上 ) 而 所 诗 的 知 形 就 是 这 个 点 的 一 个 分 域 。 例 如 ， 企 精 半 
(图 6) 的 情形 , 显然 可 以 肯定 ,方程 (1a) 在 椭 辐 的 任何 一 下 的 一 个 
充分 小 的 分 域内 都 将 疾 标 确定 为 丹 称 ” 的 草 值 夯 数 ， 只 有 长 加 
辆 端点 4, 二 是 例外 。 

315， 隐 函数 的 存在 及 性 质 ”现在 我 全 来 冀 出 一 些 关于 已 知 
责 数 P(z, 殷 的 简单 而 易于 验证 的 条 件 , 它们 不 仅 保 鞍 一 个 单 值 隐 
画 数 9 一 f(z) 的 存在 , 首 甘 也 保证 这 西数 有 有 违 炉 性 及 可 微分 性 。 

定理 1. 说 IT) 责 黎 Ft, 网 在 后 ofzoy go 的 某 一 邻 域内 有 
定义 并 且 连 续 , 共 候 导 南 数 可 及 现世 过 粮 ; 

2) Flw, 和 1 在 这 一 所 上 上 等 于 0， 加 (zo yo0) = 二 0, 但 

3) 导 硬 数 到 (x, 分 在 这 一 点 上 民 于 0， 下 (zogo) 寺 0。 

于 是 : 

a)] 在 点 Mokao 35) 的 菜 一 令 域 

Slo Con — 8, to 6; yo0— B', yo 8') 
古方 程 (1) 把 y 确定 为 的 一 个 单 值 画 数 : y 一 了 (x); 

0) 在 Tp 时 这 个 图 数 取 这 个 值 go: f (x0) = yo; 

B) 在 区 得 (xo 一 8, wo &) 内 画 数 ftw)。 连 灶 持 日 

r) 写 在 这 区 癌 内 有 速 模 的 导 画 数 。 

证 崩 2) 履 , 比方 肯 , 本 (xo, go) >>0。 按 假 散 D) 导 画 数 到 易 
迷 继 的 , 所 以 这 了 导 画 数 在 点 (xo yo) 充分 小 的 邻 域内 @ 是 正 的 


吕 例如 ,在 满足 这 不 等 式 的 名 城内 : 
[Fy Cz, ~ Fy lo, Ho) < Fy (ro, tn). 


一 1 一 
F(xy 9) 由 
我 们 取 一 个 队 短 形 
B=[r0 8, ro ;wo — ,yo 8] 

完全 落 在 雯 邻 域 肉 ， 如 此 上 面 那 不 等 式 在 其 所 有 点 下 都 大 证。 

由 此 立 郎 扒 知 ， 在 区 交 [xo 一 xo 了 8 内 枉 何 常数 之 下 
六 (zy) 对 而 辣 是 单调 上 汇 丽 数 [111 段 ]。 

我 们 党 合 沿 通过 点 划 0 (zo yo) 的 名 疏 线 而 移动 (图 ?), 部 辕 定 
z 一 xo 于 是 所 葵 丽 数 了 (or 幼 成 为 一 个 变数 3 的 画 数 了 (zxzo 切 。 由 


2) 它 在 y= 时 等 于 0。 同时 我 们 蜀 才 证 阴 了 丽 数 卫 (xo; 分 哆 y 而 
上 升 ， 如 此 对 yc 名 其 值 将 小 于 0， 而 对 9 六 加 其 值 将 天 于 0。 所 
以 , 在 特例 ， 它 于 点 do(xo 加 一 8 及 Botxo go 十 8 将 有 正 负 导 不 
同 的 值 ， 即 
F(A =F{ro, yo— 6) 0, FOBo)= F(zo0 yo 8") >>0. 
现在 我 们 来 看 通过 这 沙 及 本 两 点 的 水 平 艇 ， 印 这 问 我 他 因 


一 1 一 
定 y 二 yo 一 或 y= 二 8。 如 此 对 2 而 时 得 到 现 个 一 元 田 数 : 
Fz) yo 一 3) 及 lx， wot8)， 在 x 二 xo 时 第 一 个 图 数 有 人 负 怪 而 第 
二 个 画 数 有 正 值 。 但 按 条 件 1) 这 两 个 画 数 是 违 往 的 到 ， 因 此 可 及 
找到 点 加 的 一 个 邻 域 (aa 一 加 2zo 十 拉 人 0 一 3) 在 这 里 面 两 个 画 
数 保持 其 正 银 号 时 ,如 此 ,在 zo 一 8 二 + 之 xo 十 8 时 
Flr, go- 8) OO, Flr, oot 8 ) > 

换 苛 庄 训 ， 沿 着 短 形 下 底 及 上 许 414s 及 万 Bo 上 省 丸 轴 及 如 沽 
中 心 而 长 28 的 缮 段 , 所 和 给 丁 数 了 P(z, 细 各 有 和 催 值 及 正 值 。 


我 们 在 区 阅 (zo 一 8, zo 十 8) 内 指定 任意 一 个 值 4= 宇 并且 来 孝 


虚 一 条 过 精 点 4 (3, go 一 8 和 书 (z, 十 四 的 给 垂 楼 。 治 比 线 我 本 
的 砂 数 又 成 为 一 个 变数 3 的 图 数 (FE, y)。 国 为 它 是 连续 的 @@， 替 
且 恢 照 基 才 刘 的, 在 区 间 [ 加 一 8 加 十 3 ] 两 端 有 不 同 的 正 质 号 : 
PUA)= F(R, yo— 8) <0, FOCB)=F(E, yot 5 > 由 
则 接 波 尔 察 诗 - 哥 西 定理 [68 段 ] 在 基 一 介子 go 一 8' 与 如 十 中间 的 
值 y 一 5 上 这 个 画 数 所 (5, 六 等 于 0: 
_ F(x,#) =0. 

这 里 仍 由 两 数 F(z，y) 的 单 前 性 推 知 在 y 汪 5 时 将 相应 地 有 F(F， 
候 蔚 0, 如此 六 是 区 阅 (yo 一 8 yo 二 5) 内 慌 一 的 一 个 能 与 x 二 3 一 起 
满足 方程 (1) 的 y 值 。 在 每 一 铬 乖 线 绩 4 百 上 都 可 找到 唯一 的 
一 点 型 (元 及 使 艺 方 程 左边 竺 于 0。 

如 此 ， 在 所 了 ozo0) 8o] 的 邻 域 

Bo = (ro Bs ro 8; yo— 6", vo $Y) 

里 方程 (世事 实 上 将 y 确定 为 这 的 一 个 单 值 图 数 y= f(x)。 


， 叶 或 站 优 谨 了 图 数 亚 ta 六 对 变 糊 瑟 y 总 起 来 如 禹 ;但 这 时 它 对 拔 一 变数 各 中 
也 汪 说 。 。. 
辐 ”这 万 由 亲自 为 扒 知 , 戎 网 184 页 底 注 。 
名 ” 参 关 中 注 品 。 


一 炮 ? 一 
人 直 分 前 面 的 花 媳 同时 纪 就 证 明了 了 (ozo) = go。 事实 上 ， 由 
了 (ao go 一 0 我 们 看 出 加 就 是 区 天 (一 8 go 十 各 ) 内 那 一 个 能 与 
zi 一 起 满足 方程 全) 的 唯一 的 ? 植 。 
3) 现在 来 证 明 B) 及 r)， 我 个 将 8 理解 为 就 是 那个 由 方程 
(1) 所 确定 和 并 且 租 等 地 满足 识 方 程 的 隆 男 数 y= 了 (zx)。 葵 * 以 声 量 
4A% 增 大 后 的 值 x 十 Ax 将 相应 于 男 数 值 yAy 二 了 (x 十 AX)， 二 痢 
一 起 潇 是 方程 (了 (二 Amy 十 4 四 一 0 显然 , 增 量 
AF(lzx, y= FrtAr ytAy) —Flr, =0. 
现在 利用 有 限 增 基色 式 来 变换 这 个 等 式 如 下 L102 段 ]: 
0=Ftyt+ A gy 二 AD — Plry d= 
=[F(tri+Ar, yt Ay) — Fir, 3 十 各 站] 十 
十 [本 kr gg 十 和 — Fx, y) = 
一 下 zz 十 有 At y+ AD Ar+ EF tr y+OrAy) Ay 
(00, 1), 
由 此 有 
A _ PoelrtOAr, yAD (8) 


Az Fr yi} iAy) 
首先 来 证 朋 , Az 一 0 时 基 世 Ay 一 0， 即 一 数 y= 了 (2) 巡 楼 。 我 
们 有 
ed [sz 二 Am y+ Ay) | 
Ax F(x y+ Oy) 

但 在 急 内 速 轩 的 画 数 | 歼 1 有 有 限 的 上 界 MM[137 段 ] 

lIFs|< MM, 
同村 正如 和 转 西数 gs 在 饮 内 有 最 小 值 燥 [137 自 ] 光志 是 正 的 ， 因 
此 就 是 了 ,的 一 个 下 界 : 

Pm. 
现在 不 难得 出 居 计 式 : 


< 
贞节 ny 
或 

1Ay1 大 半 1Az|， 
由 此 推出 所 要 站 明 的 结论 。 


T) 再 看 等 式 (3), 现在 假 谣 Az 一 0。 因 为 我 们 已 猎 知 道 , 此 时 
有 Ay 一 0,， 故 由 软 数 了 s 和 玉 的 连续 性 并 考虑 到 也, 二 0 得 右 这 的 
极限 


Fw 
F(x, y) 


这 岂 束 是 潜 式 人) 左边 的 极限 , 如 此 存在 对 3 的 导 醒 数 : 


flr) = ~ lim 人 一 -人 (4) 
在 此 雪耻 (z) 代 yy, 得 
' Fs (x fr 
f (Cx) 一 -SS; 

因为 分 子 分 母 都 是 连续 图 数 的 连 粮 了 数 并 且 分 母 不 等 于 0, 由 此 
明白 于 (也 是 束 转轴 数 。 至 此 本 定理 完全 证 月。 

如 此 , 由 下 扩 和 粮 出 的 责 数 了 (wy) 的 性 质 我 们 能 御 断 汕 有 直接 
葵 出 的 丽 数 y= 二 f(z) 的 图 数 的 性 盾 ! 

我 们 已 名 在 314 段 赫 过 这 里 所 言论 的 月 题 的 几何 解释 。 如 果 
曲 匀 是 由 隐 式 万 程 (i) 条 出 的 ， 井 且 在 其 某 一 点 .上 琴 , 半 0， 剧 在 此 
瓜分 近 该 有 曲 嫉 可 以 用 这 样 的 显 式 方 程 表 出 : y= 站 (x)。 当 然 ;, X 与 
# 可 以 调换 地 位 : 如 果 在 茶点 az 二 小 刚 在 其 邻近 访 曲 覆 可 用 另 一 
种 显 式 万 程 表 为 : z 一 红 名 。 只 在 同时 了 =0 且 可 =0 的 “ 青 虚 ” 
上 [210 段 ] 我 们 的 定理 才 温 有 用 处 。 

316， 多 元 麻 函 数 ”与 方程 (4) 相似， 出 可 者 峙 变数 进 针 的 态 


程 。 例 如 , 枫 我 们 有 一 个 三 元 方程 : 


P(x, 3 2) = (5) 
在 一 定 过 件 下 , 这 个 方程 将 2 确定 为 丽 个 变数 ?和 y 的 " 隆 "计数 ; 
z 一 下 [zy y) 
它 一 般 哆 来 是 多 值 的 。 如 果 以 ' 窟 代 z, 期 有 
Flx, ys hls y)) =0 (6) 
这 已 到 蚌 对 zx,y 的 熏 等 式 。 
如 果 对 和 佐 形 
(Co, be, 0) 


内 任何 一 点 (x， 芒 方程 (5) 在 区 辣 (e, 了 ) 内 有 一 个 县 只 有 一 个 要 
z= 包 (zy 切 ， 则 我 全 襄 方 程 (5) 在 长 方 体 


《Gy b; c,d; es 1) 
内 把 4 确定 为 x 和 4 的 单 值 责 数 。 


在 这 情形 之 下 ， 方 程 
P(r, yy 的 一 D 与 =h(r, y) 
在 长 方 体 ta, 5; c,d; e, 了 内 就 完 双 等 价 。 
这 种 长 方 体 通常 就 是 所 若 良 的 点 Po xo, 加 ,20) 的 令 域 。 


现在 陈述 一 个 关于 方程 (5) 的 定理 。 

定 现 2， 我 们 假 疏 

1) 西数 了 (x, y, 人 连同 其 偏 导 画 数 都 在 某 一 点 Po(ao yo so) 
的 邻近 有 定义 半 且 连 粮 ; 


2) 画 数 正在 扣 Polxo, yoy Zo) 入 于 0; 并 且 
3) 导 男 数 于 在 这 一 点 上 不 等 于 由 
于 是 : 
3) 在 虞 Potzey 加 20} 的 某 一 令 域 
四 0 一 《20 一 三 ;0 十 入; V0 一 三 90 十 入 0 一 入 30 十 A 
内 方程 性 ) 将 z 确定 为 2 和 8y 的 昔 值 画 数 #2 二 Cz, 8); 


一 一 一 -一 一- 


一 雪人 -一 

的 在 w=go, y= 时 (roy 加 一 20 

B) 苹 数 (xy y) 对 其 自 变 数 总 起 来 六 镇 并 且 

r) 世 有 过 标的 便 导 栈 数 zz， 现 

证 册 完 全 与 定理 1 相 仆 , 故 从 团 。 

这 回 方 程 (四 的 几何 形象 是 曲面 。 在 下 二 0 的 条 件 下 在 相应 
点 邻近 这 曲面 可 表 为 显 式 方程 > 一 Ko 9) 的 形式 。 如 果 在 某 一 点 


上 同时 有 机 二 忆 一 到 一 0 则 本 定理 不 能 应 用 一 一 这 时 该 点 是 “ 琳 
点 ”[213 段 ]。 
317， 由 方程 组 所 定 的 了 函数 ”最 局, 在 最 一 般 的 情形 , 可 以 
粮 出 一 粗 带 有 ”十 mm 个 变数 的 nw 个 方程 : 
Biltiy 7 hn} 1 9 Yn) = 0, 
Bole es tn Ye Ym) 0, 人) 


加 my 0 人 
这 里 要 兰花 的 是 由 这 得 方程 将 品 个 变数 gy，…，ym 确定 为 % 个 变 
数 zt za 的 函数 : 
= fr vn) m= fn (Ty Kn) 
而 代入 (5) 可 得 一 和 粗 对 zi …, ws 的 植 等 式 ， 
我 们 来 讲 论 一 个 最 简单 的 情形 一 一 三 元 二 式 联 立 方程 粗 : 
Flix, yo 2) = 0, 
ac ” 三 习 . | (8) 
如 果 在 对 区 癌 (w 下 内 每 个 x 值 方程 粗 (8) 在 短 形 (6, li 6 了 ) 
由 有 一 租 且 只 有 一 姐 解 (y== 了 了 (2),% 一 9(%)), 剧 称 这 得 万 程 在 其 大 
性 


ur 


{《 人 六 0 d; e, f) 
内 将? 及 2 确定 为 + 的 单 什 图 数 : y 一 f(x), 2 一 g(2)。 
在 这 些 条 件 - 下 显然 方程 粗 《38) 在 长 方 体 范围 内 鱼 价 于 方程 粗 


和 和 和 


一 191 一 
y=f {2), : 
多 一 yt). 

我 们 已 看 到 ， 在 由 一 个 方程 (DD)[ 或 (5) ] 所 确定 的 单 值 陵 面 数 
存在 间 是 中 超 决 定性 作用 的 条 件 是 ， 要 在 某 一 满足 该 方程 的 点 上 
导 栈 数 8s[ 或 fs] 不 等 于 0, 朗 对 所 要 确定 为 隐 丙 数 的 变数 的 伺 导 
函数 要 不 等 于 0。 我 们 就 将 讨 葛 的 ， 由 方程 粗 (8) 所 确定 的 单 值 隆 
西数 y, x 存在 间 题 中 起 类 傍 作 用 的 是 一 个 行列 式 , 它 由 方程 粗 () 
左边 比 夯 数 对 所 要 确定 的 变数 ! 及 # 的 四 个 仿 导 夯 数 所 棚 成 : 


本 


《9) 


定理 83， 发: 

1) 语 数 了 Lz, y,8) 及 Go 的 蕊 连 同 其 所 有 仿 导 画 数 都 在 点 
Polzwo, Woy zo 只 某 令 域内 有 定义 并 有 晶 巡 畏 ; 

3) 点 -满足 方程 坦 (8): 

Fgo, yo 20) =0, Gro, gos 20) =0; 

3) 行列 起 yo, gy %) 在 这 一 点 十 不 等 于 0 J (xo, gy 20) 天 0, 

于 是 : 

动 在 点 Po 大 一 分 域 

.前 一 (fo 一 8 vot 6 yo— 2, Yo a"; 2 一 820 十 3 门 

内 方程 考 ( 人 3) 将 及 2 了 箭 定 汐 # 的 香 值 两 数 : y= 了 (2), z=g(x); 

天 在 zz 一 因果 这 些 男 数 各 具有 信 yoy 20: fre) = yor FOro) = 2am; 

B) 在 区 则 (2 一 8,xo 十 38) 内画 数 了 (xw) 及 g(x) 芝 园 ;并 且 

r) 爱 粮 导 轴 数 位 (2), yg (2)。 

证 明 ”因为 行列 式 J 了 在 点 Polxoy yoy 20) 不 等 于 0, 故 其 第 二 到 
至 少 有 一 元 素 在 这 一 点 .上 站 不 等 于 0; 比方 司机 

Fst ro yo 20) FEF 

在 这 情形 接 定理 2 在 点 Po 某 邻 城 


由 0 一 《00 一 上 由 ro 十 态 ; 因 一 不 加 十 入 2 一生 50 二 入” 

六 方程 (8) 的 第 一 式 将 z 确定 为 及 3 的 单 值 本 数 : z 二 h(tw, 和 ), 它 
具有 项 定理 车 瑜 的 , 8), 了) 中 所 列举 的 性 质 。 在 方程 硼 (3)? 中 将 第 
一 式 用 它 的 等 价 方程 {在 $o 范 图 内 等 价 )z 一 Atay 幼 ， 代 检 得 一 等 
价 方 程 硼 

他人 wy 2) =0, : 

so=h(lvy y). 

最 后 , 如 果 在 8@6 夫 以 h(x 六 代 z， 央 得 一 粗 更 稍 单 而 仍 等 价 的 轨 
程 


轩 中 [zy y) =0), 
he), a0) 
这 里 为 简单 赵 见 介 
{rx yr yh 四 CI1) 


如 此 ， 我 们 把 间 题 化 为 要 证 明 在 点 Po 的 基 一 (包含 在 如 0 内 
的 ) 令 域 Ko 内 方程 宜 (10) 将 ?9 及 “确定 为 的 单 值 画 数 ， 且 具有 
一 切 所 要 求 的 性 质 。 利 用 方程 相 (10) 第 一 式 只 合 变 数 x,y 这 一 有 
梨 情 形 而 将 其 化 为 已 证 明 的 定理 1 如 果 能 证 明 这 方程 把 Y 确 定 
为 如 的 单 值 夯 数 y= 了 (x)， 央 3 下 不 难 由 方程 组 (10) 第 二 式 确定 
汶 4 的 单 值 画 数 ; 


2 一 下 (2 F(z)) 一 (2)， (12) 
我 们 着 手 来 验证 对 一 数 中 定 旭 1 的 条 件 都 实现 ; 首先 看 出 
h(xo, yo) 一 总 0 (13) 


[全 定理 3]， 并 且 由 国 数 h(x, y) 在 各 及 0(x0y yo) 的 如 粮 性 这 天 至 
在 点 苷 "和 近 处 的 值 可 与 如 任意 接近 。 于 是 在 点 天 ,充分 小 的 分 城 
闪 图 数 中 (x, 办 连同 其 偏 导 贾 数 都 将 连续， 因为 粗 成 它 的 画 数 
Glw, gy 2) (在 Po 近 外 ) 及 画 数 zyy) (在 型 * 近 处 ) 都 是 如 此 的 [ 央 
陋 (12) 1 


一 193 一 
同 拌 ， 由 (12), (13) 及 本 定理 假设 3)， 定理 1 的 条 件 3) 也 实 
更 : 
中 {zo yo) 一 G (zo Vos h(xo, yn) = {xo Ho Zo) 一 个 
剩 下 只 要 验证 定理 工 的 条 件 3)。 将 (1 了 对 ?微分 之 得 
Pz) = + (14) 
但 思 可 以 就 恒等式 (6) 对 9 微分 而 得 
形 十 下 , 允 一 0， 由 此 有 驴 = 一 埋 
将 此 式 伐 大 向 4。 邹 得 车 果 


r + J 
Dy y= — 0 有 天 = TF 


但 市 迪 自 变数 由 由 应 代 以 廊 (z yg)。 由 013), 左边 的 虚 Motzo, gi) 
相应 于 右边 的 点 Potroy yo sojyo 因为 按 条 件 8) 行列 式 J 在 咸 了 Po 
民 于 山 故 导 醒 数 中 在 点 于。 世 异 于 0。 

现在 我 们 已 故 能 应 用 定理 1 到 方程 中 (2 四 =0 而 肯定 在 轧 
Mo 共 一 邻 城 

(Cro— 8, wo 8; yo™— 8", yo 6) 

《0<8<A， 0 <A) 内 这 个 方程 的 确 和 将 9 确定 为 2 的 单 值 西数 
gy 二 了 xz 于 是 (如 上 面 已 指出 过 ) 公 式 (19) 也 将 * 确定 沟 2 的 单 值 
醒 贰 。 

作为 a 中 所 珊 的 邻 域 oy 可 以 取 长 方 体 

(zo—8, wo 8d; yo— 68, vod ;20— 85, wo 二 58"), 

并 仓 5" A"。 本 定理 的 业 论 中，3) 及 Fr) 可 由 定理 1 和 2 中 所 陈 
述 的 画 数 了 (x) 及 hlz, 胃 的 性 质 玉 证实。 

这 里 定理 也 可 验 及 几何 的 解释 。 方 程 租 (8) 一 般 说 米 夹 示 一 
荣 安 关 曲 革 一 一 部 两 曲面 之 变 矿 ， 每 一 曲面 各 外 一 个 方程 袁 出 。 
如 果 在 某 点 上 有 贪 导 画 数 短 际 


,FP,, Fs 
(er 好， gy ) 
的 某 一 个 二 阶 行列 式 , 比方 说 , 行列 式 (9) 蜡 子 0, 则 在 所 考 琢 的 点 
的 邻 嫩 内 有 两 个 坐标 (在 当前 情形 是 和 z) 可 以 看 作 是 第 三 个 (x) 
的 丽 数 ， 邹 该 曲 粮 可 用 显 式 方程 y 二 f(z)，z=g(w) 下 出 。 这 个 定 
理 只 在 “ 奇 点 ?上 不 能 应 用 ， 紫 时 答 隙 的 三 个 行列 武 同时 全 等 于 0。 
对 方程 相 ( 休 的 一 般 形式 也 可 用 数学 归 业 法 恋 明 类 似 的 定理 。 
归纳 法 是 依 方 程 个 数 和 进行 的 ， 就 象 列 才 把 现 个 方程 的 情形 化 归 为 
一 个 方程 的 情形 一 着 。 这 个 一 般 定 理 我 们 不 来 陈述 和 证 明了。 要 
注意 的 只 是 , 在 方程 组 (7 所 确定 的 隆 画 数 硼 gr, …， yn， 存在 天 题 
中 起 决定 性 作用 的 是 行列 式 


和 


和 


Do oa dym 
书 应 著 在 乔 定 的 忒 (其 绅 域 是 我 们 所 孝 庶 的) 上 异 于 0。 
附注 ”读者 要 注意 所 有 隆 丽 数 存 在 定理 的 局 限 性 总 是 对 一 点 

的 某 一 领域 而 苦 。 租 部 使 在 这 种 形式 下 这 些 定 理 也 已 很 有 用 处 
了 ; 例如 , 三 完 几 何 形象 在 其 上 一 检定 点 处 的 性 质 时 只 要 限于 其 妈 
邻 就 完 双 甬 了 。 

318， 隐 函数 导数 的 秆 算 ”在 建立 险 面 煞 存 在 定理 的 往外 过 程 并 不 一 
定 对 泣 男 数 ( 一 防 ) 导 数 的 计算 法 有 所 指示 。 关 于 总 阶 导数 更 完全 史 不 到 。 现 
在 我 们 求 专 讲 这 个 重要 珂 题 。 

我 何 由 翅 各 (1) 已 输 遇 时 的 最 简单 情形 开始 。 谤 在 所 考 虚 的 点 的 二 域内 
定理 1 的 条 件 书 锯 现 ; 以 后 起 重要 作用 的 是 了 地 0 这 个 条 件 。 

因为 = 的 隐 苞 煞 # 本 身 及 其 导 画 数 志 的 存在 贷 先 已 丢 知 道 ， 则 这 个 导 


一 芭 5 一 
一 数 的 计算 手 守 可 以 由 等 式 导 ) 
Flix y= 
对 的 散 分 来 实现 , 沙 等 式 如 果 将 48 理解 为 就 是 由 此 所 定 的 葵 夯 数 ， 基 化 海 
人 恒等式、 我 们 得 到 [如 141 人 能 和 已 有 ] 
FriCr gH Fylr, y) ge 二 由 (15) 
由 此 重新 得 再 已 乞 的 公式 (4) 


y= 一 Fett, Y) 
” Pytr YY 


现在 我 们 可 以 杰 扫 下去。 如 果 柚 数 了 (ao 作 有 二 阶 束 炉 导 数 , 则 公式 (4 
右边 的 式 子 可 以 依 “ 微 分， 因此 也 存在 芒 的 导数 ， 即 隆 画 数 思 的 一 阶 导数 
赤 。 进 行 徽 苍 并 等 玫 将 护 代 以 其 袁 出 式 (4), 如 此 得 朋 : 


rr ort Fr ye) Fo (Frnt Poy ye) Fy 
YH! TF 


2F Fy Poy— Fy Ps Fo Fy 
= 
国 时 可 昂 , 二 阶 导 图 数 是 x 的 连 被 珊 数 。 
如 果 画 数 (w 肋 有 三 阶 的 速 千 导 夯 专 ， 则 量 然 也 存在 芒 画 数 的 三 阶 导 
图 数 ws; 其 表 田 式 双 可 以 由 2 的 式 于 交接 微分 得 腊 , 如 性 类 推 。 不 难 用 激 
学 归 稍 法 二 明 , 茵 数 Fz 级 如 果 有 总 运 阶 为 卡 的 玉米 时 图 数 ( 之 1 其 避 


[sm i ee ef ed hte pete) ee bed 


en ee Eh ph 


在 芷 明了 隆 硬 没入 能 各 阶 导 面 六 多 部 在 以 后 ， 它们 的 计算 可 以 用 坎 遍 单 
的 办 法 进 行 ， 只 要 把 # 看 作 2 装 画 北 而 逐次 微分 芷 许 式 165) 就 行 了 。 例 如 ， 
由 这 个 恒等式 第 一 殉 微 分 得 

Fort Foyyst feayt For ye) yet Fy yr = 0, 
出 此 有 (! 往 总 五 关上) 
n Fort oFry yet Fy Ya 
0 

将 由 代 之 垃 其 表 用 式 (4) 即 得 已 么 求 且 的 多 ,的 袁 贰 式 ; 其 作 类 的 。 

例 1) 识 y 扎 由 下 面 的 方程 式 


jn 二 = arctg 艺 


联系 得 , 逐 欧 依 “4 微分 之 人 多 作 工 的 西数 加 首先 得 


一 区 4 一 


世 十 名 _ yy rr 
2 或 z 上 多 一 开 一 天 


下 十 及 
然后 掀 
1 十 yi 十 YY = TH a 
由 弟 一 个 瑟 福 筑 纪 
山寺 二 
yy 


由 第 二 个 方程 算 灌 (如 以 所 求 得 凡人 入 代 天 ) 


Pr T+ 
Tr—Yy CP) 


¥ 


如 此 类 推 ， 
方程 (5) 
Fl 的 #7 
鸥 情形 也 相似 。 了 于 里 我 骨 殷 订 定 理 2 的 条 任 已 突现。 如 黑 # 理解 为 由 这 个 
万 程 所 定 的 隆 琐 数 , 则 此 方程 成 蝶 笑 式 , 可 恢 工 微分 ,也 可 佐 Y 短 分 。 芒果 得 


(第 二 等 式 我 们 本 来 已 让 定 理 3 能 明 中 以 同样 方法 得 讯 ) 
如 里 画 数 了 有 二 .三 ."… 阶 的 巡 赛 旦 丽 数 ， 则 栈 数 * 也 有 这 样 的 异 画 数 : 
入 全 与 上 面 所 说 关于 方程 (商情 形 放 寺 的 一 样 。 


量 者 证 有 


aF ,#4F ， ,a 
tt 
如 此 
3 8 
da= — ar— Ya 
2 
EE 0 
同时 
EE By 


一 雪 1 一 


颇 然 有 和 盐 是 任意 的 , 故 于 大 有 人 少 
aF 3 

az 2 2 
az 38 dy am? 


EF 3 
利 以 前 所 得 一 样 。 
贞 微 分 一 次 , 得 
[Sax+ yt 二 do e+ EE + =0 
然后 决定 中 z, 这 车 至 
BD dg D2 


9m’ 3z9p -29 
的 表 有 旧式, 其 余 如 此 类 推 。 我 们 可 霍 到 , 在 所 有 这 些 计算 中 条 件 
F, = 0 


起 基本 作用 。 
例 2) 误 my 的 隐 图 数 : 由 下 面 方程 所 决定 : 


2 
好 pb? 好 ” 


我 们 相 芒 有 
mar | WY sds 02g 0 
tt oD d= Dry 
如 旺 
385- _0% 4_ .0 
Bx gag 3y bg 
上 然后 有 
x A A , padie 
tt ort or 
由 此 得 (如 利用 Q 的 已 知 圳 开 式 ) 
相生 号 于 上 Dr 2 52 上 2 
orz 一 一 所 | (等 + 条 ) 二 病人 goty+( 近 二 呈 ) 和 | 
这 粮 我 们 


中 洗 式 Adx Bday=Ai0r 寺 Bi 电 在 性 和 凶 的 信任 党 时 只 亡 当 县 =A' 并 且 
如 = B' 时 寺前 成 站。 


-一 区 8 一 


324 ot (把 5 AD nip 
1 忆 一 


3 dp 三 十 本 ERE qrbig™ 


Er Nu 


如 十 等 等 。 
更 在 来 看 方程 组 (8): 
Firs th 入 = 0, } 
站 (v5) = 二 0 
我 内 候 规 ,在 所 取 的 点 都 近 定 理 3 的 条 件 实现 。 还 是 要 注 凌 条 件 了 到 0 所 起 
的 作用 。 


我 们 知道 , = 的 隐 面 数 y 和 * 有 对 的 导 图 数 。 它 们 可 这 笠 计 算 : 将 

和 ，* 理解 为 所 祝 的 隐 匡 数 因 而 由 (8) 得 出 一 恒等式 。 将 此 恒等式 对 2 微分 得 
3 了 oF dy, BF ds 

| Er det a “dz 


六 + 中. 瑟 + 人 将 =0 
这 是 一 息 关 于 未 知 数 玫 及 9 的 线 作 方程 ， 其 行列 式 了 蜡 王 0。 两 个 对 了 的 导 
辆 数 不 崔 由 此 决定 。 

我 们 不 在 此 重复 关于 利用 人 微分 及 关于 高 阶 导数 存在 和 计算 的 附注 。 

以 上 组 的 到 都 可 以 推广 到 一 般 的 情形 。 

例 3) 识 答 了 一 组 方程 

沁 十 十 8 十 村 二 放 十 护 十 六 十 村 = 也? 十 吴 十 直 十 WW 二) 
将 妃 媚 吕 确 定 为 的 图 数 。 我 们 有 
l+yta ta =0, gtyy zs tuw'=0, 


sy a 间作， 
堆 行 列 式 
1 £1 
y 5 = 
i 232 2 
不 等 于 外 由 此 有 


Pe od, . 
i# 二 i 如 此 等 学 。 


一 划 9_- 


§2.。 障 函数 理 跑 的 一 些 应 用 


319。 相 对 极 值 ”我 们 来 野花 % 十 m 元 田 数 了 (wy wntm) 的 

极 值 问 题 。 恨 六 这 ”十 mm 个 变数 间 还 有 各个“ 移 束 方程 ” 
;Cri 一人 
[一 二 2, 

我 们 来 明码 化 这 种 相对 极 值 的 概念 并 且 指 出 其 求法 。 

如 果 对 满足 移 束 方程 的 点 Pokol …， 双 tm) 基 邻 域内 所 有 满足 
坪 方 程 的 点 (zco … soyn)， 不 等 式 

Fn 
(>) 

都 成 立 , 旭 称 画 数 Fo …， zn4m) 在 点 Po(29…; 入 4m) .上 有 一 相 
对 极 大 值 ( 稻 小 仿 )。 

例如 ， 如 果 所 继 的 是 而 数 一 fw y, 2) 其 三 个 变数 问 还 有 一 
焊 划 性 程 

F(z, 2 2) 一 个， 
出 求 画 数 & 的 相对 航 值 其 几何 意义 就 是 要 在 上 式 所 考 的 曲 而 上 找 
极 值 ， 极 值 点 本 身 及 与 它 对 比 的 点 都 应 落 存 这 个 曲面 上 上。 如果 有 
了 个 攀 束 方程 
Fir, ys 2)=0, G(r, y, 2)=0, 

则 显然 间 题 就 是 要 在 这 些 方程 所 表 的 曲线 上 来 考虑 了 。 

现在 来 详 崎 叙述 这 个 间 题 ， 而 为 号 起 来 乔 单 起 见 只 限于 四 元 
库 数 

全 一 了 (py y, 2, £) 
其 各 变数 间 有 责 个 移 束 方程 
Fey yz t) = 0, G(r, yy 8,#) =0. (1) 

山 画 数 了 在 点 Polzo, yoy ro to) 有 一 相对 极 什 。 我 们 想 识 加 数 了 以 


_900 一 
及 五 和 如 在 读 点 邻近 对 所 有 由 变数 都 有 天 继 人 昼 导 画 数 。 其 次 ， 谢 
假 导数 敌阵 


(TB) 

Gs Gy Os Gs 

中 至 水 有 一 个 二 朴 行 列 式 在 点 Po 上 不 等 于 0 比方 发 ,这 征 行列 式 
西西 
-ja | C2) 


了 于是， 如 果 限 汉 虑 Po 的 适当 邻 域内 (依据 一 个 与 317 段 定理 
3 和 似 的 定理 ); 方程 粗 (1) 就 等 价 于 形 如 
多 一 由 [0 yy) =v,y), (3) 
的 一 壮 方 各 ， 这 里 5， 汪 是 1) 所定 的 麻 一 数 。 换 名 话 膏 ， 耻 变数 
zy Zt 的 值 油 是 烙 束 方程 (1) 这 一 笨 件 可 代 之 以 假 识 变 数 z 和 # 
是 + 和 六 的 汞 数 (3)。， 辑 此， 四 元 画 数 了 {zy ;和 站 在 点 Potxo go 
20 to) 的 相对 极 值 竟 题 就 变 成 了 二 元 复 台 责 数 
fry yy Per gy) Per, yD (4) 
在 点 了 okazo yo). 上 的 寻常 ( 杂 对 ) 航 值 问题 。 
这 种 想法 也 指示 我 们 找 画 数 了 (zx, 9， 2， 引 还 到 相对 极 值 的 点 
的 实际 途径 : 如 果 我 们 实际 上 会 解 出 葛 束 方程 比方 诉 对 变数 z 和? 
工 且 会 找 桓 数 (3) 的 显 式 ; 刚 问 题 就 化 为 要 找 复合 画 数 (全 的 赵 对 
报箱 。 其 实 ， 我 们 在 一 系 烈 早 先 所 解 的 关 题 中 [153，154 慌 ] 正 是 
这 样 筑 的 ， 信 加， 在 wy 十 z 十 二 4e 条 插 下 拒 葬 积 waat 的 最 大 
值 , 等 等 。 
现在 我 们 指出 另 一 途径 来 找 点 Polzoy ny 加 f0)， 而 不 假 裔 我 
全 有 ( 隐 ) 画 数 (3) 的 星 式 ， 昌 然 这 些 画 数 的 存在 我 由 在 业 也 要 用 
汉 。 


外 在 这 济 形 我 们 沦 读 疤 阵 ( 在 点 PJ) 为 有 秩 2。 
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如 此 ,散在 点 Po 画 数 f(z, 妇 x, 1) 有 一 相对 极 值 , 或 者 强 ， 复 
合 男 数 (4) 在 点 攻 。 有 一 艳 对 极 值 。 
于 是 在 这 一 点 上 画 数 (和 的 对 及 对 2 的 导数 都 等 于 0， 所 以 
其 微分 也 等 于 0。 按 143 段 的 一 阶 微分 形式 不 变性 这 个 条 件 也 可 
号 成 这 样 : 


of 1. 9f gy of goat = 
Sar lay Hae dt 0, (5) 


这 里 路 和 di 可 理 骨 为 汞 数 (3) 在 虞 型 的 微分 ， 而 各 侦 导 数 间 在 
点 Po 计算 ,因为 
Pro go0) = 20, Viro, go) = to, (6) 
当然 不 能 由 (5) 断 定 微分 的 系数 等 于 0, 因为 这 些微 分 个 到 是 
猎 意 的 。 为 了 将 昌明 化 为 任意 选取 的 微分 , 印 自 变数 的 微分 dz 及 
dy， 我 代表 法 由 此 浓 去 因 变 数 的 微分 dz 及 三 。 这 不 难 做 到 ,上 只 要 
把 煌 束 方程 (1) 两 边 取 全 微分 , 而 将 z 和 理解 为 医 数 (3) 中: 


aF df aF dF )) 


30 ， af 90, 30 
Ei Tt td 一心 


儿 里 , 季 和 上 面 一 样 , 由 (6)， 仿 导数 在 所 Po 许 算 。 因 为 按 展 慨 行 列 
式 ( 在 这 一 上 太 上 不 等 于 0， 豆 dz 及 呈 可 由 此 表 为 和 的 一 
次 式 。 如 果 将 这 些 吉 出 式 代 入 (5), 划 得 形 如 
Adrt Bdy=0 
的 等 式 , 其 中 4 和 BB 卖 示 对 函数 了, 的 仿 导 数 的 有 理 式 , 痒 且 这 
伪 导 数 是 取 在 点 了 Po。 上 的 。 因 为 在 这 等 式 上 只 出 现 自 变 数 的 微分 
dr, dy, 即 完 双 任 意 的 数 ， 故 在 夸 WY 我 们 有 
A=0, B=0). 


中 认 清 确 点 , 们 要 德 分 那 具 恒 竺 式 ; 忆 人 由 方程 1) 将 其 中 # 及 t 代 之 以 隐 疼 
数 名 ;而 党 出 ,以 后 我 们 将 一 律 洒 用 这 样 关 位 的 而 法 。 
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建 同 萎 束 方 程 我 们 共有 了 由 个 方程 来 决定 未 知 数 zi y, 2 1。 

当 航 ,我 们 所 建立 本 点 了 (roy go so to) 的 极 值 的 必要 和 条件, 但 
郎 使 这 样 的 条 件 其 至 坦 可 用 来 找 画 数 了 在 条 件 (1) 之 下 的 最 大 (或 
景 小 ) 们 ,只 要 按 问 题 的 性 质 能 预知 在 所 考 诺 的 区 域内 部 应 有 述 到 
最 大 值 或 最 小 值 的 点 存在 , 或 注 在 推荐 的 过 程 中 先 作 这 样 的 假 珊 ， 
以 后 再 将 所 求 出 的 点 用 其 全 办 法 来 证 实 。 

实例 见 下 面 321 段 。 

320。 拉 格 朗 日 不 定 禾 数 法 ”在 上 面 所 群 的 方法 里 , 变数 之 间 
不 成 对 称 : 有 些 当 作 直 变数 ,有些 当 作 因 变数 ; 有 些微 分 被 消去 ， 
测 有 些 哥 锌 。 这 有 了 时 会 使 奸 算 大 为 复杂 化 。 拉 格 妥 日 提出 一 种 方 
法 ,使 所 有 变数 都 避 持 于 等 的 地 位 。 

和 将 等 式 (7) 各 委 以 暂时 任意 的 ( 非 鱼 ) 乘 数 A, 而 将 桔 果 逐 项 
与 (5) 相 加 ， 各 此 得 等 


af J aF ee) 
机 上 NE 二 ee Fp dt=0, 3) 


这 里 dz 及 者 仍 但 丧 示 几 贾 数 介 ) 的 微分 (在 推导 中 我 们 暂时 导 持 
变数 的 不 平等 ); 导数 都 在 点 Pae 上 庆 算 。 

现在 我 们 放样 选 取 入 和 上 的 值 ， 使 办 变数 的 微分 sz 和 a# 的 
系数 等 于 0: 


a of 29 
2 Fr 0, St 一 心 (9) 


这 是 三 得 到 的 , 因为 用 以 决定 X 和 上 的 如 性 方程 组 (2) 的 行列 式 不 
竺 于 0。 在 所 选 吧 的 冬 数 值 之 下 铬 式 (3) 就 成 这 样 的 形状 : 


CR 


这 里 我 们 又 只 有 自 变数 的 微分 了 , 所 以 它们 的 系数 应 咳 等 于 0， 即 


af 39 _ of 90 * 
dr ‘3 th 3 A + dy 0. (8 ) 


如 此 , 沪 了 决定 四 个 来 知 数 z，y,z，t 以 及 园 个 汪 数 入 和 我 
情 怡 好 有 一 样 允 的 万 程 ， 邹 两 个 豹 东 方程 及 四 个 方程 (9 和 (9 )。 
为 了 使 这 些 方程 写 起 来 方便 一 点 , 通常 采用 一 个 辅助 面 数 
吓 一 十 MF 十 LN 


于 是 所 谣 的 方程 可 以 恕 成 这 样 : 
它们 看 起 来 象 是 画 数 万 的 寻常 极 值 条 件 。 但 这 只 能 看 作 是 一 种 便 
于 记忆 的 方法 。 

_ 搞 格 训 日 方法 也 只 能 导出 必要 条 件 。 在 此 还 可 重 述 一 下 前 中 
来 尾 所 腥 的 线 。 


附注 “在 所 群 理 葵 中 关于 仿 导 数 短 阵 之 秩 的 假定 起 了 重要 作 
用 ， 我 全 已 三 度 用 到 了 了。 在 用 上 述 方 法 之 一 来 解决 羡 题 时 ， 沟 了 
诈 实 使 画 数 达 色 相对 极 值 的 点 一 个 都 汽 有 得 渝 ， 应 预先 确定 这 个 
假定 ， 在 所 考 处 区 城内 所 有 满足 绵 束 方程 的 点 上 都 已 实现 。 在 议 
单 情形 这 计 广 者 去 做 。 

我 们 来 看 儿 个 例题 ， 

321， 例 及 习题 1) 设 要 找 图 烙 4 = xyst 症 条 件 x 十 y 十 xz 十 + 二 4e 下 的 捞 
值 ; 变数 的 变 域 由 不 等 式 z=0, 40 0 ie0 所 定 。 这 个 说 题 , 我 侈 在 153 
盘 2 里 已 利用 击 拔 一 条 忻 实际 卖 出 + 而 解决 了 了 。 

旗 用 拉 属 项 号 方法 于 司 一 关 杆 而 引 大 博 助 画 数 

全 一 zy 十 入 (TT 十 十 # 寺 二) 中 
霸 且 列 册 条件 
j =yst 二 =0, :P= ys 二 0, 


中 各 果 和 得 这 个 丽 数 前 作用 ,期 可 明 让 这 野生 中 常数 项 无 妨 当 陪 。 


Yat = TI Ty ry, IE w=Y=2=£=0. 
分 回 和 大 并 详 电 里 中 导 守 最近 流 截面 问题 L154 段 3)]。 仍 洒 用 艾 处 的 
配 号 , 我 巾 求 找 疾 数 
fdy Ya sa) = + Dog + Bln 
在 条 件 


ay az 十 Plan 如 
dr dn 
下 的 极 慎 ; 在 此 我 从 不 必 象 这 前 那 祥 引 大 强 的 变数 来 趟 卉 汪 T dar + 8 了 ， 
为 用 绵 们 的 新 方 注 阅 愿 可 以 很 恼 单 地 解决 。 
如 此 , 将 泡 程 了 =0 两 壹 肥 全 微分 , 然后 得 上 髓 下 耐 这 个 dq 的 者 朱 式 : 


十 


FEF as "rs fn) ns 
| 


| 
d= 一 一 一 > 一 全 7 dg dg 
?7 
代 大 尝 式 4F= PT :十 101 十 Ted 一 昌 得 出 这 因 章 ， 
鱼 
(5 三 * Dl)ag + +( li 人 “et)agn y=0. 
n 人 


因为 dq …"， jg 已 各 是 任意 的 剧 它们 各 路 的 邓 数 都 等 于 必 . 
由 时 得 


re IE 一 一 一 一 2 
让 了 dnt fn ^ 
寿 且 
di 一 XV 了 ，g 一 XI，… 9 一 NA Js, (12) 
比例 需 激 不 难 册 灼 束 方程 决定 : 


六 
a 
"VT . 


如 时 应 用 拉 接 朗 昌 方法 , 章 须 作 晤 助 画 数 中 


= 十 M(t te 
加 
并 令 其 导数 等 于 0: 
3 时 X11 3 中 2 了 了 
-1 一 一 天 小 ” 一 -一 一 1 一 一 一 一 一 由 
EE ! qt ， 如 中 个 总 


从 “不 定妆 数 " 听 们 为 方便 计 联 三 如 形式 ;常数 p 包含 在 内。 


出 此 攻 新 得 雇 (12)， 如 此 等 稀 。 
宇 
3》 作 为 一 个 区 复杂 的 例子 我 个 来 考 岂 近 个 问题 ， 三 贡 椭 国 面 折 十 托 二 
+ 与 21 (a 六 5>c) 被 一 个 通过 其 中 心 的 平面 Is+my 十 nz =0 所 区 要 决 


定 所 得 祷 加 算 口 的 全 灿 。 措 名 话说 ， 要 来 找 辆 数 所 一 好 十 内 十 吕 的 撕 慎 ， 这 


里 嗜 栾 数 关 有 上 硬 屠 两 个 关系 方程 。 
消去 国 变 效 的 徽 分 的 主 法 5319 版 ] 在 此 会 引起 复 厅 交 计 算 ; 所 以 我 俏 印 


运用 柱 档 识 日 汾 法 。 
x WY 
( ff 。 


为 了 配 实 短 阱 
的 裕 在 桶 辕 闸 -平面 的 所 有 交点 上 都 等 于 2 四， 汽 全 用 反 司 洪 。 侦 二 阶 行 
列 式 全 等 于 由 . 下 下 而 生 元 汪 将 万 比例 ; 但 这 样 签 式 Ir 十 my 十 nz 二 0 执 


将 时 宗 竹 二 寻 十- -2 = 了 这 是 不 可 能 的 。， 


作坊 轴 到 天 
ry 8) tt 和 十 攻 二 所 +24(154my++we)， 
全 类 号 数 过 了 6; 
w+ 十- 这 pm=0, :A-: -十 om 0. {13) 


将 这 些 方程 各 乘 以 忆 殷 z 而 加 起 来 ， 得 ( 考 虚 到 物 束 方程 ) A == 一 ma 
茵 灶 为 销 定 起 内 设 1 my # 波 有 等 于 0 的 ， 则 由 (13) 可 看 出 > 不 等 于 汪 
或 5 研 5 。 于 是 方程 (13) 可 器 成 这 样 : 


wt mpD? 2 


总 vy Dp Ho 


如 2 一 2 


申 此 不 难 找 思 & 并 从 而 得 刷 zy z; 但 世 可 以 各 和 驶 这 样 做， 而 招 这 些 筹 


中 对于 320 久 附 注 。 


一 506 一 


i120t 入 各 mon 
人 二 a bi a =0, 


i 

电 此 可 直接 定 出 两 个 我 们 所 要 的 *? 的 条 值 。 
因 汰 入 些 极 值 的 存在 是 价 先 知道 的 , 如 此 本 癌 题 完全 解决 了 。 
322， 通 数 独 立 性 概念 ”我 们 来 涝 平 一 粗 画 数 


gi = fx Foy ys Ln) 
a = fa {rry Tony wn) 


Se (14) 


和 


ym = mn C1 To “全 Xn) 


在 某 # 炎 开 区 域 儿 内 固 同 其 仿 导 画 数 都 有 定义 并 且 速 镇 可 能 其 中 
有 一 个 , 例如 yy, 是 其 余 的 画 刍 中: 
= Bg 的- 34 9 He) 中 ， (15) 

这 里 中 服 假 设 在 一 个 Lm 一 1) 妈 区 域内 是 所 有 自 变数 的 连续 醒 数 
间 有 过 炒 偏 导 卫 数 ;该 区 域 则 包含 当 % 稚 上 谍 (wis za，… ,Ini 壳 历 区 
域 络 了 时 这 些 画 烤 所 取 的 一 切 可 能 侍 组 四- 区 40 ge 此 时 
我 们 理解 等 式 (15) 在 区 域 乡 内 对 won za … ya 恒 等 地 成 立 。 于 是 称 
在 这 区 域 同 夯 数 ui 依 屯 于 其 余 画 数 。 特例 ， 如 果 岂 是 常数 时 电 
称 其 为 如 此 ; 在 这 情形 可 从 中 = 常数。 

一 般 地 褒 ， 画 数 yy 因 gm， 如 果 有 一 个 (随便 哪个 都 一 样 ) 
依赖 其 余 , 旭 称 为 在 区 域 乡 内 相 恢 的 。 

如 困 在 区 域名 内 或 其 任何 部 分 内 和 象 (15) 那 样 的 恒等式 都 不 成 
立 ; 居 图 数 yg，…， ym 称 为 在 区 域 狗 内 独立 的 。 

要 解答 库 数 独立 性 间 题 可 考 在 所 冲 面 数 短 薄 ， 它 是 由 这 些 吕 
数 对 所 有 自 变 数 的 贪 导 画 数 所 棚 戌 的 : 


全 ” 潮 荣 的 是 , 柄 涛 里 的 相 搓 自 次 数 中 不 包含 T。 


Bn Boe 0) 


Dym Fim,.. OYm 
Dr Bra Orn 


设 2 加， 我 们 首先 有 和 这样 一 个 定理 

定理 1， 如 果 由 欠 阵 (16) 的 元 素 所 租 成 的 1 阶 行列 式 中 李 
少 有 一 个 在 区 域 驴 内 不 等 于 0 ， 刚 在 此 区 域内 画 数 ga 3 er 
独立 。 

是 明 下 


.| 地 避 (7) 


和 


如 果 不 等 于 0 的 行列 式 不 是 这 一 个 ,而 是 另外 基 一 个 , 剧 总 可 
改 六 变 数 的 下 标 而 使 其 化 汶 (17) 的 情形 。 

这 定理 我 们 用 反 证 法 来 站 阴 ,说 诸 西数 中 有 一 个 , 比方 说 ym 
可 由 其 侠 的 表 出 , 如 此 

ym = 四 《81 Ha gm (18) 

玛 少 是 在 区 域 作 的 某 一 部 分 入 o 里 。 

恢 每 一 变数 zi 一 1 2 90 微分 这 个 恒等式 我 们 得 一 系 天 
恒等式 (在 多 s 摧 ) 如 下 


gm DYm. ,OF yu ,3ga ，,. 
oo dy Di + dy dr Tt 


Bym Dem ， ， 
二 区 
可 见 ， 行 列 式 (17) 最 末 一 行 诸 元 素 可 由 前 m 一 1 行 相应 元 素 
各 乘 已 Sa , 六 -后 相 加 得 之 。 这 种 行列 式 大 家 知道 是 等 于 0 


的 。 这 与 定理 的 条 件 关 反 , 放 诈 阴 等 式 (18) 是 不 可 能 的 。 

323， 本 数 逢 了 曾 之 秩 ”至 于 一 般 情 形 ， 我 们 人 先 烙 出 如 下 定义 。 
所 背 玫 数 短 阵 (16) 的 牧 乃 指 其 中 富 高 阶 的 在 区 域 必 内 不 慎 等 于 0 
的 行列 式 的 阶 数 而 言 。 当 然 也 可 以 有 给 阵 (16) 的 所 有 元 素 都 恒 等 
于 0 的 时 候 ( 此 时 姐 往 类 阵 的 秩 是 0)， 但 这 情形 不 复 得 注意 , 因为 
这 于 于 脆 所 有 本 数 

His Yay 3 Yn 

都 成 常数 。 如 昌 佐 随 全 们 的 秩 是 gy>1, 蜀 至 少 存在 一 个 由 弯 矩 限 
的 元 素 所 租 成 的 站 阶 行 刘 式 { 当 然 有 所 关 A， 9 有关 是 在 细 内 不 
恒 等 于 0， 而 所 有 较 高 阶 的 行列 式 (如 果 有 的 话 ) 刚 桓 等于。 如果 
所 袍 & 阶 行列 式 在 点 瑟 异 于 0 刚 我 们 褒 就 短 笨 在 点 Po 达到 它 
的 秩 ye。 

定理 2， 起 贾 数 年 障 (16) 在 区 域 纺 内 的 牧 是 AT 并 和 且 宪 在 
独立 的 ， 而 其 余 吕 一 4 个 都 依 朝 着 它们 。[ 夫 有 独立 的 图 数 就 是 
这 个 在 点 于" 异 于 0 的 行列 式 中 各 偏 导 数 所 对 得 的 那些 夯 数 ] 

踪 明 ”为 写 起 来 简单 一 点 我 们 只 对 一 个 特例 来 让 明 。 伶 答 了 
序 个 主 元 醒 数 : 

yi1=f (rire), #3 fel ra) Ya™ fs (wy Why 28), {19) 
丽 画 数 竺 阵 


一 209 一 
321 3 六 3 六 
可 4 Ora Ors 


3 ols os 
931 ry Drs (16*) 


9fs 21s 39fs 
1 Dra Drs 


的 秩 汶 二 并 是 在 点 Mot{ai, 2, ra) 到 上 秩 。 圾 在 豆 点 某 一 行列 
式 片 方 责 是 

af of 

dx dry . (20) 


afs 9fs 


dr drai 
异 于 0, 斌 然 玫 仿 导 画 数 是 束 炉 的, 故 在 点 玉芝 一 邻 域内 了 电 如 是， 
因 依 按 定 理工 画 数 yi 大 1ys 在 此 邻 城内 独立。 
分 
ES 
而 对 
(pi way ta) —Y1= 0, : 
faliy Woy ta) — a= 0 | (31) 
这 具有 五 个 变数 Xiy tay gy yl ga 的 六 程 租 在 福 是 它 个 的 点 Potxi， 
好, 过, 好 ,网 ) 于 应 用 一 个 与 317 段 定理 3 相似 的 定理 。 就 是 说 利 
用 汶 程 粗 (21) 左 边 对 mi aa 谋 候 导 画 数 所 组 成 的 行列 式 异 于 山 我 
们 可 肯定 在 此 点 某 一 邻 域 
一 (2 一 8， 人 十 B12 一 69,2 十 S2; 但 一 3 从 十 3 
人 一 A 的 二 At 的 一 As， 9 十 Aa) 
电 方 程 租 C21) 将 zi 和 wo 确定 海 za 护 及 yo 的 单 值 落 数 : 
wl= pa V9 Weds Ta pal res Yi Ya). (C292) 
我 们 认得 , 一 一 如 果 限于 区 域 Nv 内 一 方程 粮 《21) 与 (22) 是 完 
又 窜 价 的 ， 在读 区 域内 的 点 只 要 注 是 其 中 一 租 也 就 满足 另 一 粗 。 
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由 我 们 所 恢 据 的 定理 可 推 知 , 如 果 将 函数 (221 替代 (21 中 的 x1 和 
2 则 对 变数 zs, ga 在 长 方 体 
(2 一 Bs 2 十 88; 外 一 An 六 十 A 组 一 As， 级 十 A2) 

内 得 一 个 恒等式 。 但 我 谷 避 党 兴趣 的 是 男 一 个 ， 如 玉 在 (22) 中 
局 夯 数 人 和 和 1 站 东 伐 好 1 和 232y 邮箱 妆 和 对 变数 科 ， 姑 好 得 一 恒等式 一 一 
至 消 是 在 点 了 of 而， 下 ?的 某 一 邻 域 肉 。 印 只 要 选取 这 个 邻 城 
流 

多 0 一 (下 一 和 二 
而 使 

OB Op, 06 

震 且 使 对 其 中 和 省 点 由 {31) 定 出 的 办 和 ys， 即 责 数 刻 和 和 之 什 , 与 
纪 和 名 之 差 各 小 于 Al 和 Ao 中。 事实 上 ; 这 时 乌 点 (zhb zay Yay 1 2) 
落 在 fo 内 而 等 式 (22) 应 与 (21) 同 时 成 立 。 

现在 来 看 第 三 个 函数 

#5— al Toy ta) 

这 里 已 (22 匡 两 数 代 wj 及 xs 而 得 

ys— fa(Pp1ilxay gly 2) Peray y19 82) ta) = (ss iy y2). (23) 

极 据 上 徊 的 疾 , 如 果 在 这 等 式 里 琅 数 所, js 及 种 代 之 以 yj， 
go Ys， 央 它 对 区 域 2 内 的 庶 4 成 恒 壮 式 。 

要 证 明丽 数 ys 依 回 yi 及 yo 只 阐 下 要 二 明 醒 数 (23) 中 的 中 事 
实 上 不 合 自 变数 :83 各 此 (29) 可 写成 这 样 ;: 

ys= DP (gs ge 
汶 中 显然 只 要 证 阴 对 wo, 训 ) ys 有 恒等式 
3 站 
Aare 


=0 (324) 


呈 ”这 是 散 特 到 的 ， 因 为 在 点 型 0" 琐 数 万 亚 记 是 速 误 的 ， 皇 在 闹 虑 取信 
这 和 池 ， 


二 


就 行 了 。 接 下 的 定义 有 
3m _af 3f 3g。 3f _ 
3xs 一 3 和 人 3 十 3 (25) 
男 一 方面 , 如 果 将 方程 20D) 估 xs 微 从 之 而 往 zi 上 丰 澡 看 作 oa yy， y, 
的 落 数 , 则 得 等 式 
of ,991 | 3 六 ops + 一 站 | 


= dts Ta = 
3ja .39: ,9fa, 99s 0 
or dra + Ae Bere tape”™ 


(26) 


这 是 人 2 及 3 各 的 一 次 式 。 由 这 天 个 一 次 答 式 (26) 双 可 推出 第 三 个 
一 次 等 式 


afs 天 afs ,Pa sjfa_0 六 
Br -还 + da Br TB 0 (26 ) 


因为 由 上 这 备 县 的 系数 及 自由 项 所 租 戌 的 三 阶 行 询 式 
2afs 3h of 


BEL dry dr 窜 


af 9fa ofs 


oz1 dr dirs 


ofa 3fa 3ja 
Bl Daa Drs 


恒 等 于 0( 伟 陈 (16) 的 秩 是 二 )。 粮 等 式 (26”) 与 (25) 比 较 就 得 出 所 
求 的 恒等式 (24)。 
例 ”我 们 来 看 一 扔 画 数 
名 =w1T Xa 十 Xa 一 好 十 十 省 寺 


Ys = Hite TT Pai. 
不 人 礁 及 证 贸 数 短 际 


1 1 1 
( Be 2 Bry ) 
wot attr Xl 二 iia 


一 219_- 
在 全 容 间 内 有 秩 2。 因 此 精 贺 闭 中 有 一 个 依 先 其 余 两 个 , 例如 
y= 91 — 2. 


外 3，、 阔 数 行 列 式 及 其 形式 的 性 质 


324， 国 数 行列 式 “在 前 一 段 里 重要 的 研究 工具 是 由 仿 导 数 
扣 成 的 特殊 类 型 的 行列 式 ; 寂 们 对 一 租 藩 数 肪 起 的 作用 就 与 寻常 
导数 对 一 个 五 数 所 起 的 作用 相似 1[ 枫 如 套 凤 315, 317 霞 定理 1 和 3 
正 交 ], 我 们 在 此 讨 丛 它 倘 的 一 些 形式 的 性 质 ( 世 提 到 寻常 导数 的 
相应 性 质 ), 这 些 性 扶 使 上 述 行 烈 式 今后 用 起 来 容易 一 些 。 
发 给 了 名 个 部 元 面 数 
#1 = fi Tay ys Pa)» 
ya— f(T za op] 
-sr (1) 
Yn = fa Cty ay ~ zu)s 
它 在 某 一 % 私 区域 乡 内 有 定义 并 有 旦 在 其 中 对 所 有 变数 都 有 过 加 的 
依 导 配 数 。 我 们 由 这 些 导 责 数 粗 成 行 刘 式 


1 .32 981| | 3293 ,.. Dyn 
dr gm Dvn hr zl dX 


al | OW OF2 ... Dyn 
dr dr dn, 一 dra dr Dro 。 


中 


yn Os ,,, Dyn) | Dy Oya ,,, Dyn 


工 为 简单 超 见 用 训 号 
Ds ys 7 Yn) 
(sy Toy in 
蓉 示 之 , 这 正 与 导 常 导数 的 站 示 法 相似 。 
国 数 行 州 式 是 由 雅 答 比 和 上 奥 斯 胖 罗 格拉 短 斯 基 几 乎 同时 (1833 乍 格 及 


—2219— 


1834 年 初 ) 并 上 且 涉 笋 戎 癌 一 问题 (多 重 积分 变 狐 蓉 换 ) 引进 科学 里 来 的 [器 并 
后 而 355, 359, 384 各 段 ]。 精 后 (1841 年 ) 雅 从 上 比 发 表 了 一 篇 葡文 ， 其 中 科 论 
了 这 种 行列 式 的 性 夺 ， 并 且 详 类 葵 及 了 它 在 上 人 述 问题 及 隐 西 数理 蒜 上 的 应 
用 。 囚 此 图 数 行列 式 通 常 也 就 称 为 踢 谷 比 行 别 式 或 雅 仿 比 式 .上 面 所 给 一 数 


ne 


行列 式 的 下 示 法 是 后 来 英国 人 洞 金 民 所 提出 的 。 
”325， 醒 数 行列 式 的 冬 法 ”为 写 起 来 简单 起 兄 我 们 限于 比方 
贬 三 阶 的 行列 式 ; 而 上 所 得 精 果 完全 上 有 共有 一 般 性 。 如 此 , 我 们 就 由 画 
数 租 
天 三 fi CXL 洲 o, Xs) ? 
的 一 六 (zu Ty ta), (1*) 
Ya fa (ly gs rg) ， 
出 县 ， 息 俩 在 一 个 (三 维 ) 区 域 狗 风 有 定 尽 着 朋 在 其 中 奇 所 有 变 获 
有 渗 模 的 候 导 丁 数 。 除 丁 数 极 (1”) 外 我 们 更 取 一 得 画 数 
gi Pik ti Eos £3), 
Xa— Pa ty ay ta), (2) 
raO— Dal Ely ta, ta)， 


在 (三维 ) 区 域 络 肉 有 定义 着 有 速 炉 导 症 数 。 讷 点 (yt 13) 在 入 
中 变动 时 相应 虞 (2 wa，zg) 不 出 区 域 纪 之 外 ， 而 ?1 gay ga 可 著作 
ty Yoy zs 的 通过 wi ray zs 为 媒介 的 复合 相 数 。 现 在 我 从 把 (1*) 租 
的 图 数 行 列 式 

Du 2904 Oy 

dr Dra Bars|. 


ga ga Oys 
arL Qs drs 


ga Dys Oy 
Bx dra drs 


箭 以 (2 组 的 而 数 行列 式 


一 214— 
Ari rr Br 


Dti ts dts 
za rs re 


3 Ba 3ta| 

Drs Drs Des 

EI ETF ‘ats 
在 此 我 们 利用 已 知 的 行 询 式 尼 法 定理 , 它 可 由 公式 
bi ba Bis er 人 19 | 


tr Win fis 


at Wan tas | * 


Dol Bro Dos tat Coas Cas 


al sa das Dasl bsg bos 


cai Ca C38 
或 出 ,其 中 
Cp= wiibipt Cindoant iaban (ts R=1,2,3,) 
《 行 弛 以 列 )。 在 我 们 的 情形 
Oe 22 } OW: ,Dea | By: Ag 


[如 EE i 
Di DE | Des oaty Drs atp 


序 ( 接 复合 丽 数 导 数 公 涉 ) 
co= 和 《i= 1,2,3). » 


粘 某 得 出 行列 式 


yy 994 Dg 
3t1 dto ats 


ya dya DY3 
df dts ta 


Ds Dy ya 
di ata 9ts 


而 这 就 是 本 数 粗 Wy Ys Ya 对 变数 bry toy ta 而 车 的 泵 数 行 列 式 。 如 
世 , 用 简单 的 表示 法 就 有 


Dyn yo ga) DEyry go, 3) Dw tos Fa) (9) 
Dt{ bis to fa) Dlr, Toy ds) Dltis ts», ta) 


如 果 我 们 用 的 一 个 国 数 y, 而 < 又 是 变数 1 的 一 个 丽 数 ， 旭 


ww 
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将 得 出 寻常 复 合 页 数 导 数 公 式 一" 所 得 公式 (3) 就 是 它 的 
推广 。 

我 们 指出 当 fa ta fs 与 1 ya， #3 相同 村 这 一 特例 ， 如 此 西数 
组 (2) 就 是 画 数 组 (1 的“ 度 转 ” 结果 (在 此 恨 设 这 友 圭 的 可 能 性 )。 
于 是 上 通 所 得 关系 就 变 成 


Dlyls ya a) , DT Xo, ts) | (4) 
Dl tas ze) Dy ya ys) 


或 
D{y ya Ya) _ 1 _- 
Dwrs Cg, re) 四 (at Las Te) (5) 
Dly1, ys Ys) 


写成 和 这样 的 形式 它 就 与 反 男 数 导 数 公 式 相 似 了 。 
386， 范 数 徐 阵 的 乘法 ”这 里 我 介 举 例 来 责 朋 一 种 特殊 形式 


的 年 障 的 乘 共 的 一 此 辕 果 。 我 们 先 来 看 数 和 矩阵 
ot bir bin 
( 11 le * ) 和 Bo bua 
al Way 9 Bal bs 

大 家 知道 , 它们 的 乘积 就 是 指 万 了 

C1 fis 

(人 a 

Crp— bp rinbap + misbss (iyk=1,2), 

这 个 万 阵 的 相应 二 阶 行 烈 式 
RD Gadot Hrdar tid1s 二 cin Don 一 1aDaa | 
R21D11 + teabo 十 Hoaboy arb1is + oa Paza taabas 
就 等 于 相 素 酚 年 阵 中 二 阶 行列 式 酚 两 相生 的 聚积 之 和 ? 


briibss bor bo | | 
bab Baibse | ar5rs 


面 


tat18 W1911 


oti 


W111 


{attas oottal 


一 上 六 一 
这 恒等式 不 难 由 层 开 许 行 列 式 直 接 鹏 证 之 (在 高 等 代数 里 也 建 江 
了 关于 短 阵 哑 法 的 一 般 定理 )。 

现在 我 科 将 这 结果 应 用 到 画 数 敌阵 上 。 蔽 我们 有 加 个 三 元 范 
数 

gi = fr(xri Fo Ha), ya = fotrry to Fs), 
而 变数 mm za, xs 又 都 是 两 个 变数 划 , fs 的 两 数 : 
Xi1=pi(F1s 2 ta 一 gafir fa), wa= pattis £2). 

设 所 有 图 数 都 有 过 炳 含 导 图 数 , 我 们 来 找 变 数 及 刀 的 画 数 
硼 骨 及 sh 的 画 数 行列 式 的 表 出 式 。 为 此 我 仙 把 这 琴 个 图 数 短 隙 
沫 起 来 : 


By: a WN 136 ts 
dr Qs era 上 aks Drs ， 
3 Bus Dya) | = ots 
Br aza xs | dvs drs 


at1 ats 
在 这 情形 
9 ， , 
= (t=1,2; j=1,2,3) 
bin 一 了 {j=1,2 2, 3 : E=1, 2) 
而 
而 最 后 有 
pp = ,Da DY ve 
har Dr" Bra dlp Dre dfp 
这 里 应 用 上 而 的 辐 果 竺 恒等式 


oy dy | lo og | [ow am 
dt dts Dr de af dio 


dye ga | lays 9ga | | Ors dry 
At 局 fa dr oa dii dis 


LT 


Drma Xs dts dts drs dr dt ata 
十 十 


dx ar 


Bye dys | | za 32s| [919 99s| | 2% 
di dts 


dxo Brs | 19t1 ai9 drs Bi 
忆 简 写 起 来 就 成 这 样 : 


3g: Oy1 | | 32xa gxa a 


Diyn ya) Dlras 11) 

Dor 2 9 (6) 
和 如果 我 们 只 有 一 个 画 数 y, 它 通 过 三 个 中 癌变 数 nu za xs 而 后 者 又 
合 牙 于 变数 #, 则 得 到 导 常 复合 隐 数 微分 多 起 : 


EE “一 一 一 - Te ee 


dd dt dvs dt Tae dt 
公式 (6) 就 是 它 的 推广 。 

已 后 我 们 还 要 深入 讨 葡 导 数 与 丙 数 行列 式 间 的 相似 性 [354 
段 2"; 385 眉 ]。 


.第 二 十 章 ” 线 积 分 


§ 1。 第 一 型 厂 积 分 : 

327， 第 一 型 搂 积 分 “我们 通过 一 个 力学 妥 焉 来 自然 地 导 则 
这 个 新 的 积分 浆 念 。 

恋 输 了 一 条 有 长 的 简单 中 
平面 曲 缠 ( 基 ) 图 8), 河曲 缠 分 了 
布 着 质量 ， 并 且 已 知 曲 米 上 每 
点 导 处 的 粮 性 窒 度 pCM)。 现 
在 要 来 求全 明 亲 (五 ) 的 质量 m。 

为 此 我 们 在 曲 太 两 庙 4 与 
五 之 癌 任 意 地 播 大 一 柔 殉 的 点 
4 4， …， 4 十 将 4 写成 外 此 
4o, 至 写 成 4 以 求 肥 号 一 律 )。 为 确定 起 见 , 我 们 各 为 这 些 点 是 搂 
4 下 五 的 方向 标号 码 的 ; 当然 , 采取 相反 的 方向 标号 码 也 无 妨碍 。 

在 缴 444irt 上 任 取 一 点 于 。 算出 蔽 点 上 的 密度 PCMHo。 把 
这 一 段 攻 药 每 点 上 的 密度 都 近 伺 地 算 作 相等 而 以 or 家 歼 疡 之 长 ， 


| 


- 则 该 强 的 质量 近似 地 为 : 


m= pM 
而 雇 求 的 全 夸 量 为 


人 外 一 上 


二 Epo 


-所 胡 简 单 临 简 已 指 这 样 的 束 祝 出 米 :“ 它 由 从 变 式 粳 月 ,而 相应 于 乱 一 点 只 有 
一 个 参 变 全 ;在 阴风 粘 的 情形 则 “ 阴 合 点 "是 鲍 锥 ; 它 相 应 于 两 个 极 钢 参 变 俯 。 


-一 200 一 
史 太 的 加 关 是 南 上 面包 人 的 近似 委 训 而 引起 的 。 如 也 有 各 段 


就 长 oo 超 于 0 时 这 个 误 莽 也 趋 于 0。 
如 此 ,以 入 表 弧 长 oi 中 匡 太 者 ， 则 内 要 取 和 极限 就 得 凡 精 确 的 
公式 : - 


?3 一 im (Ma 


六 位 昌 Gc 


我 们 以 一 般 形 式 来 矿 究 这 种 极限 。 现 在 铀 开 所 考 虚 的 力学 阅 
题 而 取 一 个 任意 的 "点 画 数 ”C 玉 ) = 了 (x,y), 它 沿 着 一 簿 有 长 连 入 
平面 曲线 (天 )@ 被 给 定 ， 寺 重复 上 语 所 讼 的 过 程 ， 将 昌黎 ( 玉 ) 分 
成 弧 段 ( 细 元 未 ) .44 在 每 彼 上 各 任 取 一 点 te 而 算出 这 
些 点 上 的 加 数值 开导;) 一 J 9 并 粗 成 总 和 


Sf Mo 一 Eft nos 


#4 二 业 


它 也 是 一 种 积分 和 。 


此 和 在 入 =maxo 赵 于 0 寺 的 有 限 极限 称 为 西数 (ID) 一 


一 Te 轨 注 息 要 吉政 各 (下 ) 的 第 -型 2 六 积分 而 表 成 


ffapa= {fts, Was gb， 


(Ky 《天 ) 
《这 里 。 是 曲 粮 的 骤 长 而 ds 象征 长 度 元 素 oi)。 
这 极限 过 程 的 精确 描 浊 车 藏 者 自己 去 做 。 
如 此 , 前面 所 得 物质 曲线 的 质量 可 以 写成 这 样 : 
= | pas. 2) 
LEY 


转 别 指 内 的 是 ,在 上 而 的 定义 里 路 各 (KX) 的 方向 不 起 作用 。 比 


中 站 此 候 股 记 庚 据 的 是 直角 举 标 村。 
名 这 是 程 下 面 要 许 的 [3390 自 ] 第 二 型 焕 职 分 不 向 的 ， 


i 
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方 说 , 当 ( 丰 ) 不 是 封 六 晤 如 时 (AB) 和 (BA) 虽然 是 方向 不 辐 的 虞 
黎 ,; 但 
| faDas= | Fas. 


AH) 【县 上 


同样 , 我 们 可 以 建立 沿 空 并 则 神 ( 玉 ) 的 积分 概念 : 
| fdao)as= | fs, 9 2)ds0. 


itu) tn} 
这 里 没有 什么 新 的 原则 入 东西 , 不 需 再 详 加 解释 了 。 
328， 北 为 寻常 定 积分 ”我们 假设 在 昌 线 (天 ) 上 两 不 可 能 方 
向 中 任意 选 定 其 一 ， 如 此 曲线 上 每 点 王 的 位 置 可 由 绝 长 *= 4 
来 决定 ， 这 里 强 长 是 由 点 4 算 起 的 。 于 是 曲 简 (到 ) 可 由 戎 变 方程 
表 出 如 下 
T=X 8), y=y(s) (Os), 
而 沿 昌 本 各 点 输 定 的 而 数 f(z 9) 就 化 为 变数 的 复合 醒 数 
Fertsd, ye)). 
”如 果 以 8;(i = 0, 1 由 考 示 和 红 4B 上 所 选 分 点 44 相应 的 
弧 蕴 值 ， 期 旺 然 wii 一 8 一 中 一 Aste 内 于 表示 决定 点 于 的 3 健 
(显然 5; 所 所 8141), 于 是 可 以 看 出入 积分 中 的 积分 和 


FFM TE f(s0), (50)aso 
, 半 吴 员 二 让 . 
同时 也 就 是 守 常 定 积分 中 的 积分 和 和， 如 此 我 们 了 江 其 有 : 
rapDas- feces), ys))as®, (9) 
. {下} 


而 由 一 个 积分 的 存在 驶 可 推出 另 一 积分 的 在 在 。 


人 印 ” 折 焦 据 的 是 一 个 二 角 举 标 菜 。 丁 数 了 只 在 曲线 ( 元 ) 的 点 上 有 定 又 。 
多 《BR ) 训 示 积 分 理解 为 寻常 的 黎 曼 积分 。 


一 “一 
特例 ， 在 泵 数 疙 1) 圳 米 @ 的 时 候 ， 这 个 积分 显然 是 存在 的 。 
今后 我 们 也 就 屿 说 所 网 面 数 总 是 连 币 的 。 
现在 总 曲 强 ( 环 ) 由 任意 参 变 方程 
z=yp(t), y=yt) (fot 人 T) 
输出 , 而 画 数 % 及 世 连 同 其 导 画 数 史 及 WW 都 束 继 ; 此 外 我 们 假 襄 
曲 缆 上 没有 重点 。 于 是 著 则 机 显然 是 有 长 的 ， 兰 且 如 果 弧 s= 


-A 并 = s() 随 参 变 数 一 起 增 大 , 则 
et 一 AAA PO PFT 
L201, 202 段 ]。 在 (3) 式 右边 积分 中 作 变 量 蔡 换 立即 得 出 : 


| rapas= 四 | fg YIP PFD Td. (4) 


iK) 


如 此 ， 要 时 算 第 一 型 樟 积 分 时 须 在 被 积 图 数 中 将 变数 < 和 y 
. 代 以 举 近 的 密 变 式 同时 ds 也 代 以 相关 铁 分 的 参 变 形式 。 


如 果 在 寡 变数 # 增 大 时 弧 人 4 政变 小 ， 则 只 要 改 为 对 训 万， 就 
可 重新 得 出 公式 (4)。 总 之 ， 无 只 曲 雍 的 参 变 式 如 何 , 在 这 公式 里 
市 边 的 积分 下 限 几 须 小 于 上 限 。 
在 曲 太 由 最 趟 方程 
gm (az 区 
输出 的 情 并 ,由 公式 (人) 变 成 : 


| fava) fm yDVITII Ga 人 


中 我 俐 指 的 是 在 监 炉 ( 开 7) 的 点 上 沿 喜 点 篱 的 违 粳 许 。 以 “E - 祝 需 于 来 履 ， 这 就 
事 示 ， 计 E>0 可 找到 这 样 一 个 58>0， 和 使 在 MM'<#5 { 寻 及 对 ! 为 曲 炉 上 之 点 ?时 
ICM 一 了 (M1<<E。 在 此 假设 下 失 可 <Ls) 和 V5) 巡 筑 则 对 a 复合 加 数 太 za 
Y(s)) 也 就 罗技 。 


一 228 一 

这 个 关系 式 还 可 取 另 一 形式 ,在 图 数 yix) 带 同 其 学 羡 数 加 02) 部 连 秆 的 

假设 之 下 曲线 (五) 存 每 点 上 将 有 一 定 的 眉 # 轴 不 平行 的 切 灶 。 雇 & 圳 切 礼 
与 了 朝 的 奕 角 ,得 


tg = ye leosel JT 


白玉 
rapas= fuga 6 
哪 5 境 | 
在 符 例 , 因 疙 显 航 
时 - | ds~=8, 
【所 
《这 里 总 事 示 曲 萎 人 ( 开 ) 之 全 长 /于 是 
- 8 

2 
-jr (7) 


附注 ”会 式 (7) 我 们 是 以 形式 变换 得 出 的 。 如 果 将 基 先 台 长 定义 为 错 蕊 
(不 是 内 接 ) 折 宣 全 长 的 极限 , 旭 在 曲 禄 以 显 式 栓 节 时 这 个 定义 将 直接 导 至 公 
式 (7)。 这 一 点 玻 考 可 以 自己 肪 明 。 

329. 例 1) 次 (K) 龙 基 生生 其 1 在 第 - 负 限 中 的 四 分 之 一 ,我们 
. 来 计算 
I= | ryda. 

| 


由 群 图 参 变 式 xz= acos t，g=5sint 于 发 我 们 有 
下 一 —nint; Y=beost, Vre | ye vasinTt+ boos?t. 
肝 算 可 按 公式 (4) 洒 浊 行 : . 


I= js "和 Si ww sint + bcos 于 tt 


他 
= 于 [sinaty es, 
[i - 


.这 里 忠和 们 倒 eos&t 一 人 于 是 Bin i 只 一 -4 而 


2 2 2 _ -9 
1 2 gs 


一 好 4 一 


ab 2 2fe+6 Pa J|! ab ar+art+b? 
et so 十 一 5 ?| -了 

附注 ”大 多 数 既 常 油 到 的 曲 粳 ( 楷 加 、 双 曲 炉 、 正 束 型 曲 宰 等 等 ) 其 弧 

长 都 不 能 才 为 初等 画 数 , 因为 ds 不 能 积分 成 有 限 的 形式 。 但 是 对 这 些 曲 禄 ， 

上 Fe yas 这 个 积分 部 有 时 可 以 算出 是 初等 男 数 (如 前 例 )， 这 是 网 为 脱 上 


{Fk 


.了 5 让 就 改变 了 积分 号 下 微分 式 的 整个 结 拘 。 

有 关于 物质 时 线 违 袍 分 布 的 质 悬 罚 题 可 以 很 自然 地 叶 至 这 种 类 型 的 秽 

积分 。 
2) 我 们 在 第 十 二 章 [206 段 ] 鲁 勾 在 “入 性 密 庶 ”p=1 的 假设 之 下 计算 

过 平面 此 灶 对 坐标 础 的 静 力 短 以 及 其 重心 的 坐标 。 访 者 不 难 将 那里 所 得 有 

式 推广 到 质量 述 镜 分 布 的 一 般 清 形 。 外 时 利用 甩 引 入 的 线 积 分 村 全 基 精 时 

可 号 威 下 面 的 形状 ; 


EK,= | pwas, KK, 一 [avis, 


{Ky {KK) 
- | prAds | nas 
rf Ey _ LH | Rs _ rk 
r= » Yo = 
| pds | A 
CK) ‘FE} 


3) 我 们 还 指 由 第 一 型 伪 性 税 分 的 一 种 应 用 一 一 应 用 也 物 导 虹 计 对 于 点 
站 引力 问题 。 

我 们 知道 , 近 牛 层 定 律 ， 一 个 计量 为 m 的 质点 区 吸 引 _ 个 贰 最 为 7 的 层 
点 3 时 ; 引力 的 方向 是 由 Mo 至 对， 引力 的 天 小 划 等 于 有 wz 这 里 7 是 距 
离 oM， 而 是 赚 所 下 用 共度 单位 而 定 的 系 涩 ， 为 入 下 起 兄 通 常 可 算 它 等 
于 1。 


如 时 一 个 慎 点 了 宦 一 组 持 县 各 为 的 ,hs 的 插 点 fF, Mz" .了 
所 腹 引 , 剧 合 力 可 有 由 各 蛙 点 的 引力 的 几何 加 沽 得 国 。 问 时 合力 在 族 坐 标 晴 上 上 
的 投影 就 等 二 各 力 的 授 影 的 代数 和 。 


如果 以 允 与 7 雪 示 合力 在 坐标 戟 二 的 投影 ,而 以 64 卖 示 分 多 量 关 = 到 更 


225— 


右 % 齐 的 交角 {图 人 时 是 然 
六 二 3 teosd, Y= > in 
f=1 f=l 


技 星 7; 如 从 出 表示 长 量 yy 之 长 。 

更 站 酸败 引导 最 党 昌 秆 (下) 连 管 分 布 。 为 了 计算 引力 我 们 将 南 曲 神 分 
眉 , 振 玫 将 每 贷 的 盾 量 集中 于 在 它 上 面 履 意 选取 的 一 点 对 芋 面 来 求 合 力 在 
，” 夫 标 轴 上 的 投影 的 近 概 慎 : 
臣 二 BN tconos 


,mop WM) 
Y= oY sings, 
; | 


图 9. 
因为 在 这 情形 各 段 的 质量 近似 地 尺子 pfaiDaie 如 果 售 所 有 a4 赵 于 山 剧 在 
极限 博 形 得 出 精确 的 等 式 和 而 总 和 灾 成 了 积分 : 


| < 里 
K=m (2M, ¥ =m 人 Lasiadasi (8) 
1 信 
. (Ky {KE) 
二 二 [me 一 一 人 一 
诲 里 * 示 所 量 了 一 型 bo 对 .之 长 ， 而 六 


起 示 其 与 z 炳 所 成 之 前。 

食 如 我 们 来 求 一 个 雹 习 尘 辕 周 (p 
一 条 其 中 心 外 一 个 单位 大量 的 可 | 力 。 

骑 举 秆 原点 虹 在 尘 贺 周 的 中 心 而 
5 山 通 过 其 西 问 ( 图 10)。 

由 于 对 和 并 性 可 扒 想 至 茂 一 由 如 此 


一 吕 6 
上 只 喜 找 册 控 影 立 就 行 了 。 皖 从 式 【8) 
Y= [eas. 
但 在 当前 这 捕 形 + = 及 ( 秆 图 剧 的 侍 径 } 而 4s = Bd83。 所 以 
.- y= [sinodo=2. 
自 
8 2。 第 二 型 糙 积 分 
330， 第 二 型 线 积 分 定义 ”现在 来 讨论 实际 上 更 重要 的 第 二 
型 粮 积 分 的 概念 。 我 们 在 此 直接 由 它 葛 定 多 开 妈 ， 而 其 应 用 册 和 车 
以 后 再 刘 [ 秽 如 见 335 段 ]。 敲 给 定 了 一 条 简单 曲线 (4B)( 百 恨 毅 
它 是 非 阴 昌黎 ) 开 设 沿 恋 上 曲 亲 又 和 定 了 一 个 图 数 了 (x, 拉 了 了, 将 曲 怒 
用 dlrs yj) 诸 旧 分 为 有 让 而 在 每 段 机 起 :1 上 任职 一 点 代 ,E, 0) 
着 你 以 前 一 样 算出 该 点 上 的 而 数值 了 (型 = 到 2 70。 但 此 以 这 
次 不 是 乘 以 弧 4d;din 之 长 而 是 匀 以 此 攻 在 坐标 轴 上 的 搜 影 ,比方 、 
襄 ， 之 轴 上 的 投影 TL A 然后 租 成 积分 和 


着 一 4 


r= CM Am = 5 f(y WD) Ars. 


此 和 在 二 maxdidrrl 趋 于 0 叶 的 有 限 极限 就 叶 散 了 (ae 
朱 昌 起 或 中 六 (4 本 所 东 的 (第 一 型) 郁 隐 分 并 用 符号 赤 为 
I= | faipar- | fen 


(dB 十 如 1】 


同样 ,将 7f(2z0 什 弱 以 弧 di 在 4 办 上 的 撑 影 A#i( 而 不 是 
飞 以 Axd) 开 姐 成 和 式 


or -> {MS) A = 3 FE NO AN 


中 和 参 国 220 真 弟 一 个 底 疆 ，。 


则 其 航 限 即 为 了 (2)ay 的 (第 二 型 ) 太 积分 : 
一 | (Mdy= | ED (92) ,27 


tAB) AB 
即 果 沿 蕴 多 定义 了 王 个 莉 数 PE 一 Po 及 和 8(M)= 

一 Q(zw, 引 并且 存在 积分 
| P(M)dz = | P(r, yadr, 


Bt LP 


| edapea= | Qs, ay, 


AB 如 县 1 


旭 它 们 的 和 也 中 做 继 积 分 (一 般 形式 ) 而 全 


| Ps, ar+ Qe; gay= 


LP | 


= | 五 (zy y) dr | 如 (zy dyd. (3) 


tAB) 《是 瑟 


现在 我 们 米 比 较 两 种 类 型 入 性 积分 的 定义 [参半 本 段 (1) 或 
(2) 与 327 段 (1)]。 两 个 定义 除 明 显 的 相似 之 外 还 有 重要 的 差异 ， 
”这 我 们 再 一 式 强 炙 指 出， 在 第 一 型 积分 里 租 成 积分 和 时 画 数 慎 
f 开 是 乘 以 弧 肛 44 之 长 o 一 As 而 在 第 二 型 里 旭 帮 2 伟 
是 乘 以 眩 弧 段 在 2 加 (或 了 加 ) 上 的 投影 Axr (或 Ayi)。 

我 们 已 痉 看 到 , 积分 路 粮 (45) 的 方向 在 第 一 型 积分 的 情形 不 
起 作用 , 因为 狐 A44diri 之 长 0 与 这 方向 无 关 。 第 二 型 积分 情形 就 . 
不 同 了 : 该 红 在 各 上 坐标 轴 上 的 投影 主要 取决 于 红 的 方向 并 且 方 认 
反 过 来 时 投影 也 就 变 正 负 号 。 如 此 ,对 第 二 型 积分 有 

| fC, paz=- | fear 


t 寻 如 】 : i 址 五) 


同样 ， 


中 ”关于 贸 由 分 历史 考古 政 考 可 次 350 自 府 注 。 


一 一 一 mm 一 一 一- -一 一 一-- 


一 -2 一 


| fm Dey = 一 | fr, PD ay, 


(EEA) (dBy 


这 里 由 一 边 积分 的 存在 可 推 知 另 一 边 积 分 也 存在 。 

用 同 梯 方 式 可 建立 沿 空间 此 粳 (AB) 《姑且 骂 非 封闭 的 ) 的 第 
二 型 条 积分 的 概念 。 即 ， 如果 桓 数 (2M) = 了 (zy z) 鞭 定 在 此 曲 
杂 的 点 上 , 上 肛 我 们 如 前 壮 成 “积分 和 ” 


oS fe, mh, CA 


二 考 虚 它 在 上 二 nA Aidins 赵 于 0 时 的 极 限 。 这 个 极限 就 号 | 
做 了 (aaz 的 (第 二 型 ) 存 积分 并 用 符号 表 为 


GDaz= | fw, y, ta 


| (过 吾 ) 《三 耳 】 
同样 可 定 交 积分 : 
| f(M) Aay = | fv, y, eday 
【4 号 ) Lp 


| FaDaz= | fw,y, 2)az. 


(CAH) iA) 


最 后 , 也 可 考虑 “一般 形式 “的 积分 
| Paz+ gdy + Rds= | Pax+ | Qady+ | aa 


4 {EI 《 寻 瑟 ) 《二 应] 
这 里 积分 前 正 负 号 也 随 积 分 方向 而 改变 。 
最 后 注意 寻常 定 积分 的 简单 性 质 都 不 难 柚 到 杂 积 分 上 来 ; 对 


“” 旺 不 必 闭 诗 丁 。 


331。 第 二 型 钱 积分 的 存储 及 其 计算 ” 设 曲 矿 《) = (4 及 由 
参 变 方程 ， 
z-o(D，y-wD (4) 


一 229-- 
和 输出， 而 ?和 了 是 连续 的 着 县 大 变 数 t 由 o 变 树 8 时 曲 存 即 依 
可 至 瑟 的 方向 描 则 ， 灌 曲 纺 (4 瑟 的 画 数 fo 幻 也 假 珊 是 加 入 
的 D。 | 
如 果 对 积分 (了 来 说 ， 旭 还 须 补充 导 画 数 9 《全 存在 并 速 横 这 
个 条 件 。 
在 这 些 很 说 之 下 厅 积 分 人 旭 就 存在 并 且 成 立 等 式 


| fr Du= 人 je OAGL 人 的 


tia) 
如 此 ， 亚 于 算 纯 积分 (二 ， 须 在 被 积 画 数 中 将 其 将 其 变数 “和 9 代 以 其 
次 变 者 出 式 (4)， 而 加 出 代 忆 2 的 参 变 式 的 微分 。 在 最 所 积分 中 
积分 归 的 东 序 要 和 前 柳 上 所 近 取 的 广内 要 
证 天 敲 曲线 上 氛 取 的 点 出 此 一 0 1 2 站) 由 湖 变 数值 帮 
决定 ， 而 在 强 44 上 所 选取 的 点 型 ; 由 参 变 数值 ;决定 (显然 
下 Ti。 于 是 积分 和 


o = SCé, NANi 
考 志 到 : 


fet 


Ami=plnD yl) = | yat, 
站 
它 可 写成 : 
tip1 


of (p(n), YD) | yD 


Be 


另 一 方面 , (8) 不 中 右边 的 积分 也 可 袁 为 和 的 形式 : 


@ 类 做 222 页 底 注 中 的 路 也 进 用 于 瑟 , 只 是 要 将 狐 闻 天 ' 代 以 对 MB， 
中。 丘 为 拱 玫 漠 ,了 人 分 显 人 是 存在 。 


110779 6 


一 2 一 


再 


I= | yO) (at= 


| 


3 | 村 (人 vet Dp (tat 


ty 


由 此 有 
oI=3 | Led), $00) -Te 


任意 指定 一 个 s>0, 而 现在 假设 所 有 Ati 都 充分 小 , 使 在 区 间 
[te 中 这 纺 画 数 fCo( 轨 , 炒 ( 区 ) 的 摆 栖 小 于 s。 既然 束 强 西 禾 
y(t) 是 有 界 的 : 1g'(t) |<< 古 则 有 z 
. le-—Il<eLlB—al. 
”如 此 ,在 入 一 mazxAt; 赵 于 站 时 中 
limoi=J 
由 此 同时 起 明了 和 线 积 分 的 存在 及 所 求 的 等 式 。 
在 过 迷 导 西数 (1) 存 在 的 条 件 下 ， 对 于 积 分 (3), 也 可 由 类 
似 方 式 确定 其 存在 并 可 讲 明 公式 
{Faway=(B fp WN Da 
{起 十 | - 
最 后 , 对 于 一 般 形式 的 积分 
| Plzx, y) det rs 的 人 
{4B 
其 中 己 和 @ 是 连续 画 数 , 则 在 曲线 (4B) 上 我 们 加 一 条 件 ， 溉 求 商 
西数 (4) 都 有 连 绩 导 丽 数 。 在 这 假说 下 则 成 立 公式 - 


@ 在 闫 封 阴 晤 入 办 铺 形 这 就 等 价 于 最 大 对 条 于 07300 段 ]， 


一 231 一， 


| Pls, War ts, ydy = 


{AB' 
= (本 |[PC(D yO) + Al), WC Jdt. C6) 


米 积 分 的 定义 及 这 里 所 败 的 将 它 记 为 寻常 定 积分 的 方法 都 可 
直接 推广 到 曲 各 (名 自身 相交 的 情形 , 只 要 在 它 上 面 的 方向 仍 与 前 
面 一 样 由 参 变 数 1 单 课 的 自 4 变化 至 8 面 定 。 

最 后 我 们 指出 和 积分 中 一 些 革 算 起 水 竺 别 简 单 的 情形 。 

设 积分 (2) 沿 一 条 由 显 式 方程 

y= yw) 

所 和 葵 的 曲线 来 取 , 而 当 4 由 a 变 至 5 时 曲名 上 的 点 由 4 移 至 B。 

于 是 对 曲线 除 这 镇 性 外 不 必 加 任何 假设 我 们 就 有 


| fC, dr= (CB) (fe, yo)) ad, (7) 


同样 , 如 果 积 分 (2 ) 沿 另 一 种 由 显 式 方程 
z=x{y) 
答 定 的 连 种 曲 克 , 而 # 由 c 变 至 dd 央 有 


| fo oay= CR) ew ne (7”) 


《 寺 呈 ) 


最 后 , 如果 积分 (中 展 布 在 平行 子 畏 的 一 眉 直 各 (4B) 上 ， 则 
它 等 于 0( 因 此 时 所 有 Ari; 因而 同时 和 0 都 等 于 0) 。 同 禅 , 积分 
(25 沿 平行 于 “> 轴 的 一 段 直 红 来 取 时 也 等 于 0。 

附注 ”如果 一 条 曲 契 ( 环 ) 分 割 成 彼此 街 搂 的 有 限 多 段 丽 说 积 
分 沿 每 识 分 别 存在 磊 且 可 按 上 进 公式 之 一 - 守 算 出 来 ， 则 不 难 算 


沿 侈 曲 禄 () 的 积分 ， 即 沿 各 眉 的 积分 之 和 。 


332。 了 并 路 皇 的 惯 形 ,平面 
的 定向 法 ”我 们 来 计 菜 闭路 嫌 
(KD) 的 情形 ， 即 积分 路 如 的 起 
点 妖 与 六 点 召 重合 为 一 的 情 
形 。 在 曲 克 上 取 一 与 4 不 同 的 
点 QC， 而 按照 遇 克 上 所 选 定 的 
方向 (加 图 11 篇 闫 所 指 ) 含 


LEY {AMOY | {NAY 
作为 定义 , 在 此 假 床 右边 的 积分 是 已 知 其 窑 在 的 。 

不 难 蕙 明 这 个 积分 的 存在 及 数值 均 与 点 4 和 0 的 渤 择 法 无 
关 。 此 外 , 对 半路 入 ( 政 ) 的 情形 前 自 所 导出 (5)、(5*) 、(6) 主公 式 
都 可 应 用 。 : 

当前 这 情形 的 特点 在 于 : 起 点 及 (与 它 重 合 的 ) 闲 点 的 指定 ,此 
时 并 不 能 决定 描 志 曲 镜 ( 玉 ) 的 方向 。 可 以 在 每 一 情形 都 特别 说 明 
取 的 是 什么 方向 。 对 袜 前 曲 简 来 设 必 须 这 样 处 理 。 在 焉 面 阴 路 稽 
(到) 的 情形 则 通常 条 取 别 的 办 法 。 

由 一 人 种 可 能 旋转 方 让 “ 洲 钟 方志” 及“ 顺 印 方 ” 
作为 正 的 : 如 此 就 建立 了 平面 的 定向 法 。 如 果 首 
钙 向 旋转 的 方向 算 作 正 的 , 则 这 种 平面 定向 法 称 为 右 定 向 法 , 另 一 
情形 旭 称 为 左 定向 法 。 

”在 平面 右 定向 法 的 情形 我 们 就 根据 逆 钊 方向 旋转 来 定义 简单 
阴 路 克 上 的 正 向 (图 124)。 当 然 , 这 个 定义 只 有 路 接近 似 于 图 时 才 
有 充分 明显 的 性 硕 。 所 以 我 们 更 将 条 件 予 以 明确 化 如 下 ， 所 剖 简 
单 隐 路 粮 的 环行 正 向 指 的 足 这 样 的 方向 ， 一 个 观察 省 循 裕 方向 剖 
路 线 环 行 时 ,路线 所 轿 区 域 渤 近 他 的 部 分 落 在 他 的 左边 (图 124)。 

在 下 机 在 定向 洁 的 情形 则 下 向 指 的 是 原 甸 太 向 环行 ， 而 此 时 


pe ne 


路 禾 所 图 区 域 总 莹 在 观察 者 右边 (图 126)。 


田 12. 
在 面 上 奉 标 轩 的 摆 法 与 其 定向 法 有 一 定 的 关系 ， 在 有 定向 法 


之 下 y 壹 可 由 % 轴 循 逆 绅 方向 施 转 他 2 之 角 而 得 ， 在 左 定向 法 之 下 


| 


则 特别 种 方向 族 转 而 得 (图 13a, 门 , 


第 一 种 情形 称 为 右手 坐标 系 ， 第 一 了 中 
种 情形 称 为 左手 坐标 率 。 Wp . 
元 


”起 比 襄 明 后 我 们 可 以 永远 莉 y 
定 : 如 果 积 分 路 楼 ( 玉 ) 是 一 条 简单 | 7 了 
清明 称 ， 上 期 
泵 S 让 
&} 
| Paz+eay 1 . 


‘五 ) 


这 个 氟 号 在 不 指明 路 各 环行 方向 时 往 理解 为 积分 是 循 正 向 来 取 
的 。 当 然 ， 这 种 药 定 并 不 妨碍 我 们 必要 时 考虑 循 负 向 的 积分 , 但 我 但 我 
们 将 吉之 以 


一 | Pdr Way. 


i 


333. 例 1) 我 们 来 计算 各 积分 


= | 2zydr t+ ?ay, 
Ly - 


”一 32 双 一 

积分 路 钱 是 连结 点 OC0; 的 -与 点 4 各 ,了 的 曲线 ( 工 )。 号 (Z) 是 (a) 直 线 % 一 三 加 
( 申 抛 物 鲁 y= (8) 撕 物 宣 = 加 , (了) 三 次 抽 凑 入 y= 二 (图 14)。 

(38) 因为 dy=adz， 于 是 


| 2ayaz tr dy== jo dr=l; 


《 


(6) dymandz， 五 = ac- 
恬 


1 
(3) dz =2ydy, H= |5ydy=1 
心 


加 14 (CD 三 =3z2dz， 并 = |5zsas= 寺 
2) 计算 浅 积 分 . 
= | zydrt Cy — dy 
(Ly 
务 分 路 线 同 上 。 
签 要 轨 吉 (9 塌 四 也 oo- 
3) 求 线 积 分 


= | Ce dr Beydy, 


fod 
积分 足 鲁 是 下 列 这 畏 点 000, 0) 与 点 4CI, 1) 器 粮 之 一 (图 14)。(a) 一 段 直 
访 04(y=2)， (人 ) 由 7 机 上 栈 段 OP(y=0) 忆 直线 w= 上 的 线段 P4 所 组 
成 的 折 衣 OPd; (2) 由 # 坦 上 (w= 9) 禄 段 08 与 直线 y= 二 1 上 线段 94 所 组 成 
的 折 钱 084。 
《8 因为 一空 故 dy = dx, 于 二 


I= jt Ja 


(6) 在 这 情形 自 的 可 将 积分 此 器 分 为 西 总 : 


I= © = | + © =h+i 
tPA tOP) CT 


沼 0P 我 国有: y=0 此 2y= 遇 各 幅 


一 235 一 


= jar 二 


dle 


浪 P4 其 有 : w=1 及 dr=0, 旗 
nj 1. 


如 此 最 后 得 I= 广 . 
(2) 上 前 出 间 样 我 他 有 ! 央 汕 线 段 08 积分 等 于 站; 


ml . 
f= = Is—1)dw= -二 
了 上 2 
4) 在 同样 条 件 下 求 积 分 
I= | C02) dr CQry+ wdy, 
DAY 
答 深 ”在 甩 有 情形 I=3。 
附注 棕 者 或 寿 已 注意 到 例 1). 例 4) 的 精 果 与 例 2) 例 9) 的 结果 之 
的 差别 。1) 占 归 中 的 积分 之 值 与 连 精 起 点 直上 庶 的 路 鲁 无 关 。 反 之 ， 在 例 3 
与 例 3) 里 期 我 位 所 歼 到 的 积分 的 值 随 训 类 起 点 烙 点 的 路 体 而 变 。 下 .~ 党 
C4) 我 们 将 专门 计 论 让 个 辣 题 并 珊 明 其 重要 殿 。 
5) 我 们 来 计算 积分 
下 一 | 一 wedyy 
. 【天 了 
这 里 (五 ) 是 一 个 图 , 其 牛 径 为 T, 圆心 在 (a) 于 标 原点 或 ( 乓 在 点 (1, 1)。 
(a) 耻 参 变 方 稳 z= cost,y= sint 用 发 ， 这 里 上 和 由 0 变 至 2r， 于 是 按 公 
式 (6) 有 


2 . 
EE=— | (sin3t + eos?t at =0. 
| . 
{站 同样 用 窟 变 胡 示 法 


多 一 二 二 cst, y—i= sint 


KE=- | G+ sint + cost sindt eos?t Yat = 一 4 
让 


-246 一 

334， 两 种 类型 钱 积 分 癌 的 关 洒 、 我 们 来 败 虑 一 条 光滑 的 简 
弟子 钱 人 PCE) 三 (CAB) 并 且 取 弧 4 一 44 开 作 孝 变 数 面 将 它 用 方程 陈 
xt—x(3), yy(s) (0&se8) 
坊 出 [201, 202]; 西数 z(s), y(8) 有 过 税 导 男 数 2 (C3), (32。 如 果 
已 a 溢 示 切 厅 与 + 轩 甩 成 之 角 ， 切线 指 向 弧 增 长 的 一 过， 天 我 们 知 
诞 [211 自 , (4)] 

coat = (8), ging~—y (a), 

和 如果 沿 曲 辜 ( 五 ) 给 定 了 一 个 巡 简 区 数 f= f(x， 纠 ， 则 我 

们 逐步 有 


恒 - 
| We A = 


iE} 


-jyee， y{8)) cogada 一 Ji coa da, 


Ll 下 } 


各 此 种 二 型 线 积分 化 成 了 第 一 并 线 积 分。 
同样 可 得 
{f00ay= {fC sin eds.、 


Lk) . (KE) 


如果 沿 曲 可 (及 ) 答 定 了 两 个 连 各 西数 P(HM) =P(z, 办 和 YH) = 
二 亿 ( y)， 其 
| Paz+ Qay= | (Pooga -Wainglds. | (8) 


”” 闭 重 指出 ， 在 所 有 这 些 公式 里 角 a 都 按照 切 辜 的 相应 于 曲 末 
(下 ) 本 身 方向 的 那个 方向 玉 计 算 。 如 时 改变 曲 阐 的 方向 ， 虽 不 但 
左边 的 积分 变 号 ， 并且 由 于 切 右 方向 的 改变 ， 角 0 要 变动 士 m 从 
而 右边 的 积分 也 就 变 号 。 : : 


中 典 生 忆 ) 称 为 光 皇 前 粳 是 指 图 数 p 和 和 洗 有 不 同时 竺 于 0 的 地 币 导 画 数 。 


= = 


_ 标 炳 上 的 换 昧 也, 了 也 是 一 样 的 , 而 这 些 抽 


| 一 237- 一 
显然 ,所 推出 的 公 江 对 滩 自 光滑 名 的 简单 曲 色 也 仍 适 用 ; 这 只 
要 对 每 一 般 光 滑 曲 嫉 写 出 相应 的 公式 并 逐一 加 起 来 谣 可 明白 。 
类 似 的 想 湛 也 可 以 推广 到 洛 室 问 曲线 的 鲁 积 分 。 业 困 得 出 
| Pa Qay+ Bas— | (Peosa 十 gconp+ Reosy)da, (9) 
这 里 ooso, cos8，cosY 是 切入 的 方向 余 线 ， 基 假发 切 太 的 方向 相 
应 于 午 分 路 条 的 方向 。- 


335， 在 物理 隅 村 上 的 应 用 ”最 后 我 们 来 冉 西 个 力学 及 物理 中 的 重要 移 
题 , 配音 出 此 可 以 对 本 段 所 林立 请 桥 仿 的 笑 用 意 必 有 一 个 印象 。 

1) 力 吉 之 功 ” 设 在 心平 面 (或 其 一 部 分 ) 的 每 成 性 处 所 放 的 单位 盾 最 
.加 一 力 总 ， 其 太 小 与 石 向 只 与 点 以 的 位 筷 有 关 ; 和 如果 在 处 厦 点 的 质量 mm 
不 稚 于 1 央 加 于 亦 点 的 力 将 等 于 mF。 守 这 些 条 件 下 喜平 面 (或 共 中 被 考虑 
的 一 主 分 ) 称 为 一 个 (平面 的 ) 力 场 ， 而 加 于 芋 位 厦 量 上 的 力 称 为 场 的 强 座 。 
要 窒 肛 力 如 的 大 小 与 方向 只 要 答 出 其 在 从 


影 圣 然 访 是 成 了 开 的 坐标 加 二 和 的 图 数 ; 
X= Y=, 下 

如 果 ? 症 舌 量 吾 与 z 朝 所 成 的 角 ， 贡 (图 

15} 


天 Feosy, F =Faing. {C10 图 15. . 

现在 股 力 场 中 一 个 其 有 单位 畦 量 的 导 瞩 了 (os 办 运动 而 以 一 害 的 方向 扩 
用 一 条 囊 镶 曲 钱 (EE), 问题 是 要 计算 在 这 运动 下 妃 场 所 做 的 功 4A。 

如 果 加 于 试点 的 力 保 插画 完 的 大 小 卫 并 有 国 党 方向 , 而 点 的 位 称 沿 直 禄 
进行 , 则 我 们 知道 功 4 可 卖 为 位 移 工 乘 以 力 在 位 称 方刚 上 的 投影 

站 二 Floost, 

这 里 6 是 力 逆 . 刁 位 移 方向 并 的 角 。 

如 果 和 运动 不 是 志 禄 的 并 且 力 不 是 固定 的 ， 事 蕊 要 用 一 种 极限 过 程 来 决 


PD 唉 就 措 的 是 由 几 丑 相 走 衡 接 的 光 拉 此 锐 所 组 成 的 曲 独 。 


TT 
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完 @ 。 我 们 以 级 4 之 长 来 决定 曲线 
(及) 上 点 可 的 位 置 (图 16)。 湛 虚 井 颖 的 
无 穷 小 元 素 HN = ds; 把 它 当 作 直线 的 
并 有 旦 近似 地 哉 为 力 站 及 其 与 位 榜 ds 的 
角 8 都 不 实 其 值 。 于 是 相应 功 元 素 为 
= Tena ds. 
现 定 只 齐 下 把 小 些 功 元 壳 党 全 曲 贸 (区 ) 
“” “加 起 来 "”， 精 困 功 克 就 吉成 第 一 浊 宣 
疼 ”16. 舱 分 : 


A= | Foos Gds. : (11) 
rE | 


我 们 引 大 元 素 ds 的 二 向 《地 曲 重 在 点 型 的 切线 的 方向 ) 与 x 二 朋 的 角 
vo 显然 ， 各 二 和 一 他 Et ian 
COSA = cosy" eosut snp silt, 


而 由 (1 人 0 积分 元 渗 可 瑟 忆 ; ~ 


CXeosd Ysine)ds. 
蕊 的 表 用 式 (11) 束 成 这 拌 的 形式 ; 
~ 加 一 | {Teo30+ Fsing)ds, 
- 《下 了 


惕 在 由 表示 两 型 料 积 分 关 活 的 公式 (8) 力 场 之 功 最 后 志 成 了 第 二 型 的 鲁 积 
分 : 
站 二 | Yart Fdy. £12) 
(五) | 
这 就 是 切 4 的 最 常用 的 雪山 式 , 代 于 琴 竟 一 际 列 有 关 功 的 重要 阅 是 , 如 ， 
所 作 功 与 束 精 两 定点 的 娄 钱 形式 是 天 有 基 ? 消 月 扫 钱 的 全 功 是 知 明 等 于 07 
[关于 这 点 参阅 下 面 348-351 段 J。 
2) 个 时 因 时 体 光 合同 各 完 太 可 ， 洛 了 二 荔 的 和 2 垩 意 于 基 


讼 廿 求 了 。 


一 
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筛 党 其 在 一 个 平 站 第 一 ， 流体 各 民 点 的 涉 旗 


由 


nn 


池 间 有 一 个 小 上 内 部 一 定 的 各 大 与 之 对 应 荐 条 济 ， 痪 人 话 设 ， 给 定 了 一 
个 “速度 易 ”。 

如 果 以 9 东 示 括 量 了 .与 2 朝 所 威 的 角 , 而 以 4 和 表示 该 矢 重 在 符 标 朝 
上 的 控 影 , 则 5 国 17a) 


Wty= Cosp: t=ry=¢8ing, 


贸 


和 


它 也 扼 闪 图 训 的 面积 来 旦 放 。 各 可 条 和 Bi 相反 -人 
则 沈 休 的 流量 算 作 外 的 

取 曲 米 ( 区 ) 的 一 个 元 素 MN =ds。 在 时 间 dt 闪 通 过 这 一 元 素 的 流量 
等 于 

cnds Ct, (13) 

这 于 oc 是 速度 区 在 元 潍 ds 的 注 线 mn 上 的 授 影 ， 泪 斤 是 指向 所 选 定 的 曲艺 的 
那 一 侧 的 。 事 实 上 , 这 个 量 就 等于 以 ee 及 edt 为 边 的 平行 四 边 形 的 面积 , 其 
商 恰 为 onat{ 图 176)@ 。 要 计算 单位 时 阳 丙 汶 伯 通过 元 素 as 的 流量 ， 只 要 
将 (13) 趟 依 元 素 dt 求 和 , 得 用 es 4s。 将 所 得 臣子 再 依 曲 鳃 (EK) 的 所 有 元 过 
求 和 , 郎 得 所 求 流量 浊 ， 让 为 第 一 型 生 积分 的 形式 : 


二 


加 ”我 全 就 选 这 个 平面 作 zy 面 。 
加 在 些 招 元 融 ds 当 作 站 权 的 , 且 吉 泡 官 的 所 有 各 点 上 流体 质点 的 速度 都 棚 同 ， 
在 时 间 元 元 对 内 其 太 直 记 庙 均 保 插 为 当 数 。 
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= | dnds. 


rt 下 ) 


如 果 按 外 例 以 «我 示 切 通 与 < 坏 浊 之 交角 , 则 =a 二 二 徐 量 法 逢 与 训 
轴 之 交角 , 于是 速 论 的 方向 与 法 线 邮 之 角 将 为 一 A 二 ?一 x 一 去 ;而 


Gn=0" cos (9a )=e Simfp 一 怠 ) 
| -=e" Siny: om— Cc" cogp sina= C0830 Valn 届 
如 此 
必 二 | (ucosa 一 ssineygs。 


iE&} 


再 由 会 式 (8) 又 可 转变 为 第 二 型 礼 积分 


旭 一 | vdr— waly. . | (14) 
“1 五} 

” 畦 济 要 注意 的 是 ， 出 稻 上 的 方向 应 这 样 选取 ,使 得 相应 的 区 多方 向 与 全 
先 先 定 的 法 独 间 之 角 等 了 十 万 ， 因 浮 当 利 公 式 (14) 下 是 在 这 起 性 之 下 时 
出 的 。 

如 果 ( 互 ) 是 胃 路 线 而 积分 (14) 是 滑 正 的 方向 取 的 [这 是 外 例 , 见 332 段 ]， 
则 为 了 泛 合 风 地 所 襄 的 条 件 法 线 应 指向 路 号 (了 ) 所 国 的 区 域 的 汽 部 , 所 以 在 
这 情形 公式 (14) 就 给 用 单位 时 间 内 流体 通过 边界 CK) 流向 区 域内 部 的 流量 。 
如 果 要 得 出 由 异 名 (了 ) 所 图 区 域 流 向 域外 的 流 且 ,只 有 改变 会 式 (14) 的 正 负 
各 就 可 以 了 。 

共 欢 ， 如 鼓 场 中 流体 证 无 “条 源 "也 无 “ 话 润 "， 则 在 尾 一 有 界 区 域内 流量 
保持 个 恋 。 所 以 ， 无 洽 求 怎样 的 几 曲 名 下 它 所 取 的 积分 (14) 总 应 县 等 于 0。 


WT ee ee ed ri 


有 泉源 和 泥 润 时 , 元 欧 () 是 怎样 的 明 路 入 训 有 


| as- = 
(E) 
以 后 [351 段 , 2) -我们 将 姥 到 ， 小 个 由 物理 想法 所 得 由 的 精 果 也 可 以 栓 
田 本 数 w 和。 的 一 -种 分 折 的 特征 。 


第 二 十 一 章 二 重 积 分 


$1， 二 重 积 分 定义 及 简单 性 属 


336， 柱 体 体积 问题 ”正如 曲 入 梯 形 面积 闭 题 下 出 了 人 简单 定 
积分 的 概念 一 样 [175 段 ]， 现 在 柱 体 体积 问题 同样 也 引出 一 种 新 
的 概念 一 一 二 重 ( 定 ) 积 分 。 

我 们 就 看 一 个 立体 (7), 它 的 上 面 以 曲面 

2=f (7, y) (1) 
为 界 , 侧面 为 桂 面 , 其 母 粮 平行 于 z 四, 下 面 则 以 zg 平面 上 一 个 平 
面 图 形 ( 忆 ) 为 底 (图 18)。 现 在 要 来 求 
它 的 体积 了 。 z| 

要 解决 这 个 间 杯 ， 我 们 采取 寻常 
积分 学 中 的 方法 ， 将 所 求 的 县 分 为 部 
分 -一 元 素 , 取 每 部 分 的 近似 逢 ,加 在 
一 起 , 然后 求 其 极限 。 如 此 ， 我 人 把 区 
域 (P) 用 曲 辜 网 分 为 完 多 小 区 域 (P,)， 
(Po),…, (Pu)， 产 且 来 券 虑 一 系列 杜 
形 朝 条 , 它们 灸 这 些小 区 域 为 底 , 而 合 2 
起 来 就 组 成 蕊 立体 。 加 18. 

为 了 划算 出 各 柱 形 织 条 的 体积 我 们 在 每 个 小 区 域 (Pi) 内 任 取 
一 点 (& yy)。 如 果 把 每 个 柱 形 厅 条 就 近似 地 看 作 是 一 个 以 z 坐标 
6 9) 为 喜 的 其 正 柱 体形 , 则 各 柱 形 如 条 的 体积 就 近似 地 等 于 

fm P,, 
这 里 PP; 表示 图 形 (Pi) 的 面积 。 在 这 梯 的 情形 下 谈 立 全 的 整个 体 


一 2d9 一 
积 不 可 近似 岩 为 


P= 二 SF, YP. 


要 提高 这 个 等 式 的 精确 度 我 们 可 短小 (P,) 的 面积 而 十 加 其 数 
目 。 命 所 有 小 区 域 (P,) 中 最 大 的 直径 也 趋 于 0， 在 极限 情形 这 个 
综 式 便 成 为 精确 的 , 如 此 


V=lim fm)P,, 


而 所 提 的 多 是 就 解决 了 。 
这 种 形式 的 极限 就 是 画 数 f(z, g) 在 区 域 (P) 上 的 二 重 积分 ; 


囊 成 
| fz, ar. 
PP) 
于 是 上 面 记得 的 体积 公式 就 成 为 : 
=| ea | 《3) 


如 此 ， 二 重 积分 就 是 把 简单 定 积分 概念 直接 推广 到 一 元 画 数 
的 情形 ， 在 寻 算 种 种 不 辐 的 几何 量 及 物理 最 有 时 它 同 样 起 着 重要 的 
作用 。 

337. 化 二 下 积分 为 时 次 积分 “ 杰 秆 将 二 重 积分 几何 地 解释 
为 柱 体 的 体积 ， 我 们 在 此 也 指出 如 何 用 化 为 累 基 积分 的 方法 来 计 
算 它 。 

在 第 一 贿 里 我 们 已 处 理 过 捷 立 体 横 藤 面 来 计算 其 体积 () 的 
问题 [198 段 ]。 我 从 再 提 一 下 这 里 有 关 的 公式 。 衣 立体 界 于 在 面 


由 .在 曲面 (1 加 轩 插 月 鲁 形 (二 ) 可 有 求 核 的 让 形 下 ， 这 个 公式 的 措 导 专 允 , 并 县 可 
已 有 完全 严 闭 的 形式 ; 姑 阴 340 段 附注 。 . 


”088y。 要 计算 其 面积 我 们 


一 243.- 一 


7X 二 8 及 X=5 之 间 ( 图 19)。 又 设立 体 被 一 个 与 2 畏 垂 直 而 相应 于 
横 标 z(w<<x<<5) 的 平面 所 截 时 所 得 截面 面积 为 wx)。 于 是 该 立 
位 体积, 如果 存 福 的 话 ; 可 由 公式 


五 1 | 
v= [Qe)ar (9) 


中 册 。 

现在 我 们 应 用 这 个 公 
式 来 计算 上 段 所 蕉 柱 体 的 
体积 。- 先 由 柱 体 底面 为 搜 
形 [6, 5; ec, 4] 的 这 一 简单 
情形 说 起 (图 30)。 

柱 体 被 平 商 z 一 zfa 
<xzo<5) 截 成 一 曲 禄 梯形 


将 此 图 形 按 射 到 yz 平面 图 如 | 

上 如 距 得 一 与 其 全 等 的 梯形 8481Y1; 因为 投射 时 并 无 次 形 。 扬 以 
Q(zo) 一 面积 088 二 面积 QB BY 1 | 

但 ys 和 下 面 圭 烛 多 Y181 的 方程 显然 天 


一 ?44 一 


z=froy) {cytd). 
利用 已 知 的 申 弹 梯形 的 定 积分 天 出 式 我 们 有 


过 


Q(zo) = |f (wo 9)ay. 


府 然 这 种 区 证 是 对 任 一 稚 面 而 蜡 的 ， 刚 一般 地 对 a<x<5 
鳃 有 
三 


如 fo) 一 |f Cx, ydy dD. 


将 C2) 的 值 代入 公式 (3), 得 


P= fa (a ydy. 


但 对 体积 了 我 伺 也 月 出 式 (2), 所 以 


| es, Wap= aslfe, dy (GD 


一 一 如 此 二 重 积分 化 成 了 累 实 积 分 。 

同样 的 精 果 也 可 对 这 较 
一 般 的 情形 得 出 ; zy 平面 上 
的 区 域 (P) 是 一 个 由 消 条 
曲 稳 

y= yolr), y=FCxr) 

(Carb) 
jz 及 两 条 级 举 标 线 x 一 a 与 
: :2 x 二 5 所 央 徇 曲 米 梯形 (说 

21), 与 前 面 所 考虑 过 的 情形 对 比 起 来 , 其 差别 在 于 : 以 前 是 对 任何 


a 


中 这 个 的 图 数 也 是 慧 总 的 296 最], 这 是 我 个 在 描 导 公式 (8) 时 所 作 的 候 阐 。 


-一 rm- 一 am -rm 一 一 


一 卫 45- 一 
国定 的 2 二 zoy 9 总 在 同一 区 间 [ed] 中 变化 , 而 现在 则 y 的 变化 
区 问 | 
| [yof2zo)， 了 Kao] 
本 身 也 与 zo 有关, 如 此 


Fs} 


(= | flrog)ay. 


| 


最 证 我 们 得 旺 
Bn Yisy . 
二 11 fr, yaP=ldre | few, yayd. (5) 
| | | 


如 此 我 们 利用 几何 解释 向 读者 介绍 了 二 重 积分 的 栓 念 及 其 对 
FE z : 
， 二 重 积分 定义 ”现在 由 本 解 析 的 观点 对 这 半 题 作 较 一 
地 加 过 “下 在 此 我 因 未 丰 过 如 了 何 吉 王 少 共 尖 如 几何 的 靖 三 
[124 一 127 段 ]。 我 们 将 襄 到 所 浓 虑 的 二 元 画 数 有 定义 的 ，“ 二 灯 
区 域 ”, 用 ”曲线 ?将 它 分 成 小 "区域 ”， 如 这 些 “ 区 域 " 的 “面积 ?， 等 
等 。 其 实 这 力 是 算术 的 二 蕉 空间 中 的 “区 域 " 及 “ 曲 纯 "， 它 们 的 
“点 "无 非 就 是 数 偶 。 但 平常 所 有 关 些 所 而 “形象 "为 便利 起 见 就 代 
以 相应 的 其 正 的 几何 形象 ,而 不 加 什么 区 别 。 特别 是 ,算术 二 稚 空 
问 中 的 “区 域 面积 ”总 是 理解 成 相应 儿 何 区 域 的 面积 。 

我 位 回忆 一 下 , 要 一 个 以 茶 昌 多 为 界 的 区 域 能 求 积 ; 其 充 贾 条 
件 是 要 这 边界 曲 缆 有 等 于 0 的 面积 [193 算 ]。 这 种 曲 太 一 大 类 是 
显 式 方程 所 表 的 连 材 曲 缆 或 有 限 段 这 种 曲 缆 所 粗 成 的 曙 线 ; 特别 
是 ， 光 清 或 逐 息 光滑 曲 六 也 都 具有 这 种 性 盾 { 我 们 不 来 证 明了 )。 
我 们 将 始 葡 恨 设 区 域 CP} 的 边界 以 及 将 它 划 成 小 区 城 的 曲 鲁 都 具 


有 有 零 面 积 ( 上 比方 说 , 属 二 刚才 所 说 这 一 类 ); 这 就 可 以 保 赴 我 们 所 需 


中 六 里 的 肉 层 积分 还 是 的 媚 病 轩 数 [参半 2 旭 9 眉 ]。 


一 2 一 
查 的 面积 全 都 存在 。 

现在 我 们 加 到 事实 上 在 336 段 已 经 属 过 的 二 重 积分 概念 并 鲜 
天 给 出 它 的 一 般 的 定义 。 

设 在 区 域 (P) 内 定义 了 一 个 医 数 Fo 0a。 将 区 城 (P) 用 曲 
灵 爽 划分 为 有 限 多 个 小 区 域 (P)，(P2);…，(Pn)， 共 面积 为 Pu 
Ps …， Pa。 虽然 比较 简单 的 是 设想 这 些小 区 域 都 是 过 通 的 ,但 为 
以 后 州 起 米 省 事 起 见 还 是 不 排除 非 速 通 的 可 能 性 好 些 。 在 第 i 个 
小 区 域 (PD) 内 任 取 一 点 (Em)， 将 这 点 上 的 面 数 慎 了 CE ws) 去 以 
相应 小 区 域 的 面积 P, 并 将 所 有 这 类 乘积 加 起 来 。 所 得 总 和 


一 之 人 人 0 “了 


就 称 为 图 数 f(z， 织 在 区 域 (P) 内 的 积分 和 。 
以 和 表示 小 区 二 (Pi) 的 直径 @ 之 最 大 者 。 二 是 在 0 时 和 
分 和 的 有 限 极限 
T=lim 地 入 
就 只 做 两 数 了 (zsy) 在 区 域 (P) 中 的 二 重 积 分 并 玫 成 记号 
TI=|| Ke y)dP. 


EY 
有 积分 的 函数 称 为 可 积 画 数 。 z z 
339， 二 重 积分 存在 条 件 ”被 积 画 数 必须 是 有 办 的。 事实 上 ， 
如 其 不 然 , 则 将 区 域 (P) 以 任 一 给 定 的 方法 分 为 小 区 域 时 ， 可 凭 点 
(名 罗 章 选择 使 各 分 和 任 者 变 天 ， 如 此 就 不 能 存在 有 限 的 极限 
T 了 。 


中 这 里 听 们 对 书 不 作 建 搜 性 的 假 裔 。 

久 所 认 点 澡 的 直 香 方 指 靶 集 合 任意 两 点 间 是 离 的 上 确 界 而 车 。 由 巡 锁 则 焰 押 
国 的 焉 面 革 区域 的 间 径 就 是 它 的 般 坟 走 之 长。 

甸 ”该 考 东 鸡 自己 寿 立 这 个 新 极限 的 精确 内 尽 。 
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因此 我 们 考虑 已 知 夯 数 f(zs 9) 的 可 积分 条件 时 预先 假说 它 
是 有 界 的 ; - 
me f(z, 所 导 ， 
与 一 元 西数 的 情形 一 祥 ， 这 里 也 家 引信 所 斋 达 布 开 下 和 及 上 
和 : 


s= Ems 和 岛 一 SNMP, 


f=1 


这 里 mi 及 对 ;各 为 夯 数 fa 幼 在 区 域 (PD) 中 的 下 确 界 及 上 确 界 。 

在 区 域 (P) 的 一 定 的 划分 之 下 , 无 藤 点 (& 99 如 何 选取 ,人 恒 有 

8 应. 
但 适当 选 到 这 些 点 可 使 了 (Ei, 7)) 的 什 随 意 接 近 于 wu (或 好 0， 同 
时 总 和 可 随意 接近 于 * (或 8)。 和 如 此 ， 法 布下 和 及 上 和 各 为 相 
应 于 区 域 的 同一 划分 的 各 分 和 的 下 确 界 及 上 确 界 。 

对 于 达 布 和 , 也 如 一 外 的 情形 一 样 ,可 以 建立 下 列 性 质 。 

第 一 性 质 ， 在 夫 渤 一 些 新 的 分 市 矿 将 小 区 域 (PD) 作 进 一 步 划 
分 时 , 述 布 下 和 不 减 上 和 不 增 。 

第 二 性 磺 ,得 个 达 布 下 和 都 不 超过 舞 个 上 和 , 郑 伯 它们 相应 于 
(P) 的 不 同 划分 都 可 以 。 

证 明 法 与 以 前 相似 [177 段 ]} 只是 以 前 说 分 点 的 地 方 现在 改 
说 分 割 线 。 

但 有 一 点 希望 十 者 注意 。 在 一 厅 的 情形 每 一 新 分 点 明显 地 将 
一 个 旧 区 半分 成 两 个 , 而 两 区 间 , 共同 部 分 仍 为 一 区 间 。 在 平面 土 
情形 就 复杂 了 , 因为 两 曲 厅 可 相交 于 很多 的 点 (甚至 相交 了 于 无穷 虚 
集 )。 所 以 连通 的 小 区 域 可 能 被 新 添 的 曲 缉 分 割 成 不 巡 通 的 部 分 ， 
同样 两 个 连通 区 域 的 共同 部 分 也 可 以 是 不 连通 的 区 域 。 这 就 是 为 
什么 我 的 一 开头 就 不 避免 将 基本 区 域 分 为 不 违 通 部 分 的 原因 。 
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其 式 , 建立 确 界 
T=8up{s}, I*=int{S} 
的 在 在 ,大 且 有 
sm ld. 
最 后 , 将 一 内 情形 的 址 嚼 [178 段 ] 溪 宇 套 过 来 就 得 出 
定理 要 二 重 积分 存在 , 其 充 机 条件 是 
lim (9—8) =0, 
或 写成 
Him mY osPi= =0,. (6) 


40 5 于 


这 里 o% 是 画 数 fm 四 在 小 区 大 (Pj) 中 的 摆 禄 戏 ; 一 sm。 
34D， 可 积 函 数 类 ”用 上 面 所 建立 的 可 积 穆 定 法 不 难 址 朋 : 
I， 任 何在 区 域 (P) 内 连续 的 函数 了 (z,y) 都 是 可 积 的 。 
事实 上 , 如 果 画 数 了 在 (并 ) 区 域 ( 媚 内 这 入 ， 则 按 均匀 连 辜 的 
性 质 对 每 个 s>0 必 有 这 样 一 个 8>>0 与 之 相应 ， 使 在 区 域 (的 
任何 部 分 内 , 只 事 站 委 小 于 8， 西 数 的 损 幅 就 小 于 s。 现 在 屋 区 域 
(也 分 割 成 小 区 域 (Pi), 其 直径 全 都 小 于 8。 于 是 所 有 择 杠 w 二 a， 
而 


Pce P= spP, 


由 此 条 件 《6) 成立 。 这 就 证 明了 该 丁 数 可 积 。 

附注 “现在 已 钢 不 难 输 桂 伴 体积 公式 (2) 一 个 完全 严密 的 所 
导 。 这 可 以 完全 与 推导 曲 艇 梯形 的 面积 公式 时 一 样 芍 法 [196 
各] 一 引用 内 接 体 及 外 切 体 , 它们 的 体积 可 才 为 达 布 和 。 

为 了 将 可 积分 醒 数 类 作 某 些 推广 , 我 们 需要 下 面 的 预备 定理 。 

预备 定理 。 训 在 区 域 (P) 内 给 了 一 条 曲线 (Z， 共 面积 为 0， 
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于 是 对 每 个 s>0 民有 一 个 8>>0 与 之 相应 ， 使 得 只 要 区 域 (P) 分 
制 成 直径 全 小 于 8 的 部 分 ， 央 那些 与 () 有 公共 点 的 部 分 的 而 和 
之 和 就 小 于 8。 

按 假 设 昌 强 (Z 可 以 被 夹 在 一 个 面积 小 于 8 的 多 边 形 区 域 
《@) 内 。 我 们 可 使 井 绚 ( 厂 ) 与 该 区 下 边界 ( 慌 ) 无 公共 点 。 于 是 两 
曲 米 上 变 点 癌 的 距离 有 一 最 小 值 3=>0。 

事实 .上 , 膝 该 两 过 千 曲 辜 各 由 参 变 力 程 

(K) xp), y=p(t); CD se=9* (0), y=y* (0) 
to 各 人 Wo 

所 和 给 出 ， 而 m 如 9 yi 每 个 都 是 它 的 自 变数 的 连 燥 画 数 。 于 是 这 
些 曲 糖 的 尾 意 两 点 问 的 距离 
NatyET ET 
荐 人 轨 在 出 撼 形 区 域 [fo 和 wo, 丰 内 的 连 模 画 数 ， 因 此 在 那里 面 
达到 其 最 小 值 [136 段 ]。 因为 曲 艇 不 相克 所 以 这 个 最 小 距 训 8 就 
异 于 0。 

现在 我 们 将 区 域 ( 媚 任意 划分 为 小 区 域 , 使 其 直径 小 于 8。 那 
些 太 到 曲 辜 ( 工 ) 的 小 区 域 必须 整个 落 在 区 域 (9) 里 , 所 以 其 总 面积 
小 于 eg。 

1， 和 如果 有 界 西数 f(z, 9) 亚 多 在 有 限 条 面积 为 0 的 曲 各 上 有 
不 过 态 点 ， 唱 它 必 可 积分 。 

任意 给 定 一 数 >>0。 按 假 裔 丽 数 f(z, y) 的 所 有 < 不 连 补 入- 
可 以 被 包含 在 一 个 总 面积 小 于 8 的 多 边 形 区 域 (Q) 内 , 在 图 33 上 
这 区 域 用 竺 粮 标 出 。 它 的 边界 是 有 限 多 折线 (2)， 共 面积 显然 等 
于 0。 

在 由 (P) 中 除 出 区 域 (8) 兴 部 后 所 得 的 阴 区 域 里 , 丽 数 了 (x,y) 
处 处 连 六 ,也 就 是 襄 均 与 连 秆 。 所以 检定 “个 s>0, 就 可 找到 这 


下 


< 二 二 十 上 
A 
/ NS 局 


SN at ESE SS 
yy. 


/RS 
Wa, 


. 国 22. 
样 一 个 b>0， 使 在 这 区 域 的 每 个 直径 小 于 及 的 部 分 里 画 数 


f(z 9) 的 捍 幅 二 #5。 
现在 由 预备 定理 也 可 找到 一 个 数 pa 小 使 得 只 要 区 域 (P) 用 
任意 的 曲 丰 分 为 直径 小 于 5 的 小 区 域 时 , 其 中 至 少 入 到 所 有 折 瑟 
《世子 披 除 外 的 多 边 形 区 域 ( 昌 ) 的 了 边界) 之 一 的 各 小 区 域 面积 之 
和 必 小 于 8。 
设 8 是 3833 中 较 小 的 一 个 。 将 区 域 (P) 分 荐 为 (P), (Ps)， 
等 部 分 使 其 直径 均 小 于 2 着 考虑 相应 的 和 


>_ wi Pr 
时 
将 此 和 拆 成 两 个 : 
> wuPs 十 an Pur 4 
其 中 指标 i 相应 于 整个 洲 在 所 除 出 的 区 域 (8) 外 面 的 那些 区 域 
(Po ,而 i" 粗 应 于 所 有 其 余 的 。 我 们 分 别 来 估计 每 个 和 。 


因为 所 有 (Py) 都 在 由 (PP 除去 (9) 所 得 的 区 域 里 ， 着 卫 共 示 
程 二 3 专机 鼓 记 有 wow<e, 如 此 


0 Fat a PeeD, 


' Dl 
用 一 方面 , 如 果 以 人 表示 轴 数 了 (lx, 在 全 区 域 {PP) 中 的 捍 旺 ， | 
部 有 ( 因 wi 世 ) 


> wn Pr et D>_ Pe. 


Er fo 


这 里 Pi 是 小 区 域 (Pb 中 那些 小 区 域 的 总 面积 ，1) 或 者 它 球 个 

落 在 所 除外 的 区 域 (8 里 ， 包 或 者 它 稚 到 这 区 域 的 边界 ( 瑟 。 前 

者 总 面积 小 于 sa, 因为 昌 达 ss; 后 者 总 面积 也 如 此 ,因为 区 域 分 成 了 

站 径 一 ;< 的 的 小 区 域 。 所 以 习 Pir<2e, 从 而 四 
eolrrPir<2D8. 


最 后 在 <8 时 有 
DjwsPi {P+ 302) 县 。 


因为 这 个 不 等 式 右边 随 着 8 可 小 到 任何 程度 , 赦 条 件 ( 的 上 成立 ， 如 
此 等 等 。 

-341、 可 积 函 数 及 二 重 积分 的 性 赂 1" 如果 将 一 个 区 域 
(P) 中 的 可 积 画 数 f(x,g) 沿 襄 区 域 中 基 面 积 为 0 的 此 楼 (Z) -上 
以 任意 方式 改变 其 画 数 秆 《条 件 只 是 要 改变 后 贰 画 数 仍 保 持 有 
盆 ), 则 奶 得 一 在 (P) 中 可 税 的 画 数 ， 且 其 积分 即 等 于 f(x,y) 的 
积分 。 

菠 明 时 须 做 时 改变 后 的 及 原来 的 曾 数 的 积分 和 。 它 们 的 差别 
只 在 碰 到 曲 模 (也 的 那些 区 域 上 的 项 。 但 按 340 恨 的 驯 备 定理 ， 
这 些 区 域 的 总 面积 在 和 一 0 时 趋 于 0, 由 此 已 可 断言 两 积分 和 趋 于 
同一 极限 。 / 
积 曲 粮 上 所 到 之 依 的 影响 。 

.2 ， 如果 画 数 f(z,y) 的 定义 域 (P) 锌 一 条 蕉 面积 曲 黎 ( 工 ) 
分 为 两 个 区 域 (P) 和 (CP")， 则 丙 数 f(x,y) 只 要 在 全 区 域 (P) 上 
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可 积 ,在 分 区 域 (P') 和 (7P") 上 地 就 可 积 ,反之 ,只 要 在 分 区 域 (P) 
和 (P") 上 可 积 , 在 至 区 域 (P) 上 也 训 可 积 。 大 县 


| fx, Wap=||fC%, ydP +||f¢%, yaPp"'. 
(FP) La) 1 


将 区 域 (P) 及 (P") 任 意 分 为 小 区 域 , 到 (了 P) 也 跟着 分 成 了 小 

区 域 : 
(Pi), (Pa), -…, (P»). 
如 果 指 标 太 颖 于 (PP) 中 各 小 区 域 ， 而 指标 i" 局 于 (P") 中 各 小 区 
. 城 , 则 
oPi= EauPrt TwnbPr, 

误 垄 数 了 (z; 胃 在 (P) 中 可 积 ， 如 此 在 -0 时 上 式 左 边 的 和 趋 于 
0; 于 是 有 边 的 每 个 和 也 更 不 成 疝 题 都 起 于 0， 和 如 此 该 桓 数 在 (PP) 
中 及 (P 中 中 也 可 积分 。 

反之 ,如 果 恋 丽 数 在 (CP) 中 及 (P") 可 积 ， 如 此 ) 一 0 时 右边 两 
个 和 都 趋 于 0， 则 左边 的 和 也 趋 于 0。 但 要 到 得 ， 这 个 和 不 是 对 
区 域 的 任意 分 法 得 来 ， 我们 原 是 将 区 域 (CP) 及 CP") 分 别 进行 分 
市 的 。 : 
”要 由 区 域 CP) 的 任意 分 法 变 成 这 种 特殊 的 分 法 ， 只 机 在 分 割 
炉 上 添加 曲 焰 (了), 其 相应 和 的 差别 只 在 相应 于 与 曲 剖 ( 荆 ) 接触 的 
议 小 区 域 的 各 项 。 但 按 340 段 的 请 备 定理 , 其 总 面积 在 -0 时 移 
于 0， 因 而 锁 和 相差 一 尖 穷 小 。 如 此 , 条 件 (6) 完 全 实 现 ， 而 画 数 
六 ao 9) 在 CP) 上 可 积分 

最 后 ， 所 来 下 的 公式 只 要 全 A 一 0 而 对 竺 式 

ZF P= 之 六 En Tir 十 之 下 Er WH) Par 

求 极限 即 可 得 出 。 

同样 , 利用 积分 和 并 加 上 极限 过 程 也 可 得 出 下 列 三 条 性 质 : 


J 


3°.， 如 果 将 (P) 内 可 积 醒 数 了 (x,y) 贰 以 常数 5， 则 所 得 责 数 
也 可 积 , 夫 有 


中 好 (w Dap- 二 Te yap 


， 吉 玉 面 数 f(z 9) 及 gv, 1) 在 区 域 (人 7 内 可 积 ， 则 男 数 
f(x, ,) 土 gtx, y) 也 可 积 , 井 且 


| [fer y) tor, y) 1ap=|| fz, asf yydP, 


z 5 如 果 画 数 f(x,y) 及 g(x,y) 在 CP) 内 可 积 而 且 
fw, yg) Sq, y); 出 
I fx, waPpe| [gC, DAr. 


Py ‘Py 
还 有 ， 
6 ， 如 果 画 数 f(z, y) 可 积 ; 则 醒 数 |f(%, 弛 | 也 可 积 ,并 且 有 


| | | fr, yaP |<| | [fa yy) IaP. 
人 ‘PY 


歼 数 | 则 的 可 积 可 由 一 点 简单 的 襄 明 推出 ; 喜 画 数 在 任何 区 
域 (Pi) 中 的 探 幅 or 不 超过 相应 的 画 数 了 的 探 幅 w。 事 实 上 ， 这 
时 息 : 
Zot PPEwbP,, 
而 第 二 和 趋 于 0 时 第 一 和 也 就 趋 于 0。 
上 所 求证 的 不 等 式 就 可 以 由 不 等 式 
[2f(é nm)P lsEIfE, nn) IP, 
取 极 限 得 出 。 
7 "如果 画 数 fx, y) 在 CP) 内 可 积 并 且 满 足 
os y) SNH, 
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mP<|| fiw, yaPEMP (7) 


达 可 由 明显 的 不 等 式 
mP<s 2f (En) PS MP 
取 极 限 得 击 。 
部 果 以 己 除 不 等 式 (7) 各 项 : 


fz, aP 
itP' 
me < 


间 以 上 天 示 中 疾 的 比率 , 则 得 不 等 式 () 的 另 一 写法 
[jf wap=pp snsa0， (8) 


它 夫 示 所 廊 中 什 定 再。 
现在 特别 假设 丙 数 了 (zx,y) 在 (P) 内 连 绞 ,并 取 w 及 必 作 其 在 
区 域 (P) 内 的 最 小 值 及 最 大 值 。 控 容 尔 斯 简 拉 斯 定理 它们 是 存在 
的 [136 段 ]。 于 是 , 披 著 名 的 波 尔 察 请 - 哥 西 定理 [134 段 ]， 如 入 
数 了 (cy) 如 取 闸 及 于 两 值 , 也 就 应 咏 逼 衣 共 中 国 的 每 个 值 。 如 此 ， 
在 区 域 (P) 内 应 该 总 能 找到 这 样 一 点 (到 ,使 久 二 (5, 翅 而 公式 
(8) 就 成 为: 
| #8 ap=7 (2, DP. (9) 


这 是 中 值 定理 的 最 有 用 的 形式 。 

园 拌 ， 也 不 难 将 推广 中 信 定 理 [182 息 ， 10。 ] 搬 到 当前 的 精 形 
上 来 ; 这 定 读 者 自己 去 做 。 

343， 积 分 作为 可 加 性 区 域 函 数 .对 区 域 的 微分 法 “我们 来 看 
”一 个 平面 ( 阴 ) 区 域 (P) 及 其 中 所 包含 的 (了 ) 小 区 域 (p)。 假 谤 所 有 
区 域 全 是 可 求 积 的 《有 时 还 可 加 上 一 些 别 的 限制 )。 如 果 对 区 域 
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中 一 mn) 
与 之 相应 ， 则 由 此 对 那些 (p) 定 义 了 - 个 “区 域 丁 数 ”。 

这 种 区 域 画 数 的 实例 有 :， 区域 的 面积 ， 沿 区 域 连 后 分 布 的 搬 
量 ， 这 种 盾 明 的 都 力 和 从， 连 强 分 布 的 负 共 或 一 般 邮 加 于 区 域 上 的 
力 , 等 等 。 

如 果 将 区 域 (p) 分 解 为 互 不 交 痘 的 部 分 

(p73={P) C9" 
时 得 有 
PD))= PP +P NN), 
风 区 域 责 数 二 (Cp)) 称 为 可 加 的 。 所 有 上 面 所 举 各 鲍 中 的 图 数 都 
具有 这 种 可 加 的 性 质 。 可 加 区 域 画 数 是 特别 重要 的 ， 因 为 在 研究 
自然 现象 时 常常 会 肖 到 。 

设 在 可 求 积 区 域 (P) 中 办 定 了 一 个 可 积分 点 画 数 (NI) = 
一 ff(z, g); 于 是 它 在 诸 区 域 的 尾 何 小 区 域 (p) 中 岂可 积分 ， 如 此 
积分 


op)= [fe wap (0) 


可) 


也 是 区 域 (p) 的 画 数 。 由 341 段 2° 它 显然 也 是 可 加 两 数 ， 
现在 来 时 论 “ 耳 数 呈 (Cp)) 对 区 域 的 微分 法 ”。 襄 必 是 区 域 (D) 
的 一 个 定点 , 而 (四 是 任 一 包含 蔷 点 的 小 区 域 。 比 率 
2 


其 中 也 是 区 嫩 ( 失 前 加 各 在 区 起 (的 相反 地 时 的 有 限 极 


We arm rr ee er he re 


| 


沿 不 而 国 形 (区) 连 委 分 届 的 在 则 对} 无非 是 慎 量 在 点 并 的 分 
布 窗 度 ; 如 肾 中 ((p)) 表 孙 加 于 图 形 (p) 上 的 力 , 旧 人 如) 表示 在 点 
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丰 的 压力 , 等 等 。 
特别 合 人 夏 兴 趣 的 是 区 域 画 数 由 (10) 式 所 表 出 的 积分 时 的 畏 
形 ,这 里 f(z, 分 是 一 个 在 区 域 (P) 内 连续 的 画 数 。 我 们 来 得 明 , 一 
个 积分 在 点 了 对 区 域 的 导数 就 是 被 积 画 数 在 苇 点 的 而 数 人民, 即 
fCM) 一 Fo 9). 
事实 上 ， 取 一 个 在 导数 定义 中 记 说 的 区 域 ( 扫 则 按 中 人 入 定理 [ 参 并 
(9)] 有 
Dp)) =f (BD) 0, 
这 里 (,, 妨 是 区 域 (中 天 一 点 。 如 果 区 域 (Pp) 的 直径 未 于 0, 其 点 
(%, 政 就 无 限 地 接近 于 (x, 9), 而 按 速 粮 性 有 : 


PP fz, f(s, 9)， 


这 就 是 所 求 址 的 。 

附注 ”前面 我 们 已 元 哉 到 过 可 加 区 间 画 数 [204 算 ]。 央 为 这 
种 画 数 总 是 某 一 点 画 数 的 两 个 值 之 差 ， 所 以 对 “条 性 的 ”情形 注 有 
必要 像 前 面 所 调 对 “平面 的 ”情形 那样 来 发 展 基 理喻。 但 在 定 积分 
对 变 上 限 的 微分 法 定理 中 [183 段 12°] 读者 不 难 看 出 与 刚才 所 证 
的 关于 二 蛋 积分 对 区 城 的 微分 法 定理 相似 之 处 。 


§2， 二 重 积 分 的 射 算 


343， 化 矩形 区 域 上 的 二 重 积 分 为 黑 次 积分 “这 个 问题 我 们 
在 337 段 已 经 用 几何 解释 并 在 基 些 特殊 假说 之 下 就 到 过 本 。 

现在 我 们 用 解析 工具 并 且 以 最 一 般 的 形式 来 时 茶 它 ， 首 先 由 
积分 区 域 为 矩形 [a, 5; c, 4] 时 这 一 简单 情形 开始 。 

定理 ”如果 对 定义 在 从 洪 (P) =La, 65; ed] 内 的 酷 数 (x, y) 
存在 二 置 积分 . 


| | flw, yy dP (1) 


而 且 对 在 fo 5] 内 每 一 常数 值 z 在 在 单 积分 


开 


I = [flo ay (eee), (3) 
则 也 存在 黑 丈 积分 
: 人 are ydy (3) 
并 且 等 式 
[|¥ee, gaP= feelre fay (4) 
成 立 。 


征明 “将 确定 效 形 (P) 的 区 间 [a 6 及 [ov 四] 用 分 点 
tg = 
Yo 


分 为 一 些小 段 , 于 是 矩形 (如 被 分 割 上 成 一 些小 给 形 ( 图 23); 


号 古老 不 礁 客 向 这 一 断 营 束 是 关 了 二 重 极 限 基 黑 帝 和 极限 的 熟 王 定理 [131 下 ] 前 
一 种 变形 。 . 


CPsp) = Lar Tirt) Ys yp+1] 
{i=0, 1 BO— l=0,1, ,mC— 1). 
以 mos 及 了 Ls 表 画 数 了 Cx,y) 在 球形 (Px) 中 的 下 销 界 及 上 
确 界 , 如 此 对 此 息 形 中 所 有 的 点 (zs 妃 有 
rf 3 Mg. 
在 区 器 [zy zitt] 内 任意 国定 3 的 伞 4 一 各 并 对 ?由 ys 至 yti 实行 
积分 而 有 L182 段 8 ] 


P+1 
Ph A | fiée Dady Mi pay 
bn 
这 里 Ayp 王 gp44 一 yk) 对 3 的 积分 是 存在 的 , 过 为 已 假设 积分 (2) 党 
全 区 间 [cy 4] 是 存在 的 。 把 这 类 不 等 式 对 上 由 心 至 1m 一 1 加 起 
来 , 得 


3 Ny pA T (Ee = jre 的 8 去 Em, EA 


部 以 Axi 一 xiti 一 Wi 温 夹 此 不 狠 式 各 问 并 且 对 指标 tt 由 0 至 
”%h 一 1 求 和 , 则 得 


时 一 


San ER 3 Te) ATIE Fan Fm, hk 


= 里 真 至 f= 
在 上 式 中 时 我 们 得 到 了 画 数 工 z) 的 积分 和 。 而 两 水 则 无 非 是 二 
重 积 分 (1) 的 达 布 和 ss 及 事实 上 ， 因 为 axaAt 是 矩形 (Pip) 
的 面积 Pi,;， 故我 们 有 ， 比方 说 ， 


9 一 了 其 一 二 四 一 二 
Sa Np A = > > Pi A 一 me 有 = 9, 
i i 0 
如 此 , 最 后 后 得 出 


5 六 IT(E)AricA 


三 从 
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如 果 现 在 含 所 有 Am 及 Ayj 同时 趋 于 0， 出 由 二 重 积分 (的 存在 
丙 和 。 及 如 将 趋 于 苞 积 分 为 极限 。 在 这 情形 就 有 


3 TE) Ax: = 人 (x 0aP, 


《可 3 


即 二 重 各 分 (同时 也 就 是 夯 数 工 切 的 积分 。 


|| je, Wap= (ar= alf dn, Way, 
LP} 屋 是 曙 


这 喜 是 所 求 东 的 。 
对 调 变 数 z 与 y 的 地 位 , 则 与 ( 国 同 样 还 可 证 明 公 式 


(| fz, yadP= ja Cz, y) dz, (4*) 


iP!} 过 


但 这 里 假设 y= 常数 时 积分 
|zew #) Ax 


存在 。 
附注 如 时速 同 二 俐 积分 (1) 还 存在 下 列 两 个 单 积分 : 


| Fe pade 为 常数 ) 及 |f Co 97az(y 为 常数 )， 


骨 同 时 成 立 公 式 (4) 及 (4°), 由 此 有 
下 证 和 
Jaslf Ce, vay =|as|f Cs, waz. (5) 


应 用 公式 (4) 或 (人 *) 要 以 二 重 积分 及 一 个 单 积分 的 存在 为 条 
件 。 如 果 画 数 了 (zx,y) 连 夸 (这 是 在 实际 上 寻常 遇 到 的 情形 ), 则 所 
有 上 斌 积分 都 保 走 是 存在 的 。 在 这 情形 上 述 两 公式 随便 哪个 都 可 
用 来 作 二 重 积分 的 实际 必 算 , 因为 单 积分 计算 起 来 要 容易 得 多 。 


一 2 划一 

在 证 明 公式 (4) 时 比较 自然 的 是 将 扰 形 {P) 用 平行 坐标 轴 的 
站 茜 分 割 为 有 面积 AxyaAsgys 的 抵 形 元 素 。 为 了 使 二 重 积 分 符 导 本 
身 能 表现 出 它 是 用 平行 于 坐标 轴 的 雪线 分 割 积 分 区 域 得 出 的 ， 我 
倍 将 


|f (zy AP 


Pi 


[fe warasc [fCe, pa 


此 外 ， 记 然 盾 形 () = 二 Ln, pic go] 内 的 二 重 积分 瑟 化 为 到 次 积 
分 , 故 二 重 积分 本 身 也 就 常常 用 与 肾 融 积分 相似 的 瑟 导 玉民 示 : 


je y)dydzr 或 je yarvay. 


在 这 记号 “外 层 的 积分 ”与 外 层 的 微分 相应 ， 如 此 只 要 播 人 括号 
就 可 得 出 一 个 溺 式 积分 


上 二 
ies way}yaz 或 {|f (ey)ar}ay. 
如 局 天 区 
pT yi 
I= 
此 南 入 单 的 是 按 公 式 ( 才 将 了 天成: 
4 1 
| yAay 
-je (L424 
因为 我 们 可 以 立即 得 田 
{ yay 1 1 
] C++ Vortl Vota 


如 下 


ef( 1 1 Jam _ nt 2 
Vr +1 ?+2 vm 二 ri 十 2 I 3 


如 时 条 和 取 号 一 果 次 积分 公式 , 则 来 各 和 为 复 淘 一 上 所: 


1 fT 
本 开 
I= vdy|——————— 
J is 


1 


A 
[pr -过 了 Vr 区 (iVI+ 
全 


-| yay nat 一 1 jn 3— D+ 
jr PVE +1| 。 3+ 1) 
不 准将 这 答案 候 汶 前 面 的 形式 。 


2) 就 求 这 样 一 个 立 休 的 体积 六 : 它 下 面 坟 江平 面 为 界 , 侧面 以 平面 以 
站 二 全 开业 二 0, VY 二 流民 ， 而 上 面 以 向 膨 抄 和 履 匡 


-二 yy 
? 备 + 甸 


为 界 。 
”首开 按 人 公式 人 3) 有 


P= Ra 


[Dy 时; 妆 1 者 ] 


这 宙 委 按 公式 (于 和 
-fj nn -| t+) 


3 和 4， 化 曲线 区 域 上 二 重 积分 为 累 次 积分 ”我们 来 其 虑 一 个 
区 域 {P), 其 上 下 以 两 建 矿 曲 粮 
Y= yo) 
y= YC) 
为 界 , 两 便 则 上 以 两 起 标 入 w=a 及 w=8 为 界 (图 24)。 于 是 , 与 343 
段 的 定 徇 相似 , 我 们 有 
定理 如果 对 定义 于 区 域 ‘P ) 内 的 画 数 了 Cx, 嫉 存在 二 重 积 分 


(qr ) 


{fe DaP 


. ttP} 
井 且 对 [&, 5] 内 每 一 固定 < 值 存在 单 积分 


TO = | fw,9)ay, 


E 


则 也 存在 黑 次 积分 - 
五 开 1 济 ] 
a | fw, Aay, 
二 
大 且 等 式 : 
Ee 至 (者 》 
{| fe gap= la | fay (6) 
CP i ， 
成 立 。 


趾 明 “在 于 将 这 情形 化 为 343 彼 中 的 情形 。 即 将 区 域 (P) 包 

容 在 全 形 
(BR)}=[a,b; c,dal 

内 , 售 c= min gm(a))2= InaxY (2) (图 吧 ), 而 在 此 短 形 中 定义 一 

个 画 数 人 人 力 如 下 | 


f* (gx, y) = Po ;如 点 Cx 9) 属 于 区 域 ( 卫 )， 
0, 在 矩形 (如 ) 其 余 虚 上 。 
我 们 来 目 困 这 个 夯 数 满足 定理 343 的 条 件 。 
首先 , 它 在 区 域 ( 卫 ) 夫 是 可 积 和 钓 ， 因 为 这 里 它 与 所 识 可 积 酚 数 
J (zy 四 重合 ; 所 以 显然 有 


|| fe, wap={{f Cz, pa 


另 一 方面 ， 在 CP) 儿 ff” (x, y) =0, 所 以 在 件 形 《本 名 的 剩 下 部 
分 (外 ) 二 (请 一 (P)} 内 也 可 积 , 关 且 
jj ga0 =0. 


‘OY 


于 是 , 由 341 段 2°, 醒 数 f* 在 全 挫 形 (中 可 积 , 间 引 
上 fr, WaB= fw y2aP. (7) 
《县 } [i 


在 x 取 [a， 9 机 害 德 时 各 分 


fr 《zy 8 dy = ] pray+ 二 Ta | rm 


Wy PL 


存在 因为 左边 三 个 积分 都 是 存在 的 。 囊 实 上 ， 因 为 在 # 变 化 区 风 
[6, go(z)] 及 [Y(z)q] 内 醒 数 了 7(w, 9) 一 0, 所 以 第 一 个 及 第 三 个 积 
分 都 存在 且 等 于 0。 第 二 个 积分 则 与 页 数 了 (x, 四) 的 积分 相同 : 


Fi] fir) 
| f(x, 4) dy = | fla, #0) dy 
、 入 让 殖 ] Wo 


因为 对 [yn(2), 了 (zx) ] 内 的 y 产 (49) 一 了 (lz, 从。 最 后 ， 


Ftw} 


fr Go dy = | fw, ydy. (9) 


Dt 


外 ”在 这 区 域 边 办 上 上 的 值 不 起 作用 [条 网 341 窒 1°]， 
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由 上 述 定 理 , 隐 数 六 的 困 葡 积分 存在 ， 芽 且 它 就 等 于 二 重 积 
分 [参阅 343 段 ，(4) 1]; 


| 信人 epaz=- jl FC dy 


注意 到 公式 (7 与 (8) 可 以 置 用 这 公式 就 堆 价 于 公式 (6)。 
如 果 区 域 ( 了 是 另 一 型 以 曲 焰 
z=) LY) EYED 
及 站 搁 y 二 ce，y ==a 为 界 的 曲 守 梯形, 则 公 式 ( 介 将 换 成 


站 Xiy} 


fz, yaP= | | fw 的 0 (6”) 


安 四} 


这 里 假 谢 ， 除 存在 二 重 积 分 处， 在 y 为 常数 时 还 存在 对 “的 音 


附注 ”如果 区 域 (P) 的 
界线 只 与 般 和 坐标 轴 及 横 坐 标 
轴 的 平行 线 相 交 于 两 点 (. 例 
如 像 在 图 25 所 表 的 情形 ) ， 
则 在 前 选 条 件 下 芒 两 公式 都 
可 应 用 。 两 式 精 合 起 来 得 出 
姐 35. ′ 等 式 


| 三 iy) 


他 | fir, #) ay = Jay | 了 (ay yy ad, (9)， 


旭 or Ca 
它 具 有 独立 的 意义 。 这 与 343 段 公 式 (5) 相 类 似 。 

“如果 画 数 了 z; 分 在 区 域 (P) 内 过 模 ， 则 二 重 积分 与 单 积分 都 
存在 ,并 且 可 用 公式 (6) 或 (6") (看 区 域 (P) 的 类 型 而 定 ) 来 计算 二 
重 积 分 。 

在 边界 较 复杂 的 情形 通常 将 区 域 (PP) 分 割 为 有 限 多 个 证 讨论 
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过 的 类 型 的 部 分 。 例 如 ， . 罗 
名 站 上 的 图 形 ( 芒 用 交配 
你 一 0 分 感 了 三 个 这 样 的 
部 分 : (PD)， (Pa), (Pe)。 
于 是 所 求 的 积分 由 341 颖 
2" 也 就 表 为 这 些 部 分 区 域 
上 各 个 积分 之 和 。 每 个 者 
可 按 已 许 过 的 办 法 算计 。 

因为 在 一 般 的 情形 ,我 们 将 癌 题 化 为 343 段 的 定理 , 故 瞪 证 的 
基础 仍 是 将 所 考虑 的 图 形 分 成 引 形 元 素 。 鼓 些 时 二 重 积 分 同样 常 
常用 记号 


||f¢, Waray 


FP) . 
硝 卖 示 ; 乘积 daxdy 象征 人 第 形 元 天 的 面积 。 
下 列 记 号 的 意义 不 待 解释 也 就 自然 明 身 了 


Bb Fis) a Ki) 
| | favaz 或 | | few . 
， 是 天 叱 二) v0 Tay 


例 1) 计算 二 重 积分 
I= ||¥ VE dp, 


iP) 
这 时 (PP) 是 一 个 图, 其 沾 径 为 如 ,圆心 在 坐标 
原点 (图 27)。 
解 ” 区 域 (P) 的 达 界 有 方程 必 十 六 = 也， 


二 y= 士 VE 一 07。 时 然 yw 十 悦 一 上 是 上 
中 个 图 的 方程 ,= 一 ~ 本 一 下 是 下 个 个 基 的 
太 穆 。 如 此 ， xz 也 区 章 [一 品 RR] 内 一 固 宕 值 
时 9 由 一 VY 芒 二 玉 实 于 + 本 二 及 。 恢 据 公 
式 (6) 并 注意 被 积 面 数 是 9 的 悟 丽 数 ; 我 们 有 


一 266 一 
+ ~ 


站 
I= | az | VFRdy= -va | yay. 


一 是 | 


算 则 内 层 的 各 分: 
TT 
ay 
ww 


然后 ( 仍 考 虑 到 遇 画 数 的 性 感 ) 有 


下 
I= | dor -dr 
-i 
同样 也 可 用 公式 (6*) 来 计算 。 
2》 计算 积分 
Te 让 4r2 一 drdy, 
积分 区 域 是 一 个 三 角形 , 由 直线 y=0,75 二 1,y=z 所 构成 。 
解 按 公 式 (6) 
. 1 下 
I= ar| va —yay; 
自 心 
内 呈 积 分 竺 于 


入 J 
jr Tdy= TV As a roaring | 3 +3 
而 苦果 是 


对 算 本 也 可 按 公 式 (6*) 来 铭 , 但 效 样 会 三 到 说 难 的 各 分。 让 选择 时 重 泛 
第 时 应 名 常 估计 到 这 种 捕 况 。 

3) 时 算 积分 
~ | | riyearay, 
让 天 


业 
假设 Del 9 这 上 四 。 


叶 ” 在 此 部 这 限制 只 是 为 了 使 被 积 国 数 不 我 变 咸 活 券 大 ;下 硬 加 里 这 限制 将 总 
而 。 
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按 公式 (5) 有 


] 1 一 时 1 
- -tp lip 1 
| zt? iadx | ye 了] T? ir1 2) dr= Bp, g++1). 


赫 果 ; 


Te)T(aq). 


了 1 = 
| siedrdy Fe tg 


兽 志 必 

这 会 式 易于 狐 星 希 菜 。 
4) 在 p<1( 或 y<1) 的 情形 滋 被 积 国 数 于 z=0 而 0<y<1 时 (或 y=0 

而 0<x<] 时 ) 变 成 无 贬 大 。 寻 常 的 定 积分 定义 在 此 已 不 秆 用 : 积分 成 了 非 
正常 的 "而 其 确定 需要 补充 的 极限 过 程 。 忠 们 就 以 所 洪 宦 的 例 于 来 说明 这 一 


时 和 


点 , 在 姓 假 设 0<p<1 月 0<g 一 IT。 先 腿 下 列 积 分 (> 全; 


1 4 rr- ly 1drdy = 了 3 了 YI IY 
we . 


-并 zp-1(1 ~ 4)dr— er J | 


如 果 现 在 全 。 趋 于 0( 即 压 院 图 28 上 用 来 隔离 “二 的 朋 形 吾 条 )， 则 在 求 
横 限 时 仍 得 田 二 BCp, 十 1)。 这 极限 就 是 所 求 的 非 正常 积分 。 

附注 ”在 一 般 情形 ， 当 被 积 画 数 在 个 别 
(* 奇 ”) 成 上 或 治 基 些 (“ 表 ") 糖 变 戌 无 禾 大 时 
则 用 一 些 领 域 将 它们 分 出， 对 这 些 邻 域 以 外 
的 区 域 算 下 积分 ， 然 后 取 极 限 而 将 所 赔 孝 域 
压 稿 成 点 或 写 。 如 果 有 限 极 限 存 在 ， 妈 它 喜 
给 贡 非 正常 积分 之 值 。 

用 周 样 右 式 可 构成 无 鼻 区 域 上 的 “ 非 正 
常 "积分 概念 : 先 对 有 限 区 域 考 氏 正常 积分 ， 
然后 扩充 这 区 域 使 逐步 包括 无 办 区 域 的 至 部 
点 ;补充 的 极限 过 程 就 是 由 此 而 来 。 国 28. 

如 果 被 积 丽 数 是 正 的 , 则 选 香 休 种 方式 压 蓄 “ 奇 " 点 和 “ 奇 " 钱 的 邻 域 或 扩 
光 有 限 区 域 是 淡 有 关系 的 。 

345， 力 学 上 的 应 用 一切 几何 上 的 及 力学 上 的 最 ， 只 要 是 有 关 沿 某 图 


RN 


SR 


TRY 
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形 (P) 的 平面 可 楼 分 布 盾 其 的 并 且 表 示 可 才 区 域 攻 数 的 ， 原 则 上 都 可 夫 为 地 
图 形 上 的 二 重 积分 。 

这 里 我 从 打算 人 简 申 指出 通常 如 何 得 则 这 类 公式 ， 此 中 思考 路 钱 与 应 用 
单 重 定 积分 时 一 样 [204 敲 ]。 

取 抽 图 形 \ 卫 ) 的 一 个 元 素 部 分 而 作 一 能 使 计算 随和 候 的 候 亲 ,例如 整个 元 
素 的 质 尼 郁 集 中 在 一 点 上 或 老 盾 硬 的 分 布 密度 在 藏 元素 范围 里 是 党 多 这 吉 
能 使 所 求 量 4 的 元 索 48 近似 地 表 为 

aA0= 4M ap, 

误差 是 比 4P 高 阶 的 无 吧 小 , 于 是 名 的 精确 值 可 以 公式 


G= | | gaP 


Py 
专 出 。 

这 有 从 式 可 忆 , 比方 膀 , 这 样 建立 [ 参 了 于 204 仆 ]。 将 元 素 向 的 近似 式 加 起 
素 就 能 以 积分 和 形式 得 凡是 入 的 近 伏 值 , 布 取 极限 部 得 & 的 精确 值 ， 后 者 已 
算是 和 的 极限 形式 , 也 郎 积分 的 形式 。 

设 盾 量 沙 区 域 (P) 巡 粮 分 布 , 并 和 且 在 点 村 (x 功 的 ( 豆 阐 ) 遍 谋杀 为 

pH) = ps, 
不 难 了 解 , 此 对 质量 的 元 素 就 是 
| dn = pd, 
如 此 全 盾 六 就 由 积分 


= 1 map (10 


{PY 
Ea 
黄 次 , 对 坐标 二 的 静 生 元 素 及 情 箔 元 崇 为 
| AEs =ydm= ypdP, dE,= rdm=arpdp, 
dso=dm = DP, d=2dm= ppd. 
锣 此 区 朗 得 出 这 些 重 于 芭 是 : 


Ke=| ypaP, E,=| [ zpdP, 


《2 ‘DY 


T。 -i sdPp, I,= | 2pap. 
(py 


(11) 


和- 
更 在 按 寻 常 方式 可 得 图 形 重心 坐标 如 下 : 


| fapaP {jyaaP 
FOO 7 一 mm (12) 
在 图 形 均 丘 时 , p= 常数, 这 些 公式 就 简化 为 
. | za | {yaP . 
Fe 2 ， 本 二 > , (18) 


在 个 踢 仿 单 情 形 用 二 重 积分 也 可 解决 有 关 立 体 的 , 上 比方 说 关于 柱 体 的 类 
似 问题。 

设 栓 了 这 样 一 个 柱 体 , 它 有 出面 z=s(z, 四 ， 识 曲 面 在 地 平面 上 的 搜 丧 
( 户 ) 六 母 祝 平行 于 = 辅 的 投射 姓 面 所 转 成 。 如 果 , 比方 圾 ,要 决定 均 色 柱 休 的 
肯 称 互 。( 为 简单 起 更 候 儿 体积 密度 千 于 1)， 则 我 们 让 想 这 柱 体 由 一 柔 列 以 
ad 为 底 以 s 为 高 的 确 辟 条 所 组成 紧 条 对 z 平面 的 者 短 等 于 其 由 其 或 一 一 
在 当前 情形 也 就 是 一 体积 s&P, 乘 以 其 重心 三 此 平面 的 距离 , 仓 薪 以 了 ms 
所 以 静 答 元 索 为 

CH = 总 226P， 


， 由 此 对 季 体 司 条 求 和 朗 得 
Key {| sdP. (14) 
: 1p} | 
同样 可 建 谋 公式 
KE = y2adP, Kj:= radpP. (14a) 
Heer, wo) 


由 此 不 难得 外 桂 洒 重心 了 的 坐标 


[a Tea 
一下 az = LP 等 舍 
Fr. FF 1! ” 
同样 也 可 推出 柱 体 对 = 础 的 代 皇 的 公式 及 对 些 标 击 zs，8 了 的 入 时 
Ta Trz 的 公式: . . ”> 


=| | (22+ wadP, 7 | | ydP, ys =| | azzdP， C15) 
“Py ty “4 


错 此 显然 了 Tz 一 了 rs 十 了 


一 2 人 0 一 

如 时 怖 量 分 市 的 空间 帘 度 ?是 。 
的 图 数 ， 则 二 重 积分 已 释 不 够 了 而 须 
究 用 到 三 重 积分 [ 参 并 379 段 ]。 

例 ) 求 均匀 身 加 体 


包含 在 第 一 徐 限 中 这 一 部 分 的 和 下心 
(图 29)。 

解 区 域 (P) 是 下 两 侍 祭 韩 及 精 
加 就 


y= 人 一 到 2 《< 了) 


图 成 禁 体 囊 面 的 星 趟 方程 是 
六 二 世 1- 扫 - 哲 . 
按 公 式 (14) 
bv 1 一 


性 
Dez EE, TT 
一 车 1 一 一 一刀 nm2 


疗 笠 


Ky = Tr be Fs = bc. 
同时 侏 和 虱 
Ve=abo, 
如 此 
Em v= t=. 
2) 求 均 己 骨 图 体 
2 PY gg 
-ity tz<1 


对 第 标 平 而 的 惧 短 。 


ky 
解 不 妨 将 糖 图 体 限于 一 个 封 限 而 将 畦 时 条 8. 在 这 情形 区 成 (PP) 就 
是 栅 贺 


+ 四 <1 
的 一 个 本 限 。 
我 俩 有 
aT- 近 


sre | ND ids= 


rocl jy "(1- 竺 jay= 钾 fbie, 
同 标 


Tya re be, ly = 全 nabea， 


8 3， 格 林 公 式 
346。 格林 公式 的 推导 “本 段 中 我 何 要 求 建立 一 个 表示 二 重 
积分 与 线 积 分 之 加 的 关系 的 重要 公式 。 
”我们 来 站 区域 (D), 它 是 一 个 曲 粮 梯形 (图 形 80)， 共 界线 ( 工 ) 
由 曲线 ， 
CPO): y= y(t), yr 
(SP:y=Y(0), < | ， 1 
及 两 条 平行 于 3 二 的 契 朋 PS 
及 QR 所 想 成 。 
我 们 假设 在 区 域 (DD 中 给 | Ft 
了 一 个 夯 数 P(m 殷 , 它 速 同 其 | | 


导 画 数 37 都 是 连续 的 。 
按 34 竹 段 公 式 ( 匀 计算 二 恒 积分 


aP 
| 上 E EP Toy; 


一 91 一 
我 们 得 出 


Cr 


[EE 


rs 二 此 加 
这 里 肉 层 积分 不 难 异 助 原 西数 P(z 妇 算 出 ， 邯 : 
Fi) 
| ay = ~ Pw,Y(s)) —P(syo(D)). 
加 ot 让》 了 玉环 并] : 
如 此 ， 


中 am fr rd- [Pe, yolt) dz; 


后 面 两 个 积分 都 可 改 号 成 克 积 分 。 囊 实 上 ， 按 331 展 公 式 (7?) 可 
看 出 


Ps, Y (ao))dw= 上 Po Yaz, 


《 霹 闪 】 


ee 


Po yola))de= | Po y)dz. 


iPeY 


和 "a 


由 此 有 
| at- | 王 (zy y) dx 一 | P(x, dr = 
tp) - 


《站 串 ) ‘2 


二 | 了 Po yj) daw 十 | Pilw, vy) adr, 


{四 呢 3 iP) . 


为 了 考虑 治 区 域 (对 界 入 (的 积分 ,我们 在 所 得 等 式 有 边 
还 沃 加 积分 
| Ps yar 和 | Poam 


《把 高) . [ 开 韦 ' 
它们 显然 等 于 0, 因为 矿 眉 (PS) 及 (BQ) 是 与 x 韩 羽 站 的 [大 阅 331 
段 1。 我 们 得 


3973 一 


je- Per | par] Pet 可 


t 二 所 ) ‘KO ‘QP} 

这 等 式 右边 是 一 个 沿 区 域 ( 功 于 界 太 ( 全 部 所 取 的 积分 , 但 

依 德 负 的 方向 。 按 治 阅 路 六 积分 表示 法 的 规定 [332 段 ] 我 们 最 后 
可 将 所 得 公式 写成 这 样 
aP 

人 wear=- | Pw, y) dt (1) 


虽然 这 个 公式 是 假 裔 上 坐标 轴 取 右 定向 法 推出 的 ， 但 不 难 和 看 出 
它 在 左 定向 法 之 下 仍 保持 不 变 ( 只 是 退 奉 界线 的 正 向 反 过 来 了 )。 
”我们 至 舍 都 假 采 图 形 (D) 是 图 30 所 表 那 种 “曲线 梯形 ” 并且。 
公式 (1) 其 对 这 种 区 域 证 明 是 正确 的 。 事 实 上 识 公 式 对 较 复 来 的 
区 域 也 成 立 ， 界 克 不 妨 由 儿 条 昌黎 钥 成 。 只 要 假 识 图 形 (D) 可 用 
在 行 于 y 轴 的 直 辜 分 成 有 限 多 个 上 述 那 种 “ 曲 辜 梯形 ”例如 崔 开 
图 26]。 对 每 个 这 种 梯形 分 别 写 出 像 (1) 式 的 公式 而 将 这 些 等 式 
两 这 如 起 来 。 左 边 得 一 个 二 重 积分 , 展 布 在 对 区 域 ( 臣 上 ， 右 边 旭 
为 沿 所 有 各 部 分 界 太 所 取 诸 积分 之 和 。 查 右边 可 化 为 一 个 沿 界 绞 
{ 妃 的 积分 ， 因 为 每 个 辅助 厅 眉 上 的 积分 都 等 于 0。 如 此 , 在 这 情 
形 公式 (1) 也 成 立 。 
同样 可 建立 公式 
|| Saray= J Qtr vdy, (2) 


ti 


这 里 假说 在 区 域 (DD) 上 而 教 9 建司 其 信 导 本 数 都 连 红 。 在 此 先 取 
图 31 上 那样 的 曲 绒 梯形 作为 区 城 ( 功 。 它 以 时 线 
(PS): 多 一 Xi 的， 
(OBR); 由 一 里 { 约 
及 两 条 平行 于 > 轴 的 线段 (P@) 和 (SB) 为 界 。 然 后 讨 公 式 也 如 前 
面 那 样 推广 到 可 用 平行 于 z> 轴 的 直 矿 分 为 有 限 个 这 种 曲 简 梯形 的 


(cyad) 
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区 域 。 

最 后 , 如 果 区 域 ( 刀 同 时 满足 两 种 情形 的 条 件 ， 即 钱 可 分 为 有 
限 个 第 一 类 型 的 梯形 ， 叉 可 (与 此 无 关 地 ) 分 为 有 限 个 第 二 类 型 的 
梯形 ， 则 对 此 区 域 {) 和 (C2) 两 公式 都 成 立 ， 当 然 在 此 要 假说 画 数 


忆 8 及 其 导 西数 3 人 都 是 连锁 的 。 由 公式 (2) 减 去 (1), 得 


| Paz+ OQdy= 呈 总- 各 ja (3) 


a 


[PF] 


这 就 是 格林 公式 。@ 

附注 使 公式 (3) 成 立 的 条 件 条 到 以 过 广 泛 的 形式 。 即 ,对 任 
何 由 一 条 或 用 条 还 段 光洁 界线 所 图 的 区 域 格林 公式 都 成 立 。 这 我 
们 不 来 址 明了 。 

347， 以 灰 积 分 雪 出 面积 ”下面 我 们 将 常常 用 到 格林 公式 ; 现 
在 举 一 个 最 简单 的 例子 一 一 面积 的 计算 。 

各 果 公 式 (3) 中 国 数 己 和 @ 这 样 选取 使 29 -各 等 于 1 则 二 
重 积分 化 为 图 形 (D) 的 面积 马 而 我 们 得 四 借助 该 图 形 界 禄 (1 

D Qeorge Green(17931841) 是 人 笑 国 数学 案 , 租 事实 上 ,公式 (3) 扩 未 局 于 格 


林 ， 其 所 以 训 上 点 他 的 名 字 只 是 因为 写 与 格 困 所 的 出 的 三 疤 捕 琪 的 别 的 公式 相公 。 高 
斯 及 千 于 已 经 利 用 过 公式 (3)， 而 其 特殊 形式 由 在 士 六 让 起 分 析 堵 作 中 已 释 出 更 了 。 


一 295 一 
的 线 积 分 表达 其 面积 的 公式 。 例 如 ,含有 =z， 忆 =0, 我 们 有 


D= | zay. (4) 
(1 
“在 =0，P= 一 y 时 得 
D=— | yd, (5) 
iL 
但 更 有 用 的 是 下 列 公式 其 中 取 Q 一 二 *， 了 一 一 汉人 
D- 二 | wdy -yar. (6) 


LL) 


例 1) 求 侍 精 为 4 与 3 的 模 男 面积 。 
采用 梯 因 的 寡 变 方程 ，z=acosti=bsint(0 生 1<2r)。 按 公式 (6 


2 pe | 
D= 志 aost-:boostdt— baint(— osint)dt -| = ob, 
各 灿 
斌 积分 用 331 段 公式 (6) 来 计算 ; 
旋 定 积分 限时 福 意 拭 缕 环行 正 向 相应 
于 大 变 数值 增 大 。 
2) 求 第 卡尔 叶 形 入 
一 隐 的 面积 (图 33)。 
要 得 巾 界 线 的 参 亦 石 穆 我 们 合 
Yy = t2 中 于 是 
全 全 下 Bot? 


3] YT 82.、 


由 几何 想法 , 量 然 在 参 变 数 ! 由 0 变 至 一 时 数 生 摘出 一 图 (本 = 也 = 


= 地 9 而 4 出 0 谈 亚 工 )。 我 们 有 


:一 


中 ”这 种 民 掀 通常 过 于 下 进 的 情形 ; 代数 曲 寺 的 方程 中 有 两 对 齐 次 的 项 而 次 务 
甘 工 


一 1- 一 


2 0, dymda tt a z 


1— 
T= 二 5 


2t3 
【了 十 i)? 


ge tdt 3， 
了 | IT 2 


注意 这 里 我 们 用 了 无 积分 咒 的 非 正常 积分 ,而 当 和 在 331 段 推 用 公式 
《 拉 时 却 喜 为 容 变 数 的 变化 区 虹 是 有 限 的 。 不 化 王 实 这 样 佑 法 是 合理 的 : 只 
眉 伟 先 引 人 人 另 一 具有 有 限 变 化 区 辣 衣 容 变 数 (例如 骨 0 中， 然后 化 为 大 变数 
要 
ti 一 一 
I 


D= 


§ 4， 赦 积分 与 积分 路 栈 无 关 的 条 件 


348， 沿 简单 于 界线 的 积分 “格林 公式 使 我 们 很 容易 完全 解 
决 第 二 型 继 积 分 问题 ， 这 个 如 题 在 第 二 十 章 $9 里 只 能 偶而 提 到 
[例如 333 段 附注 ]。 
机 在 某 速 通 区 域 ( 轧 内 给 定 了 两 个 速 朱 画 数 必 es 和 Q(x， De 
我 们 先 来 时 前 积分 
[Par+t vay 


(Ly 


沿 (B) 内 任何 篇 剃 闭 界 粮 (也 )@ 化 为 0 的 问题 。 
票 使 用 格 补 公式 ， 我 们 还 须 再 候 仙 在 〔 瑟 ) 内 存在 这 粮 导 醒 数 
区 及 绚 。 此 外 还 须 识 在 (如 内 任 取 一 于 界 匀 (I) 时, (5) 所 包 国 
区 名 CD) 也 整个 用 于 (8)， 换 句 诉说 ,区 域 (1) 不 应 有 “空洞 " 那 
怕 这 种 空洞 只 是 些 点 子 而 已 。 具有 这 种 性 质 的 束 通 区 域 吓 做 单 包 
通 区 域 。 
如 果 所 咯 的 是 有 限 区 域 , 即 不 展 布 济 无 沉 的 区 域 , 则 单 束 通 内 
念 可 以 陈述 得 简单 一 些 ; 区 域 应 由 惟 一 闭路 条 所 包围。 图 33 类 出 


中 ”本 展 所 入 此 赵 全 是 还 段 光斑 的 。 


一 当 7 了 一 
单 沉 道 区 域 。 非 切 过 肖 区 域 


图 好 . 
的 是 单 束 通 及 非 单 连 通 区 域 的 例子 。 其 中 a),?),0) 是 有 限 的 ,67， 
6),e) 是 伸展 到 无益 的 。 
现在 陈述 一 个 基础 命题 ， 
定理 1。 识 在 单 巡 通 区 域 () 内 西数 PCs,y) 和 Q(z9) 如 网 


其 导 国 数 5 和 对 9 部 有 定义 并 且 速 模 ; 更 胶 (D) 是 区 域 ( 卫 ) 内 全 
六 的 简单 闭 曲 绥 。 于 是 等 式 


| Par+ Qdy=0 (1) 
成 立 的 必要 而 充分 的 条 件 是 在 { 召 ) 内 成 立 恒 等 式 
3P 30 | 
和 = 全 4) 
事实 上 , 接 阁 林 公 式 等 式 (了 ) 就 等 价 于 等 式 z 
30 2P 
{J(a%— 5% es=0 0) 
显然 ,条件 44) 是 此 式 成 立 的 到 分 条 和 件 。 要 证 明基 为 必要 条 
件 , 我 们 候 座 等 式 (2) 恒 其 。 于 是 由 被 积 尔 数 的 连 各 性 可 借助 积分 
对 区 域 的 微分 法 [342 段 ] 得 出 在 (区 内 恒 有 


20_3P_0W ap2@ 
ar oy 0, 即 38 ew . = 


一 278 一 
的 车 其。 
349。 沿 连 烙 任意 两 点 的 曲 楼 的 积分 “最 后 , 我 们 米 科 葵 下 列 
漠 题 ; 治 过 精 区 域 (8) 雁 两 点 4 与 8 的 曲 绚 (4B) 的 积分 
Pax-t Qay (3) 


在 什么 条 件 下 乃 与 路 线 (4B) 的 形状 无 关 ? 这 里 起 决定 性 作用 的 
也 就 是 条 件 (A)。 


必 到 性 。 骂 积分 (3) 与 路 
厂 无 关 而 在 (B) 办 取 任 一 简单 
六 界 米 (D) (图 34)。 如 果 4 与 
5 是 其 两 点 , 则 乒 假 说 

| 一 | (4) 


{4THY 《是 在 吾 ) 


由 起 有 
四 3 [= [+| =0 0 
{LY (I tHEAY} 


所 以 , 接 定 理 1 必须 实现 条 件 (A)。 
充分 性 。 现 在 我 们 假设 等 式 (4) 在 (8) 认 成立。 要 来 鞍 明 ,如 
果 将 苇 区 域内 任意 两 由 4, 召 用 两 条 简单 曲 旨 (475) 和 (4EB) 连 桔 
起 来 ， 则 符 式 (4) 总 是 成 立 的 。 这 很 容易 散 到 ， 如 果 所 说 两 曲 黎 除 
好 加 秧 没有 公共 点 的 新， 因为 这 时 迟 界 矿 ( 工 ) = (4FB14) 就 成 篆 
音 阴 曲 焰 , 故 按 定理 1 等 式 (5) 成 立 ,而 由 它 就 可 反 过 来 推 草 (4)。 
如 果 曲 镜 (AIB) 和 {4 拭 B) 相交 于 有 跟 多 个 点 ， 则 界 粮 (L) 已 


DD 酸 者 不 难 脸 是 ， 条 件 t 丰 ;在 333 眉 仙 1) 与 4) 中 实现 ， 在 例 2)，3) ;人 ) 中 不 
实现 。 | . 


下 


-车 久 点， 这 程 买 可 分 由 一 条 防 明 
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元 不 是 简单 的 : 它 在 这 些 上 志 上 让 
对 交叉 (图 385)。 由 点 毛 出 发 帮 特 
申 黎 (二 的 方 同 描 出 共 一 部 分 至 
第 -个 交叉 点 C 为 止 。 除 才 所 得 
半山 线 (Po)， 延 米 这 路 稳 到 另 一 


禾 (Zs)， 如 此 等 笔 。 瑶 有 限 多 步 图 ”35. 
后 曲线 (二 ) 终于 被 分 成 用 限 多 条 稻 单 (不 自身 交叉 的 ) 阴 曲 钱 
| CI), (Da), 

站 它们 的 积分 童 然 是 0。 这 就 是 说 , 积分 沼 全 曲 米 ( 厂 ) 都 等 于 人 0 而 
由 此 又 可 推出 (4)。 

但 虹 毕 (4IB) 及 (41B) 一 般 基 至 可 交叉 无 状 多 区 ,在 这 情形 上 面 的 推 吐 
泪 就 不 适用 了 。 识 更 最 这 个 困难 ,我 从 来 永明 下 面 基 于 用 请 折 粳 的 各 分 来 这 
近 访 积分 的 预 戎 定理 。 

预备 定理 ” 设 芍 数 PCzx; 4) 和 外 (r,t 在 基 开 区 域 { 五 内 过 和 糖 ， 而 (2 是 


和 包含 在 (B) 内 的 逐 障 光 沸 的 磊 阴 曲线 。 如 果 在 (CL) 中 内 接 一 条 折 米 (A), 则 当 


其 最 大 的 节 趋 于 0 时 我 们 有 


lim | Paz 二 9ay= 上 pax + Qdy. 
[A 


只 要 限 于 积分 | Paz 和 上 Pazx 的 博 形 就 名 了 ; 河 积 分 | Vdy 太 | Yay 


[A i tt} 


推 直 法 完 公 相似 。 训 在 CL) 证 作 一 内 接 折 各 CA), 其 项 点 在 
Ts 
以 审计 也， TP 首 碟 Eh 之 值 。 对 任意 指定 的 ED 下 过 本 4 也 长 可 如 时 


地 小 ,使 1) 带 午 画 数 卫 洛 Kin 的 接 眶 小 于 并 且 2) 积分 和 之 Prax 与 
其 极限 | Pas 之 闫 也 人 小于 es 


I 


显然 , 我 们 有 


闪 目 为 一 方 莉 
Piamri 一 六 | Pr 
{ fA 
如 旺 ~ 
[Paz= DLPamt+ BD | Le-Pidx. 
_ (点 站 i t 


| 


tL 


但 胺 第 一 项 与 积分 | Pax 相差 小 于 [参阅 2)], 而 第 二 项 绝对 信 不 超过 


E 这 441454 在 参 并 1)], 即 更 小于 工 e(C 是 曲线 (Z) 之 到 )。 
所 以 最 后 有 


| | Pdz 一 { par|<ea+z， 
tA ‘3) 


这 就 得 明了 我 全 的 断言 。 
现在 回 到 那 中 斯 了 的 庆 分 性 诈 明 。 在 曲 钱 (4TB) 和 (48P) 上 各 作 内 接 
折 钱 (AD) 和 (人 ai 它们 最 多 只 能 相交 于 有 有限 个 点 ， 而 这 时 候 如 已 证明 的 将 有 


《二 tA} 


剩 下 只 右 对 这 等 式 取 极限 ， 拒 两 折 荆 所 有 各 节 均 看 作 赵 于 09, 苦果 仍 得 
等 式 (4)。 


350， 与 栓 当 微分 阅 题 的 联系 ”微分 式 


PadxtQdy C8) 
使 人 想起 二 元 机 数 了 Cw,y) 的 (至 ) 微 分 表 出 式 [1 秽 眉 ] 
BT 1 aF 
， d= dx {ar dy 

它 只 要 全 

aF 3p 

与 一 人 有 C7) 
即 与 (6) 式 等 同 。 


但 远 非 舒 个 像 (6) 那 样 的 式 子 都 成 “恰当 微分 "的 , 即 并 非 每 人 


一 2 一 

这 样 的 式 子 痢 有 “ 原 责 数 ”F(z， y) 以 蔬 式 为 其 【全 ) 微分 。 在 解决 
(7) 式 是 否 恰当 微分 的 问题 时 我 们 又 辜 到 同一 条 件 (AA); 

定理 3 在 前 面 的 想 识 之 下 ， 人 区 要 可 思念 
的 条 件 是 要 (A) 成 立 。 

必要 性 是 立即 可 以 明白 的 : 起 数 让 (zg) 和 的 (全 ) 
微分 , 而 等 式 (7) 成 立 ， 则 
ap aF a0 _ E22 
ay Ry ar ay 
刹 下 只 要 #31 交 147 段 关于 涡 合 导 黎 的 定理 谣 生 了 《要 用 到 连 往 性 
假 训 ! ) 四 

更 自 来 起 明 其 充分 性 。 我 们 已 睁 知道 ， 在 条 件 (A) 实现 时 各 
分 (3) 就 与 积分 路 牙 无 关 ( 按 定理 2), 在 这 情形 只 要 点 4d(xo, yo) 和 
瑟 (oy21 葵 定 ; 积分 就 惟一 此 决定 了 ， 两 此 它 可 与 用 


2 


tT) 


{rat.@ay 或 | Pdz+ Qady 
这 和 前 习 未。 法 于 只 指出 了 和 分 小 机 的 直 半点 ;如 本 
妨 沿 任何 路 焰 玉 积分 。 


各 时 上 Alzxo, go) 国定 ， 而 点 区 《 王 ) 内 一 个 任意 的 点 
了 (wm 几率 代 堆 , 则 所 得 积分 是 区 感 (本 内 点 下 的 一 个 而 数 ， 邯 时 
标 *,# 的 国 改 ; 


[a 1 
FC y) = | Pax+ Qdy. (8) 


lm od 
我 们 要 指明 , 这 个 十 数 也 就 是 (2) 式 的 原画 数 , 为 此 我 们 来 计 
其 其 对 z 孜 对 ?的 俩 导数 吉 题 。 ， 
在 区 域 (五) 内 在 取 一 点 B(xmy1) 而 输 wi 一 增 量 Ax 使 其 变 成 


点 CG(m 十 am 4), 在 Az 充 分 小 时 这 一 点 速 同 整 个 线段 BC 都 属于 


《号 (图 36)。 相 应 谢 数 慎 为 


{1 


Fl yi) 一 | Pi 二 如 Geh 
Ltryo) 


十 二 洲 1 
Fiat As,H) = | Pdr+ Ody. 


这 些 积 分 中 第 一 个 我 们 沿 任 
一 建 辕 点 和 4 与 如 的 曲 厂 (下 ) 来 取 
图 36、 的 ， 第 二 个 的 积分 路 契 划 由 同一 
曲 态 和 雪 糖 段 BC 所 粗 成 。 如 比 , 南 数 下 的 增生 是 
了 (十 和 my 9) 一 加 (ly H1) = 
一 | Par+ Qay = | PCe was; 


(BE (Bo) 


”包含 ay 的 一 个 积分 化 为 山 因为 线 展 BC 是 改 直 于 8 釉 的 。 

剩 下 一 个 积分 可 让 该 化 为 寻常 定 积分 : 为 此 在 被 积 画 数 中 须 
以 六 代 7 (由 直 弹 BC 的 方程 Y= 芒 ) 兰 卫 取 点 至 和 局 的 横 坐 标 作 
为 依 * 的 积分 上限。 最 后 有 


吉平 点 于 


Tw 十 名 2 1) — Fw y1) = 《hh) | Plz, yi dy. 


应 用 中 值 定理 于 所 得 这 个 寻常 积分 上 并 两 过 除 久 Ax, 得 


Tt mn) Elen 一 P(m gaz, y) (0<g<1D: , 


现在 分 Ax 趋 于 0。 由 夯 数 P(x 的 连 秆 性 , 等 式 的 右边 , 因 
而 还 有 其 左边 就 都 趋 于 已 zt 加 )。 所 以 ,在 点 (zi gi) 上 两 数 下 优 
的 偏 导 数 生 在 并 可 表 以 等 式 


oP{r, 1 
TERL) p(w,, yy. 


同样 可 建立 公式 


—293— 


SE an = (x 1). 
¥ 


谋 然 点 (zy) 是 在 区 域 ( 吾 ) 天 任意 取 的 , 所 以 对 此 区 域 中 所 有 点 
将 成 并 关系 (7) 


因为 这 些 仿 导 而 数 是 连 粮 的 , 所 以 图 数 FCx,y) 有 微分 [142 
段 ] z 


dF = 


这 就 是 所 求 在 的 ， 

将 定理 1,2 与 3 互相 对 照 可 以 导出 这 祥 的 

推 谢 在 所 作假 设 之 下 , 要 积分 (3) 与 路 六 无 关 ( 而 沿 兰 界 米 
该 积分 千本 0)， 共 必要 而 充分 的 条 件 是 要 被 积 式 (6) 是 恰当 微分 。 

在 证 明定 理 3 时 我 们 对 与 路 入 无关 的 辜 积 分 (8) 建立 了 一 个 
与 寻常 定 积 分 依 变 上 限 微 分 的 定理 完 至 相似 的 烙 果 [L183 总 , 13”]。 


aF ;, 
a 


3 


现在 候 设 我 们 已 经 知 道 被 积 式 46) 的 一 个 原 面 数 由 (oz 2 如 此 除 对 图 数 
(87 成 江 的 关 乘 式 (7) 外 还 有 


于 是 其 过 
Fa 拉 一 币 ( 罗 的 一 人 = 党 洲 。 
{须知 其 对 5 及 # 的 仿 导 烙 恒 窜 于 中 7 会,#= 我 们 得 = 一 二 (Ceo; #10)， 
如 下 
Fx, = BU Y) — (vo, yo). 
最 后 , 如 果 在 此 至 = 三 识 ; 则 得 公式 


达 iiti : 
| Par Bay = BT Oo DP Cm), Wo = Pr, y) (9 


44) Tr 


或 写 得 简单 一 点 


一 2 一 


| paz Qay = BB)—$ (4) = PM) 可 (9a) 


As} 寺 

这 个 冬 式 与 以 原 逐 数 吕 出 寻常 定 积分 的 积分 举 基 本 :公式 完 本 相似 [185 段 ]。 
但 再 强调 一 次 , 它 只 适 琴 于 -与 路 线 无 基 的 线 积 分 。 

附注 ”点 条 件 ( 妨 ) 雪 东 恰当 繁 分 的 竺 征 儿 十 欧 拉 和 克 莱 罗 (1740 年 )。 

微分 式 (6) 和 的 粮 积 分 ( 梁 有 这 个 名 称 ) 也 最 先 在 克 莱 罗 获 作 “地 球形 状 的 
理 蒋 …”(1743 年 ) 中 中 看 到 。 克 荣 轩 将 曲 效 形 闫 稿 成 了 z 刁 # 间 的 方程 的 
形式 , 借助 它 由 (86) 消去 Y 和 dy, 然后 将 所 得 只 售 和 如 的 式 子 积分 。 那 里 
克 芋 罗 世 指出 了 积分 与 曲 镜 形状 无 关 的 条 件 : (6) 式 应 训 是 完全 微分 ,而 这 有 
要 条 件 (4A) 实 更 。 

351， 在 物理 向 是 上 的 应 用 ”有 了 所 群 这 些 理论 我 们 现在 回 汉 以 前 [335 
段 ] 所 讨 验 过 的 力学 及 物理 方面 的 阅 题 。 

1) 妨 韦 记功。 我 们 已 轻 看 到 ， 在 一 个 慎 量 为 1 的 乱 虚 由 点 4 移动 到 点 
B 时 其 办 苗 之 功 可 起 为 后 积 分 [ 窜 阅 335 段 , (12)]; 

A= | Xdz+ Fay, C10) 
和 | 

这 里 芝 = 革 (wy 中 民 了 = 了 (2 有 ) 沪 力 堪 强度 在 坐标 山上 的 射影 , 而 (4 可 表示 
质点 的 表 线 。 

很 自然 地 要 曾 , 在 什么 条 件 于 力 易 之 功 内 节点 的 起 迄 履 痢 有 关 而 与 辆 宙 
形状 泡 关 。 这 个 涪 题 显然 等 价 于 钱 积 分 (10) 之 值 与 积分 路 钱 无 关 的 问题 。 
所 以 所 求 的 条 件 就 是 等 式 


oo (11) 


当然 在 此 要 假说 包含 力 声 的 区 域 是 单 韦 通 的 并 且 辆 数 了, 了 及 其 导 陋 数 到 外 
都 是 带 秆 的 。 


”rr pt ce 


娶 力 场 之 功 局 之 了- 天 有 其 必 、 要 而 分 的 基体 时 要 件 最 要 功 元 裘 。 
下 T 吓 Yay 


让 


这 处 在 的 二 并 其 狗 不 委 黎 盆 雹 。 


由 有 焦 文 虱 本 (苏联 科学 院 贞 三 往 ， 切 忆 行 厌 并 如 再 。 


Pr tt re 
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一 点 由 位 置 ACxo， yw) 称 动 至 位 器 Beris 1 时 位 势 增 之 功 就 等 于 相应 力 
图 激增 基 :; 
U(x ti) Ul, gn) =0(B)—U(A4), (12) 
作为 一 个 实 全 我 们 来 看 牛 枯 引力 最 。 如 果 在 E 坐标 原 辐 0 放 一 个 质量 x， 
而 在 点 44 放 一 扶 量 则 后 一 质量 将 号 到 吸引 塘 也 其 方向 朝 落 中 心 0; 其 大 
小 等 于 


五 内 一 一 

F237 
这 里 f= 十 本 是 瞩 雪 4 证 原点 之 距离 中 。 因为 下 已 与 华 标 雪 所 成 之 各 的 
祭 焉 各 为 一 一 及 ~- 之， 所 人 Y 力 下 在 釉 上 的 射影 可 考 态 ; 


z X= 一 个 ， 了 = 一 等 . 
旺 热 , 个 顿 时 是 位 热 塌 , 因为 
是 医 数 
上 
“了 
的 微分 , 而 这 醒 数 在 此 就 起 位 势 画 数 的 作用 ; 它 志 做 ( 汤 在 点 0 的 ) 牛 邮 位 势 。 
尽管 在 坐标 原点 上 有 一 “ 奇 点 ”一 -那里 图 激 已 王 不 过 向 ， 而 {13) 式 话 允 内 


科 的 积分 即便 界线 包含 原点 时 仍 为 0。 
证 质点 由 位 甘 4 移动 至 位 置 召 时 易 力 做 的 功 [大 吗 (12)] 


这 单 rd4 及 TB 苦 为 点 4 天 吾 与 中 心 的 距离 ， 

2) 不 可 乓 坑 注 体 的 平面 稳定 流动 。 如 各 以 久 0 表示 速 讼 关 量 沿 华 标 炳 
的 分 朋 , 芭 如 335 段 2) 寻 过 的 , 单位 时 间 闪 通过 于 界 访 ( 互 ) 流向 内 部 的 流体 
是 等 于 

QO= | az 一 ay 


‘Hf 


QD 不 点 上 电荷 + 所 引起 的 诛 证 引 腺 命 引力 静电 加 由 是 这 样 的 (如果 划 的 是 声 在 计 电 质 
嵌 了 上 的 作用 的 证 )。 


_o86— 
[ 湖 阅 335 盘 . (14})]。 在 梁 有 泉源 和 和 沁 洞 时 近 沾 积分 全 等 于 0, 南 此 排 知 , 建 
上 度 基 量 的 分 晤 ww 2? 必 : 钴 适合 条 件 


于 是 被 积 式 tdz 一 wdy 有 一 原 国 数 g CHM) = ta; 败 , 它 在 流体 力学 中 称 为 
王 语 数 。 
”如果 了 权 尾 一 连结 点 4 与 吾 的 曲线 (37， 则 我 们 知道 [335 眉 , (14)]， 企 
章 乌 时 j 计 内 递 过 它 该 向 一 出 的 流体 昌 可 由 种 分 
8@= | wr-udy 
iAB) 
表 出 , 曲 粮 (4B) 上 的 方向 应 避 这 样 渤 定 使 得 指向 所 议 一 伍 的 法 各 , 与 切线 正 
向 或 十 避 之 角 。 现 在 我 们 看 到 ， 此 量 局 等 十 曲 链 两 端 沈 丽 灼 值 之 基 p(B) ~ 
| | 


$5， 二 重 积 分 的 变数 替换 
352， 平 面 区 域 的 变换 识 给 了 两 个 平面 , 一 个 带 有 一 钵 直角 
坐标 轴 x,y, 另 一 个 带 有 同样 的 不 标 畏 马 m， 我 们 误 想 在 这 两 个 斑 
面 上 有 两 个 有 和 界 妥 区域: 在 zy 平面 上 有 一 区 域 (DD) 而 在 妃 平 面 上 
有 一 区 域 (A)。 / 
每 一 区 域 的 界 克 或 边界 我 们 者 假设 是 深 自 光滑 的 简单 曲 宰 ; 
区 域 ( 轧 的 界 帮 以 (3) 表示 , (A) 的 以 ( 卫 ) 表 示 ( 图 37)。 


识 在 区 域 (4) 闪 办 了 一 粗 连 粮 画 数 

=x(t,"), | 

8 一 红 志 9 ， 

它 给 区 域 (A) 内 答 个 点 (如 人 功 配 灸 一 个 《下 内 的 相应 点 (az 轨 , 厦 且 

CD) 内 沿 有 一 个 点 被 漏 掉 , 告 一 个 这 样 的 点 都 至 少 与 (A) 内 某 一 点 
《< 2 相应 。 

如 果 (A) 中 不 局 的 点 (此 切 帮 相 成 于 (人 中 不 同 的 点 (2 抱 (入 
后 很 设 一 律 如 此 ), 如 此 每 点 (os 力 只 相应 于 一 个 点 (名 器 ， 草 方 程 
(DD 可 对 总 7 单 值 地 解 出 : 变数 也 是 区 域 (D) 内 wy 的 单 值 
卫 数 : : 


(1) 


过 一 上 (2 区 | {1a) 


DH, 9), 
如 此 ,在 区 域 (D) 与 {A) 之 问 建 立 了 一 种 相互 单 秆 的 或 一 对 一 
的 关系 。 也 可 以 说 公式 (1) 实现 区 域 (A) 至 区 域 (D) 的 变换 , 而 公 
式 (1a) 给 出 区 域 (D) 至 区 域 (A) 这 道 变 换 。 
沟 往 意 此 时 界线 ( 习 ) 上 的 点 必定 相应 子 界 矿 (D) 上 的 点 , 肥 


过 来 说 也 如 此 。 
”我 们 还 假 衣 画 数 (1) 不 但 本 身 严 种 ,并 且 还 在 (4) 内 有 一 阶 器 
种 偏 导 加 数 。 _ 
于 是 图 数 行列 式 
Dr, 7, : 
DE- Dy On 2) 
AE Om | 


也 在 区 域 (A) 办 是 台 的 如 各 西数 。 我 们 认为 这 行列 武 永远 不 等 
于 0， 世 以 以 违 炉 性 保持 固定 的 正 负 号 。 这 人 限 届 以 后 将 起 重要 
作用 。 
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如 果 在 区 域 (A) 内 取 一 逐 段 光滑 曲名 《A)， 则 由 变换 ( 姜 它 变 
成 区 域 (也 内 一 条 同 祥 的 曲 强 ( 荆 )。 
事实 上 , 设 曲 克 (A) 的 方程 是 
d=E(t), n=n(t) 
(03 三 of 让 )， . (3) 
闪 且 (如 限于 曲 儿 的 一 个 光滑 段 ) 可 以 计 为 画 数 &( 引 ,mn( 们 有 不 同 
时 等 于 0 的 迷 种 导 醒 数 。 将 这 些 丽 数 代 太 变换 GD) 的 公式 里 我 倍 
得 相应 阳线 ( 妃 的 贿 变 方程 : 
vt) WE)) =), 
y=y E(t, nt)) =y(t). 四 
不 淮 看 出 , 这 些 画 数 也 有 过 矿 导 画 数 : 


- s(t) EE ) + F(t), 
y 1) = ) m1), (5). 
3e 3 

它们 也 不 能 同时 等 于 0, 如 此 在 曲 各 (了 上 没有 奇 点 。 

事实 上 ,如 共 不 然 , 则 央行 列 式 了 基 约 不 等 于 0 而 由 (5) 将 从 
而 有 同时 名 一 0 及 中 =0, 这 与 所 股 矛 盾 。 

各 果 虚 (名 只 在 各 在 面 上 描 出 一 闭 界 纺 (A)， 比 方 数 沿 着 正 
的 方向 则 相应 点 (zy 纺 也 在 zy 平面 上 撒 出 一 开 界 态 (Z)， 但 其 方 
向 可 正 可 负 。 这 辕 是 下 面 将 看 出 [354 段 , 1 ] 苇 吏 决 子 击 数 行 丈 
式 的 正 负 号 

区 城 (A) 内 每 一 对 要 数值 二 与 本 在 加 平面 上 音信 地 决定 区 域 
(四 ) 丙 的 一 点 , 反 过 来 也 是 如 此 。 因 此 总 ?两 数 也 可 称 为 区 域 (D) 
内 点 的 从 慰 。 

区 域 (D) 内 那 此 有 一 个 业 标 保 拓 回 定 的 点 所 组 成 的 由 线路 
玲 标 存 。 
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例如 , 在 (中 合 ? = 我 们 得 一 条 坐标 各 的 参 变 者 有 式 如 下 : 
zero 
y—y(t, 0) 
《这 果 世 是 参 变 数 )。 在 方程 (1a) 第 二 式 中 全 二 6 好 得 同一 硬 的 
聊 式 方程 。 
VE, Y) = . 
由 于 , 坐 标 黎 一般 襄 来 是 曲线 , 因此 把 决定 xy 平面 上 点 的 位 
置 的 数 总 多 中 做 点 的 中 线 坐标 。 
烙 坐 标点 不 同 的 (可 能 的 ) 常 数值 , 我们 就 在 zg 平面 上 得 出 
整 族 的 坐标 右 。 固 定 坐 标的 值 ,我们 可 得 出 另 一 族 和 坐标 稳 , 在 所 
考虑 区 域 加 有 单 值 对 应 关系 时 则 一族 的 不 同 曲线 彼此 都 不 相交 ， 
天 自 区 域 (DD) 内 每 个 点 有 每 族 中 的 一 条 区 通过 。 
wy 平 国 上 整个 毕 标 炎 网 就 是 平面 上 渔 亲 网 = 常数 和 = 
一 当 数 的 映像 (图 37)。 、 
例 1) 曲线 坐 标 中 ， 最 入 单 而 俐 要 的 例子 是 极 坐 标 *, g。 它 们 有 让 跑 
几何 解释 , 外 天 径 及 极 角 , 但 也 可 形式 地 以 熟悉 的 关 梁 


寺 二 COS | (70 
y=?sing 2 
求 引 A。 
如 果 沿 两 条 季 直 的 轴 载 取 *+ 与 # 的 


值 , 比方 褒 , ? 算 横 坐标, 8 算 航 从 标 ( 石 
手 定 向 法 )， 册 中 平面 * 闻 8 的 等 一 点 按 
上 述 代 式 相应 于 节 平面 上 的 一 个 点 。 

茂 者 或 证 已 遇 到 过 本 例 中 的 些 标 
斌 : 直线 ”= 常数 相应 于 全 私 为 * 中心 、 
在 原点 的 由, 而 天神 5 = 党 数 相 应 于 通过 
原点 与 了 二 成 8 角 的 射线 (图 38)。 

人 也 症 本 例 和 市 变 措 公式 一 般 不 能 单 值 地 解 出 : 当 角 #8 的 大 小 改变 2kr (Ek 为 


上 整 数 ) 并 个 影响 z 与 4 的 依 。 要 得 出 到 平面 的 所 有 点 只 要 将 8 的 乱 限 地 
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+ Er 
就 各 了 。 短 个 异 于 原点 的 点 (x, 痢 相 应 于 一 个 ?>0 的 什 及 上 议 范 革 内 的 
一 个 8 值 。 但 关于 维和 标 原点 且 仍 米 能 各 车 破坏 一 一 对 应 性 ; 虑 z==y==0 相应 
于 ## 平 癌 上 的 整个 # 要 CC 有 时 也 可 指 甚 古 8= 沾 至 站 =25 的 一 段 )， 
我 们 灯罩 78 半 面 上 一 个 阴 强 形 [0, 二 27j] 或 904B7( 图 9); 不 难看 肌 ， 
它 相 应 于 zy 平面 上 一 个 加 弹 原点 疝 侍 笃 电 =04 的 关 吗 。 但 这 个 加 的 们 界 


A 站 


六 
“ee 


-my 


过 

- e 此 fr 
i 加 ”39. 可 

线 只 相应 于 所 褒 窟 形 的 一 过 up; 边 ou 和 pyY 二 者 则 都 棚 示 于 续 贺 同一 牛 径 

04; 最 后 , 整个 边 or 则 仅仅 相应 于 一 点 0。 前 般 中 所 指出 的 条 件 在 这 里 显然 

小 有 成 立 。 

但 如 果 将 边 or 手 德 一 小 量 p= 00 而 这 站 推 荐 一 小 量 = 8B， 则 新 的 
线形 org'p'Y! 将 相应 于 wy 平面 上 的 图 形 0450" 后 着 由 原来 的 图 去 朱 一 什 
径 为 P 的 小 图 及 中 心 角 为 的 岩 局 形 而 得 , 这 一 来 所 有 人 条件 都 符合 了 。 在 78 
平 画 上 一 点 六 线段 a8，BY' ?710 6 特 动 时 , xy 平面 上 的 相应 点 将 佐 次 模 
则 :不 完全 图 周 43/( 牛 径 为 五 ), 线 谍 BO', 不 完全 国 周 CO (年 委 为 p}) 及 糯 
段 04。 厢 便 指 出 , > 平面 上 正 向 莉 行 就 相 庶 于 下 平面 上 的 正 同 琵 行 。 

硒 本 例 中 王 痊 行列 式 等 于 | 

Ds _ cos@ —rang| 


Dro) | cing Foo | Wk 
它 在 除 出 原点 时 就 保持 为 正 号 。 


， ”2) 有 时 顶 先 给 害 坐 标 续 网 , 然后 依据 它 建立 曲 贱 华 标 条 要 方便 些 。 
例如 我 们 看 两 捞 物 线 放 ( 国 40); 
=2pr 和 w=29y; 

每 怒 各 自 沪 满 整个 zy 平面 ( 除 赎 从 标 籼 )。 


ao0t 
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RR | /py 
RN 
2 

SN 

BN 


男 负 . 
自 热 可 以 第 肥 8=2p 和 和 #=29 作 出 芒 坐 标 。 由 等 式 严 =# 打 和 R= 地 
我 们 有 
2 2 
EAT 


这 里 行 钨 式 等 于 
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353， 以 曲 匀 坐标 表 出 面积。 我们 根 裕 zy 平面 上 给 定 了 一 个 
区 域 (如 它 山 一 逐 自 光滑 简单 界线 (5) 所 包 图 。 训 公式 (1) 建 站 
了 这 个 区 成 与 恤 下 面 上 里 类似 界 缕 ( 卫 ) 所 圆 的 区 域 (A) 之 镜 的 
”一 一 对 应 关系 。 

我 们 保留 352 外 中 所 有 关于 这 区 域 变换 的 假 散 ， 并 且 还 假设 
在 区 域 {A) 内 话 画 数 (1 中 任何 一 个 部 有 运 桔 的 二 阶 说 和 台 导 画 煞 ， 
比方 说 
和 


tae 


- 一 2 一 . 
(由 于 迷 钙 性 它们 有 相 针 的 全 ,13 段 )@。 
在 这 些 假 届 之 于 我 们 现在 的 问题 是 要 把 xy 平面 上 的 一 个 区 
域 前 面积 也 党 为 展 布 在 司 焉 面 上 区 域内 的 二 重 积分 。 
我 们 由 
D= | zay, C0) 


这 个 以 从 区 域 (D) 的 界 楼 (8) 所 取 的 入 积分 表 出 积 也 的 公式 出 
发 [ 贿 关 347 段 , (4) ]。 

以 后 的 变换 步 灵 如 下 : 先 利用 界 太 的 参 变 方程 由 糖 积分 (6) 转 
为 寻常 定 积分 。 然 后 再 将 此 定 积分 变 为 入 积分 ， 但 这 回 已 构 是 沿 
区 域 (4) 的 界 矿 ( 马 ) 取 的。 最 后 , 用 格林 公式 将 所 得 如 积分 换 成 
区 域 (A) 内 的 二 重 积分 。 

在 实现 这 些 步 区 时 我 们 需要 界 纺 (8) 的 参 变 方程 。 既 然 以 后 
我 们 想到 过 滤 到 界线 ( 卫 )， 则 现在 不 如 就 由 这 界 稻 的 方程 出 发。 
脱 (3) 式 答 出 曲 镜 ( 且 ) 的 参 变 表示 法 ; 于 是 ( 当 式 显然 输出 易 杂 (3) 
的 湖 变 表示 水 [由 我 们 的 假 识 推 知 ,352 段 ]， 因 为 正 是 这 条 时 和 缕 在 
xy 平面 上 相应 于 界 入 ( 习 )。t 的 次 化 界限 & 与 8 我 们 选择 得 使 由 
a 变 到 8 时 曲 角 (3) 以 正 的 方向 找 出 ; 这 永远 可 以 做 到 。 

于 是 , 按 334 段 公式 (59)， 

D= zy Cd 


或 者 注意 到 公式 (和 和 {5) 则 有 


pb GORIOU EA EO 


中 “这些 补 序 假 没 对 天 后 焊 果 的 正 硝 性 而 伙 是 不 重要 的 ， 加 入 它 全 只 是 为 了 是 
胃 起 来 窜 昂 一 点 。 


将 这 个 积分 与 沿 界 秋 ( 卫 ) 下 向 所 到 的 缠 积 分 
a (Bear Bo) (8) 


对 上 比 。 如 果 想 要 把 这 辜 积 分 按 寻常 法 卓 化 为 寻常 定 积分 ， 则 这 里 
必须 应 申 黎 ( 卫 ) 办 变 方程 中 的 画 数 EC 人 和 ( 引 来 赫 代 入 而 
天 和 分 (7 
是 还 要 注意 到 一 种 情况 。 在 1 由 a 变 于 8 时 界 简 (9) 是 以 
三 术 册 的 ， 一 我们 村人 人 办 的 ， 介 
界 辜 (对) 在 此 可 以 特 正 疝 描 由 志 可 以 循 负 向 描 出 ; 如 此 ， 积分 (7) 
和 (8) 事 实 上 可 以 正 负 号 不 同 , 在 任 二 情形 下 
.D=+ [BE EE te Sdn, | (9) 
[| 
关 且 (再 提 询 一 式 )， 如 界 纺 (8) 的 正 向 环行 相应 于 加 揽 (号 ) 的 正 
向 环行 , 则 取 正 号 ; 否则 取 负 号 ; 
最 后 ， 只 剩 下 要 将 所 得 缕 积 分 化 为 二 重 积分 。 这 要 用 到 祝 术 


公式 。 


| PIE Mas+ WE may = 全 -3 2E ata 


这 里 我 们 今 


Plé, 7 -wy, Q (6, 全 ) 于 过 


B09 _ droy | OY . 
23¢ 259n ~ HAE 
aP _ ardy oy 
Dn OE “~ atgn’ 


而 y 的 二 阶 混合 导数 彼此 相等 , 所 以 


一 294— 


39_3P_DnD) 
96 En ~ DE, £9 
并 且 我 们 得 出 会 式 


万 = 土 DE dan. 


我 们 在 352 段 已 看 到 , 在 所 作假 设 之 下 行列 式 


J D2 


在 区 域 (4) 内 保持 一 定 的 正 负 号 。 放 积分 也 有 同一 正 负 号 。 但 积 
分 前 还 有 一 双重 导 士 ; 启 然 精 果 须 每 出 一 个 蜂 正 的 正 数 功 则 显然 
这 积分 前 面 的 正 负 号 必须 与 行列 式 的 正 负 号 一 致 。 如 果 将 这 正 负 


号 着 到 积分 号 下 的 而 数 上 ， 出 在 那里 显然 就 得 出 行列 式 的 郁 对 性， 
如 此 面积 的 最 后 形 出 式 是 


a te (10) 


这 就 是 我 们 所 要 建 证 的 公式 。 
积分 芯 下 的 式 子 


ob) ge do 
DEL aé dn= IIE dt dn 


通常 称 为 曲 简 些 标 柔 中 的 面积 元 素 。 例 如 我 们 便 夏 到 在 化 为 极 华 
标 时 醒 数 行列 式 等 于 7, 所 以 极 举 标 面积 元 素 是 rdrd9。 

354， 补 充 给 明 1°. 如 果 将 公式 (9) 中 如 何 选取 正 负 号 的 法 
则 与 这 一 正 负 号 必 肝 与 而 数 行列 式 正人 号 一致 这 一 事实 相 比 较 ， 
就 可 推出 一 有 有 趣 的 推 获 : 如 果 这 行列 起 保持 正 号 ， 旭 界线 (37 和 
( 允 ) 的 环行 正 向 依 变 换 公 式 彼此 相对 应 , 如 果 这 行列 式 有 和 负 号 ; 则 
一 个 界 简 的 正 向 相应 于 另 一 界 杰 的 负 向 。 


显然 , 这 对 区 域 (3) 和 《 马 ) 中 任何 一 对 相 成 的 简单 间 界 稻 而 
言 都 是 如 此 。 所 得 畏 果 不 难 用 352 段 所 举 的 例子 来 膨 证 。 


一 205-- 一 
将 中 镇 定 可 [34 自 (9)] 应 用 子 公 趟 (10)， 可 得 出 关系 式 
一 | JE 可) | 和 A， C11) 
共 中 (Et, 是 区 域 (4) a 而 上 是 这 区 城 的 面积 。 
将 这 关系 与 控 格 朗 日 公式 还 较 ; 
FA — Fa) = (EB a) {até<p). 
如 果 z 二 ft{ 司 是 单衣 画 数 , 其它 在 区 间 aeE<8 与 了 ax (2) 
[如 果 f(z) 是 降 画 煞 旭 为 了 (人 sz 之 间 建 立 一 一 对 应 英 
系 。 以 8 和 了 表示 此 二 区 间 之 长 ; 王 是 拉 格 毅 日 公式 化 为 等 式 
d=|f' (E18, (12) 
它 与 等 式 (11) 租 仙 。 
如 困 在 公式 (12) 中 将 区 问 [a,8]“ 弟 "成 一 点 名 则 赫 果 得 出 关 
系 式 


f(D 1=lim$, 


如 此 导数 的 粮 对 值 可 以 膏 是 再 帮 ( 在 所 办 的 点 上 ) 变换 成 x 吾 简 
的 延展 逐 数 。 
网 媳 由 从 起 (1D) 将 区 域 (A)“ 迷 “成 一 点 (名 从而 得 


1 mn) 1 = im, 


”如 此 而 数 行列 式 的 焰 对 值 也 就 起 了 名 平面 (在 其 所 得 一 点 上 ) 变 
换 为 zy 平面 的 延展 系数 的 件 用 。 

在 此 我 们 及 一 区 看 到 导数 与 本数 行列 式 风 深 齐 的 相似 之 处 
(参阅 第 十 九 章 )。 

3°， 公式 (0) 告 新 我 们 ， 面积 和 无限 交 小 时 其 相应 面积 刀 也 
无 限 变 小 。 由 此 已 烃 不 难 证 明 ， 在 352 段 记 时 蔡 的 区 威 变换 具有 
如 下 重要 性 质 ， 它 将 区 磊 ( A) 内 一 条 面积 为 0 的 曲 神 (A) 变 为 区 


ee St 


一 名 1 一 * 
域 ( 厂 ) 内 一 面积 也 为 0 的 曲 春 ( 厂 )。 

4"， 公 式 (10) 是 假设 了 区 域 (万 ) 与 (4A) 阅 有 一 一 对 应 关系 ， 
阶 数 (1) 及 其 偏 导 数 连 煤 ， 关 且 行 列 式 (2) 正 负 号 不 变 这 些 条 件 而 
导出 的 。 但 在 实际 上 常会 通 到 这 些 假 设 在 一 些 个 别 点 上 或 个 别 曲 
线 上 不 成 立 的 情形 。 

和 如果 这 些 点 和 曲 黎 在 两 平面 上 都 可 用 面积 任意 小 的 区 域 (4) 
和 (8) 包 起 来 , 则 将 它们 了 路 出 去 以 后 这 公式 就 成 为 可 调用 的 了 : 

pD-a= | | \7(é, Dlat dw, (10a) 


[一 LY 


说 机 下行 列 式 在 区 城 ( 人 ) 内 保持 有 既 : 
JE, |<; 
于 是 积分 (108) 与 积分 (10) 只 相关 
[rcs, atay< Ms. 


取 (10a) 式 在 4 及 5 一 0 时 的 极限 ， 即 受 得 公式 (10)。 
为 了 设 明 起 邵 我 镜 回 到 852 段 的 例 1) 及 图 39 的 图 形 。 
对 于 短 形 A 二 [0, 高 0,2m] 及 牢 径 为 的 加 (D) 的 情形 (加 心 


在 原点 ) 公 式 (140) 成 为 


p=-|f dr dg 


的 有 形状， 要 直接 应 用 它 是 不 行 的 。 但 如 果 除 挤 表 影 太 所 访 的 区 域 
《其 面积 随 P 及 8 而 趋 于 0)， 则 对 剩 下 的 区 域 这 公式 就 可 以 应 用 ; 
剩 下 只 要 取 极 限 就 行 了 。 ， 

”355， 几 何 的 推导 法 ”公式 (10) 虽 然 莘 单 但 是 不 直观 的 推理 

, 法 导出 和 的。 现在 我 们 来 硅 这 公式 的 另 一 种 推导 法 。 从 几何 方面 看 

来 达 一 推导 法 是 非常 显明 的 ; 它 属于 各 斯 脱 罗 格拉 德 斯 基 [ 参 间 下 
面 359 段 ]。 


我 个 再 来 洪 虑 公式 
《二 所 和 葵 的 田 上 平面 至 
zy 平面 的 变换 。 在 2 
下 而 上 划分 出 一 个 无 穷 
小 矩形 IITIIIIsHas 其 过 
为 号 及 dm 平行 了 于 去 
轴 及 了 畏 ( 图 414)。 这 
秆 形 在 xy 下面 上 的 上 映 图 41， 

像 是 曲 弹 四 边 形 PiPoPaPA( 图 416); 我 们 来 决定 其 面积 。 
tm 平面 上 那个 矩形 的 顶点 坐标 如 下 : 
I{é, 7); Htétoat,n) Ds(é+dt,nt+adn), IL(é, n+dn); 
和 在 这 情形 起 应 曲 甘 四 球形 的 项 点 将 有 这 样 的 坐标 ; 
Pitw(lé nm yen)), 
Palwlt+ de 的 十 全 为 
Pa(xtE+ade, nt dD), yet dd, nt da), 
Palwlé, T+ am), y+ dy)). 

如 办 只 限于 对 性, do 而 车 的 一 阶 项 ， 则 诸 点 可 近似 取 为 = 
Pl, y)s 


Pz+9at, y+ udE), 


P(e+ 人 + 人 ean, 多 十 二 2 


可 
PKz+ 宁 Ty, y+ Pd) 


这 里 z=x(&)，g 一 (名) 并 且 所 有 导数 都 是 在 点 (E,n) 上 计算 
的 , 饭 然 线段 PPs 和 PsPs 在 两 莫 上 有 相等 的 射影 , 则 两 粮 段 本 身 
相等 而 且 平行 , 如 此 ， 若 不 诗 高 阶 无 穷 小 风 四 边 形 P,PsPsP， 可 以 
说 是 一 个 平行 四 过 形 。 


于 


1 


它 的 面积 就 毕 于 三 角形 PLPsP; 面积 的 二 异 。 册 解析 几 何 知 
道 ， 项。 眠 2 (ri 1s (ro, ya (Tg, 各 ) 的 三 角 形 的 王 各 的 汪 笠 方 等 于 
行列 式 


i 


Bo WIs Wo Hs 
的 碟 对 值 。 

“应 用 这 个 公式 于 当前 的 情形 , 最 得 所 求 茄 积 (还 是 不 计 高 阶 无 
闪 小 ) 竺 于 行列 式 


Br ax 

de dy 

Ed _ D(a,y) ge a, 
Gy ae. Dy a Dé,n) 

Oe | 


的 杷 对 入。 所 以 
面积 PPsPsPs= | Foe |at dn. 

将 邹平 面 上 的 图 形 (A ) 咱 在 行 于 弘 标 朝 的 站 娘 分 成 许多 无 
准 小 短 形 (忽略 边 各 不 规则 的 小 所) 市 同时 将 29 平面 上 的 相应 图 
形 (也 ) 分 成 了 上 进 屠 种 曲 米 四边形 。 将 已 灯 得 到 的 相应 于 它们 的 
面积 表 出 式 加 起 米 , 就 重新 得 出 公式 (10)@。 

如 此 ， 财 寺 齐 的 奥 斯 腊 风格 拉 德 斯 大 推导 站 指出 一 种 重要 的 
几何 想 流 : SCI0) 的 和 省 畏 () 的 而 时 不 是 本 
曲 贸 网 分 成 入 a TT 

”在 菜 些 简 划 的 情形 “面积 元 索 ” 的 曲 禾 坐 标 表 出 式 可 以 直接 四 
下 来， 几乎 不 需 要 计算 。 


例如 , 在 化 为 极 些 标 时 可 这 样 推 想 。r6 平面 上 以 dr 及 好 为 


中 这 一 推导 洽 也 不 难 做 得 完 研 严 窑 。 


0— 


边 的 小 算 形 在 zy 焉 面 上 就 相应 
于 一 个 这 样 的 图 形 ; 它 由 华 径 为 
r 和 7 十 Qr 的 两 贺 弧 及 由 原点 出 
发 与 x 畏 成 8 和 98+ 史 角 的 两 射 
加 所 图 成 (图 4 各)。 将 这 图 形 近 似 
地 看 作 以 dr 和 7r68 为 迪 的 矩形 


碟 立 是 得 出 万 求 面积 元 素 类 出 式 
rdr oo 加 ”+ 生 . 
350， 二 重 积 分 中 的 变数 更 换 ”我 们 来 看 二 重 积分 
| (Cz, ydrdy. . (13) 


DD) 


这 里 区 域 ( 力 ) 由 深 自 光滑 的 简单 界 补 (s) 刻 加， 而 效 数 f(x,y) 在 
这 区 域内 是 连 粮 的 。 : 

现在 假说 区 域 ( 吃 ) 由 公式 (1) 

C=), yy ) 

与 名 平面 上 某 区 域 (A ) 速 系 起 来 ， 满 足 所 有 在 353 段 推导 图 形 
《 厂 ) 在 井 纤 坐标 式 中 的 面积 公式 (10) 时 的 条 件 P。 我 们 的 目的 是 
要 更 换 积分 (13) 中 的 变数 而 将 它 类 为 展 布 在 区 域 CA ) 上 的 积分 的 
形式 。 

因此 我 们 契 一 个 还 诺 光 潍 昌 入 网 将 区 域 (A ) 分 咸 小 区 域 (A) 
(= 9, … %); 于 是 区 域 ( 思 ) 就 被 (也 是 逐 耻 光滑 的 ) 相 应 周 
钱 分 成 小 区 域 (D) (图 43, 4,6)。 在 每 一 小 区 域 (Di;) 中 各 任 取 一 点 
Cn ye); 万 后 ， 做 成 积分 418) 的 积分 和 


一 之 ,fr is 


人 和 -ay 存在 间 且 尝 渡 。 参 开 叶 2 页 底 法 ， 


QD 如此 我 们 也 候 圾 二 阶 混合 导数 到 药 和 志 - 革 


图 “9， 


它 在 区 城 (D,) 直 笃 的 连 最 大 的 趋 于 0 时 以 该 积分 为 其 极限 。 
应 用 公式 (11)[354 段 ] 于 每 个 小 区 域 CDo), 我 们 有 
DD = [TE,, 万 人 | "its 
这 里 (EE, 是 区 域 (Ai) 内 的 一 点 。 民 入 积分 和 a 中 得 


全 = Sf (we Ys) J(E, 下 1 A 
. 


点 {Eo 万 i 须 依 由 值 定理 决定 ,我 们 不 能 任意 选取 ， 点 (ae 区) 
却 是 可 以 在 区 域 42o) 内 完全 任意 地 选取 的 。 利用 这 一 任意 性 我 们 
就 全 

. Hi =r Wi), =y(E 75), 
即 在 (Zi) 内 选取 共 与 (At) 内 的 点 (&&, 订 ?) 相应 之 点 作为 点 (zx,51)。 
于 是 积分 和 屯 成 这 样 : 


-人 一 Df xlés, Pye D1 [TEs 30) | A 
在 这 形式 之 下 它 显然 就 是 积分 
JjfCecé, ,v8 TE Dady 014) 


{a 
的 积分 和 。 这 个 积分 一 定 存 在 ， 因为 被 积 画 数 是 连 种 的 。 
如 村 现在 诗 所 有 区 域 (A;) 的 直径 都 趋 十 0， 姑 因 画 数 (1) 的 束 
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模 人 性 , 所 有 人 区域 ( 马 ) 的 直径 也 随和 而 赵 于 0。 于 是 总 和 二 朗 应 趋 子 积 
分 (13) 又 应 趋 于 积分 (14)， 因 为 它 同时 是 两 个 积分 的 积分 和 。 
如 此 ， 


re, par oy= [Jf (sc&, ,yD TE ag dr. 015) 


1D 


这 个 公式 就 解决 了 所 提出 的 二 年 积分 变数 更 换 问 题 。 公 式 
(10) 显 然 就 是 它 的 特例 , 在 它 里 面 取 了 (2,y) 三 1 就 可 得 到 。  ， 

如 此 , 在 二 重 积分 中 作 变 数 更 换 时 , 不 但 要 将 画 数 了 中 的 > 和 
Y 换 成 它们 的 胡 出 式 (1)， 还 要 将 面积 元 素 dxdy 换 成 贡 缕 坐标 的 
次 出 式 。 . 

用 类 似 354 段 4* 的 扒 芥 法 不 难 在 此 起 明 ， 对 变换 (1) 的 条 件 
在 个 别 点 上 或 友 上 不 满足 时 的 一 系列 情形 公式 (15) 也 仿 保 持 
正确 。 


357， 与 单 积分 的 相似 。 定 向 区 城 上 的 积分 “二 重 各 分 变 狐 更 痪 公式 与 
下 列 篇 单 定 积分 的 变数 更 顽 公 式 非常 相似 : 


Eo 和 
|roaz= [f(aC EC (16) 


但 在 会 式 (16) 中 旋 鹏 对 值 的 佑 号 , 这 多 少 茂 及 了 和 相似 性 。 这 点 差异 很 

容易 解释 。 简 单 定 积 分 是 依据 有 疝 区 间 涵 各 的 [180 段 ]:,4 可 以 小 于 b ,也 可 
以 大 于 同样 上 可 以 小 于 有 也 可 以 大 于 B。 而 二 重 积分 则 至 今 我 何 是 只 对 
无 向 区 战 来 小 虚 的 。 

但 是 在 二 重 积分 的 情形 莪 同 也 可 以 来 尘 患 有 向 区 域 。 区 域 的 定向 只 要 
葵 界 缆 以 一 定 的 环行 方向 ( 正 或 负 ) 就 行 了 [332 段 ]; 同时 这 也 就 是 区 成 内 所 
有 坑 单 于 并 曲线 的 环行 方向 。 如 时 选取 的 是 正 的 环行 方向 就 识 融 区 域 有 正 : 
定向 , 否则 就 费 它 有 和 负 完 向 。 

如 果 一 个 区 域 ( 卫 ) 有 正定 同 , 则 其 面积 自然 可 以 构 定 取 导 常 的 曾 积 而 带 
上 正 号 , 在 相反 的 情形 , 则 带 负 号 。 在 区 域 (也 ) 被 分 成 小 区 域 ( 了 时 , 如 上 而 
所 胎 , 这 些小 区 域 是 依 妥 多 区 破 的 定向 法 来 定向 的 ; 其 面积 也 葵 予 相应 的 下 
馆 号 。 
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现在 对 有 定向 区 域 ( 了 ?可 以 仿 阴 338 段 的 样式 求 建立 一 芋 和 分 


(J yyasay 


{DY 
的 概念 ; 并 自 这 个 积分 在 区 域 有 正定 向 时 就 与 以 前 所 下 定义 完全 一 臻 ， 在 有 
负 定 向 时 则 莽 一 开外 号 。 
在 二 重 积分 的 这 一 痢 观 点 之 下 , 首先 我 们 就 能 将 353 段 中 曲 条 学 标 面 积 
爹 式 (10) 写 成 画 数 行列 式 上 不 加 级 对 值 号 的 形式 : 


p= | ESata flrs, water 


只 要 区 域 (D) 和 (人 4) 是 按 上 面 所 起 方式 定向 的 。 这 可 直 革 下 354 段 的 说 明 le 
推出。 
在 同样 条 件 下 354 艘 公式 (11) 也 可 不 用 焰 对 值 号 写 丰 
D=J(E -6, 
按照 歼 形 式 它 狐 成 了 拉 格 训 日 公式 的 自然 推广 。 
最 后 , 一 般 公 式 (15) 更 在 也 可 写成 


Hrs yy azay= fc, 1 yC8, mT CE, ras dm, 


ty 【了 


这 里 区 域 ( 纺 和 人 ) 有 相 弃 的 定向 只 要 在 薄 一 的 规定 之 下 ， 单 积 分 和 二 
重 积分 就 会 完 爹 相似 了 。 
但 是 , 训 下 载 们 全 拒 复 寻常 的 观点 而 洪 虐 未 定向 区 域 上 的 二 重 积分 
358， 例 1) 我 们 来 计 筑 下 列 双 炉灶 (图 44) 所 围 国 形 的 面积 ; 
Ca TF) wm Zo (x? ~ ), . 
由 于 有 二 项 式 丰 十 玉 , 使 人 想到 化 为 械 沸 标 。 于 是 分 


r=r0080, y=7sing, 


而 按 公式 
D=|{raras (17) 
(二 》 

来 计算 所 求 的 面积 。 

因为 坪 曲 乒 对 称 于 坐标 翰 ( 这 不 难 由 册 芋 的 方程 看 出 ， 因 为 以 一 2 代 
一 代 Y 时 方 和 不 变 ), 所 以 只 要 决定 鼓 国 肪 () 在 第 一 一 条 限 中 的 开 部 分 面积 
然后 四 们 起 来 就 行 了 。 

并 疆 钱 的 极 坐 标 方程 是 


一 一 


一 加 3 一 


省 3 =20 0c0828, 


并 且 ( 如 限于 第 一 象限 ) 8 应 内 由 上 变 至 工 , 因为 cos28 应 就 是 正 的 。 


图 4. 
因 上 站 ,78 平面 上 粗 度 于 (了 DD) 的 区 域 (4) 由 曲 乔 
| 六 二 pp PT 
( 双 村 楼 的 映 象 )，r 轴 的 一 段 (相应 于 z 朝 上 的 一 段 } 及 9 帆 由 9.=0 殿 6= 
的 一 段 (只 是 原点 这 一 点 的 氧 锭 一 一 对 应 性 被 破 环 了 加 ) 所 图 。 
我 们 有 


工 
4 


[TT] 


3 
了 = | ads ) rar=ar | eos2g d= 
[ 各 


er 


.如 此 所 求 至 面积 为 24? 。 

2) 现 症 我 们 放 明 另 一 种 选 撑 曲 简 举 标 的 方法 ， 它 在 决定 曲线 四 沁 形 而 
午 队 常 常 是 有 用 的 。 如 果 租 成 这 曲 猴 四边形 对 边 的 两 游 贡生 分 别 属于 各 自 
充满 平面 并 含有 一 个 参 变 数 的 两 个 曲线 族 , 则 自然 可 取 这 两 个 曲线 族 作 为 从 
标 铝 网 。 其 大 变数 通常 就 糖 旧 适 家 于 当前 捕 形 下 的 册 钱 坐标 菏 。 

我 们 举例 来 襄 明 这 种 方法 。 访 要 技 由 抛物 镜 

=p = 7 = Ay wm = bth 

(0<p< 0<a<h)( 图 药 ) 所 加 加 撒 的 面积 。 


中 关于 这 一 点 参阅 364 避 祝 明 4 


图 ” 莉 . i 
这 里 比 就 方便 的 是 考 财 入 两 族 朱 物 禄 : 

yr DE 

及 - 
= ue), 

征 一 族 都 充满 我 全 的 图 形 , 出 它们 可 怖 成 一 个 坐标 粳 网 , 这 就 等 价 于 :我 们 可 
取 关 变数 和 7 作曲 米 举 标 , 所 有 和 这些 我 们 已 由 358 息 3) 知道， 由 上 面 各 
方程 我 们 有 ; f= 及 和 六 相 类 此 图 灿 行 列 式 


1 
证 3- 


由 此 立 序 得 到 
D=3C9-p) bo). 


3) 求 球 体 肛 十 妨 十 下 二 可 被 圆 杜 面 好 十 匀 一 瑟 s 所 团 出 来 的 屠 邦 分 
体积 {所 切记 的 立体 有 时 称 为 "条 棒 阿 尼 CViyianD* 体 , 久 十 七 医 纪 总 大 利 
: 这 位 煞 学 家 得 名 ,他 最 先 对 性 感 党 兴 孝 )。 

我 们 [ 控 336 讶 公式 (2)] 有 


Y= 11 Iv ry dvdy, 
[| 


这 里 (了 ) 是 在 录 平 而 第 一 象 隆 里 的 学 
图 , 由 ?=4 和 说 十 六 二 RRz 两 秋 所 因 成 。 

这 个 积分 站 撤 计算 起 来 是 麻烦 的 ; 
但 它 化 为 授 煤 标 就 可 大 为 简化 。 


人 . 
_ - 
- . > 


一 40 一 


(了 ) 界 敌 ( 部 企图 局) 的 极 蔡 标 方 程 为 “一 总 cos29 由 0 变 到 可 。 如 紫 ， 


工 


本 
加 Reose 到 
2 


"=| dg jv Ri—ri. rdr = 二 也; | (1 -sinzb)dg= 全 可 (二 - 呈 。 


4) 在 确定 非 正常 二 重 烤 分 的 存在 [3 嫩 自 区 及 附 省] 时 ,利用 极 从 村 
常 是 方 僵 的 , 例如 我 们 来 确定 下 列 绪 入 分 的 存在 (m>0); 

GD) | | 二 (交点 在 原点 ) 
Pl 


(6) | 如一 于 蛇 zjm( 坷 六 是 图 缔 原 点 的 单位 国 》 
| 
(9 人 二 尝 的 普 (延伸 弄 无穷 的 区 域 )。 
| 
在 情 入 (Ca) 珀 仙 有 ， 
dmay adr 
z tm | 
ct 5 


1 
它 在 £0 时 党 于 有 限 极限 加 |- 锌 (但 去 2% 一 4 <， 如 要 mm<1) 在 情形 
0 - 


(6) 草 当 加 <1 时 z 
| 1 
dair rar . 
(Ia pm | 7 ys), 


tl 


其 后 , 对 积分 (B) 则 当 2m 一 1>1 时 也 即 >] 时 有 


drd r 
| BT Ea 2 rl 《在 Be 时)。 
1 

359， 史 吕 一 各 积 分 最 各 是 欧 拉 1 进 的 , 见于 他 在 1769 年 扣 输 彼得 借 
科学 院 的 渝 交 里 ， 首 先 他 江 虑 其 和 不定 二 重 积分 [|29xdy, 这 样 一 个 = 和 
的 图 数 , 它 按 某 次 序 过 一 对 这 些 变 数 微 分 时 即 可 得 用 Zixdy。 如 此 , 这 个 二 重 
积分 也 就 是 黑 次 积分 

(a Zdy 或 | ay {2a%, 

并 且 其 一 般 卖 用 式 含有 一 个 = 的 任意 画 数 及 一 个 # 的 任意 丁 数 ,各 作为 一 项 。 
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然后 精 合 立体 体 和 及 天 面积 计算 末 题 吹 拉 引入 了 二 重 定 积分 ， 将 它 同 


时 解释 为 其 元 素 之 和 及 某 种 型 志 的 时 次 积分 。 如 果 先 计算 , 比方 说 , {Ziy (x 
固定 时 )， 遇 它 民 布 在 一 般 依照 于 了 的 积分 限 之 闹 的 一 急 y 值 上 。 结 果 旨 屿 
一 个 的 一 元 泗 激 (不 像 不 定 积分 由 那样 ， 不 是 和 和 4 的 本 数 ), 它 已 经 可 以 
在 常数 限 仿 间 来 积分 。 所 有 积分 限 都 可 中 湛 碟 其 “底面 ” 定 所 { 欧 拉 称 耳 和 分 
区 域 为 “ 底 栈 ”: 对 于 欧 拉 来 带 它 事实 上 通常 就 是 要 求 其 体积 或 表面 面积 的 那 
个 立体 的 底面 )。 

在 上 述 欧 近 隧 文旦 也 寻 痊 了 民 重 积分 号 下 变数 变换 问题 。 在 此 假 访 大 
变数 放 3 基 新 谈 数 +t, 的 测 数 , 而 

dzr= Rat +Sdw, dy=TAt + Paw, (18) 

如 时 B, 3, 了, 了 表 示 粗 应 的 伪 导 数 。 新 变数 的 变化 界限 可 由 原先 的 “底面 ”来 

决定 。 将 被 积 贾 数 中 的 > 和 # 以 其 二 和 站 的 喜 员 式 代 大 后 , 剩 下 的 开题 就 只 
是 , 以 什么 来 鞠 痪 面积 元 辜 dzxdy? 

欧 拉 马上 放弃 了 直 搂 了 当 以 表 出 式 (18) 代 替 dx 和 吗 的 想法 ,他 还 正确 

地 捅 月 ， 一 般 议 来 “ 洲 有 任何 合理 的 根据 能 役 在 计算 中 用 来 替代 aray 的 式 
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子 是 应 苇 己 它 相 等 的 ”， 重 贤 的 只 十， 积分 的 最 后 稍 果 应 坑 一 致 。 出 时 为 了 - 
使 对 新 变数 的 积分 也 能 春 做 末次 积分 ， 这 式 于 应 融 含 有 dtdwu， 朗 有 2Zdtdu 
的 形状 。 
”为 了 找 乘 式 了， 网 拉 逐 一 引 大 新 变数 ， 如 此 在 每 一 步 他 只 须 在 音 积 分 由 
蔡 几 一 个 变 狐 ! 在 内 居 各 分 中 7)。 和 烙 果 他 导出 袁 出 式 : 
=HT— RF, 
该 者 当 个 难 融 丙 这 就 是 一 数 行 列 式 。 但 在 欧 拉 还 发 生 这 “ 姓 难 不 解 的 
情况 ，¥ 与 # 对 导 时 可 以 得 出 党 至 得 折 的 式 子 
Z= 了 EF 一 ST 
诈 正 抽 导 却 相反 ! 这 是 因为 欧 持 在 此 从 未 写 盘 积分 限 工 日 示 注意 到 其 布 列 
葡 座 。 访 困难 由 这 璋 的 想法 来 解决 : 面积 总 乏 藤 是 正 的 , 也 就 是 说 了 应 本 取 
作 正 的 。 加 此 , 替 搞 ai 的 应 鼓 是 表 出 式 
[ST— RY |Ata. . 19) 
这 个 式 子 感 拉 是 以 糖 形 式 的 运算 香 册 的 , 从 未 将 它 与 面积 元 这 dzdy 看 
作 儿 等 , 但 也 完全 不 设 明 其 几何 意义 


中 在 这 洽 交 里 欧 拉 还 未 在 积分 上 裔 积分 由 。 


一 307- 一 
欧 近 后 若 千 年 , 拉 覆 庆 日 叉 扩 起 同样 的 变数 变换 问题 ， 但 已 痉 是 三 重 积 
分 的 情形 。 如 果 将 但 的 想法 坟 到 二 重 积分 的 情形 , 则 可 以 识 拉 格 岂 日 二 图 大 
到 1836 年 , 奥 期 脸 罗 格拉 德 基 基 才 在 彼得 保科 学 院 通报 中 标题 为 “多 重 
积分 变数 变换 ”的 葵 女 里 ， 把 这 个 问题 洁 全 搞 消 楚 。 他 首先 以 极 第 标 变数 弯 
换 的 简单 例子 至 明了 了 拉 格 朗 日 约莫 法 是 不 对 的 。 然 后 他 给 了 这 朵 是 的 原 冶 
叙述 ， 类 至 就 像 上 硬 355 段 琅 载 的 那样 。(19) 式 有 了 清楚 的 儿 何 解 称 , 即 元 
崇 曲 芒 四 动 彤 了 的 夯 租 , 并 县 元 分 说 明了 必须 考虑 行列 式 想 对 倡 的 到 由 。 


”人 负 这 完 杂 不 渐 芝 于 元 素 炬 形 的 面积 。 


第 二 十 二 章 曲面 面积 : 面积 分 


TI， 双 司 曲面 
360. 曲面 的 参 变 表示 法 ”我们 同 到 完 间 中 曲面 的 分 析 表 示 
内 有 半 题 [ 参 兰 813 段 ]， 而 来 凑 计 一 种 读 澳 壕 不 煞 悉 的 而 又 禄 重要 
的 分 析 表 示 法 ,所 性 参 变 表 示 潜 。 
在 &12 段 已 名 谈 到 过 空间 内 曲 米 交 参 变 夫 示 法 [参天 著 处 
C15) 式 ]: 


Y= y=, 2= XC), 1) 
如 此 上 条 上 土 点 的 亿 甘 就 由 一 个 在 某 区 癌 内 变化 的 参 变 数 志 之 值 所 
决定 。 在 显 式 方程 , 比方 说 
2 一 了 (zy y), (2) 

所 给 出 移出 亩 上 决定 点 的 位 计 我 位 己 释 淮 涉 到 两 个 大 变数 ， 妈 横 
坐标 z 及 级 玲 标 y。 在 一 般 情 形 , 参 变数 是 两 个 任意 的 变数 和 
», 而 申 面 的 徐 变 央 示 法 束 成 三 个 方程 

T= 9) gs 0 z= XW YD, 《3) 
这 里 画 数 9, 山 ; XX 者 在 “ 参 变 数 好 下面 ?” 鬼 上 凑 区 域 (A ) 中 有 定义 
厦 且 过 奔 。 

重要 的 是 这 一 种 情形 ; 曲面 的 每 全 点 只 能 由 一 对 参 变 值得 出 ， 

如 此 方程 (3) 正 曲面 的 点 与 平面 区 域 (A) 的 点 之 出 建立 了 一 种 一 


| 


一 对 应 关系 ; 这 样 的 曲面 中 做 简单 由 面 。 在 此 我 们 假设 区 域 (A》 


和 山 面 都 由 简单 阴 界 线 所 图; 它们 必须 按 公式 (3) 彼 此 对 应 。 


全 用 两 个 参 变 数 答 出 曲 画 的 办 法 便 姑 于 欧 镁 ， 而 沿 斯 期 特别 广 花 而 有 数 地 在 
筱 分 几 税 中 共 世 和 用 。 . 


一 号 0 -一 
人 参 变 数 上 和 和 P” 称 为 相应 点 的 妇 线 坐标 。 如 果 在 方程 (3) 中 国 
定 其 一 个 曲 琅 坐标 之 值 ， 比方 膏 ， 令 4 一 ww， 卓 显 然 得 到 一 条 曲 简 
的 方程 : 
z= 0) y= (Wo 4), 2=X(Cuo, 0), 
这 一 曲 克 的 所 有 点 都 落 在 该 其 面 上 。 误 ww 之 德 变化 ， 则 得 一 整 族 
这 种 “(WW) 曲 砍 "。 河 样 ， 固 定 一 值 t= vo， 也 就 得 到 带 曲 耐 上 一 条 
曲 娘 
Ys =p 0) Y= V0), 2 XC, 00)} 
这 种 “Cv) 曲 禄 ”也 租 威 一 昌 线 族 。 所 有 这 类 本 缮 都 王 做 曲 甸 的 吾 
标 禾 。 如 果 是 荫 单 曲面 ， 则 通过 其 任何 一 点 都 丛 有 每 族 的 一 条 下 
标 厂 。 
所 有 这 些 , 散 者 都 已 熟悉 ， 但 只 限于 曲面 是 平面 的 情形 [ 参 开 
352 段 ]。 
现在 我 们 假说 西数 (3) 不 但 加 燃 同时 还 在 区 域 (4) 中 有 一 院 
的 过 种 导 疼 数 , 并 且 米 考 虑 画 数 年 阵 
Pu Wa Xs 
多 ys x ) - (4) 
设 对 于 决定 曲面 上 一 点 型 ofao go, 20) 的 埠 变 数值 (wo, oj 在 年 隧 
(4) 中 至少 有 一 个 二 阶 行列 式 蜡 于 0, 比方 说 珊 
pu Wu 
pr Ps 
于 是 , 将 方程 (3) 前 两 式 写成 
pw 0) — z=0, Vu v0)—y=0 
的 形式 ， 就 可 根据 317 段 定理 3 断 癌 这 粗 带 四 个 变数 wv, zy 的 
方程 (如果 限于 so t zo yo 名 近 的 值 ) 将 变数 二 ?决定 为 zx, yy 的 
单 书画 数 : ww(z, ,0 一 v(x), 它们 连同 基 导 数 都 是 连 秆 的 ,最 
后 , 将 这 两 个 多 4 的 表 出 式 代 大 方程 (3) 中 第 三 式 ， 则 昌 面 环 匀 点 


0.- 


下 
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型 "的 部 分 就 胡 成 (2) 型 的 显 式 方程 

z= Xu, 人 2 =f ¥), 
而 了 也 是 如 粮 图 数 并 且 有 沁 粮 的 导 画 数 。 

只 有 在 从 障 (4) 的 三 个 行列 式 双 等 于 0 时 (在 这 情形 曲面 上 相 
应 点 型。 称 为 奇 点 ) 这 种 表示 法 可 能 做 不 到 。 

我 们 在 箭 昔 曲面 (3) 上 任 取 一 个 非 吉 点 用 (wy yz)。 于 是 ,如 
刚才 已 看 到 的 ， 在 其 某 一 邻 域内 该 曲面 可 用 某 种 型 式 方程 来 涯 出 ， 
所 以 [1213 段 ] 在 所 到 上 看 切面 。 这 切面 的 方程 可 写成 

由 [下 一 x) + BF- y) + OF 2) =00 (C8) 
的 形式 ,这 里 系数 4, BC 向 待 决 定 。 

如 果 在 曲面 方程 中 将 。 固定 为 与 所 选取 的 点 性 相应 之 什 ， 则 
得 出 通过 此 点 的 “oo) 曲 艇 的 方程 .此 曲 纹 在 点 型 的 切线 本身 方程 
Xr_ YT-y, 人 一 2 

2 yn 2 
表 则 21% 自 16。 同样 ， 固 定 如 如 得 允 一 通过 战 开 的 洗 标 壬 
(“( 吧 曲 弹 ”而 在 该 点 有 切线 


因为 这 两 条 切线 都 应 项 沙 在 平 丙 (50 上， 故 成 立 这 样 的 条 件 : . 


Axs + By + Czu =0, 
A + By Cr, = 
在 这 样 的 情形 系数 4, BO 应 与 纯 障 


EE J 总 二 
了 ,) (48) 
To Yo So 


Q@ 惯例 用 以, 了, 2 表示 洲 动 各 标 , 以 玫 未 与 细 面 上 定点 的 从 标 zx, 九 z 有 区 别 。 
@” 这 个 给 阵 与 炬 甘 ( 人 只 在 示 澡 上 不 同 。 要 齐 往 ， 宇 有 所 考 虚 的 点 上 共 行 列 式 
未 全 是 0。 


由 
i 


rr 


一 311 一 
的 者 二 阶 行 询 式 成 比例 。 通 常 不 妨 训 它们 就 等 于 这 些 行列 起， 如 
此 ,今后 不 姑 总 座 为 


A=| |), B= | c= | (6) 
Hp 名 由 By Ru Wo Hp 
我 人 还 指出 , 法 辜 的 方 疝 余弦 为 
A=—— 4 心口 各 _ 
OOM EVARTBTO SH VLE 、 
个 站 名 了 = < 


十 ”十 总 2 二 《人 
至 今 我 们 只 限于 考虑 简单 曲面 。 在 一 般 情 形 我 们 将 考虑 愉 曲 
糠 为 界 的 曙 面 以 及 由 有 限 多 块 彼此 街 接 击 不 交叉 的 简单 曲面 所 租 


成 的 并 曲面 。 如 果 这 种 “一 般 形 式 " 的 曲面 也 能 表 成 套 变 方程 (3)， 
则 显然 其 它 前 上 后 与 平面 区 域 (A ) 的 点 之 出 难 部 有 内 去 一 一 对 应 关 
柔 的 时 使。 

例 1 我 们 来 置 一 个 秆 径 
为 五 中 心 在 原点 的 球面 { 图 47): 
4%2 十 锥 十 22 一 五 2 要 得 出 它 的 寻常 
参 亦 表示 法 我 们 作 一 “赤道 ? 截 乒 
A441, 而 到 过 两“ 粮 "P，P' 和 所 
浪 虚 的 点 了 作 一 “ 摊 入 ”PMEP'。 
版 如 在 球面 上 的 位 置 可 由 前 
POM 下 8 了 40B 决定 。 
然后 , 0N= Rsingp; 而 举 标 xz 和 
《对 点 邓 及 点 风 都 同 是 它 全 ?可 一 柄 4. 

ON 表 用 : 2=ONecosb 二 ONsing， 最 后 得 出 球 的 参 变 方 穆 如 下 ， 


ee ep ee TT Te Te hr ee ee pee 


t= Feinneogg, y= Rsingsing, = Reosgp, 
这 里 舱 y 内 要 由 0 变 独 m 而 衣 #8 由 0 详 和 2x。 
但 球面 的 成 与 p98 平面 上 矩形 [0,w; 0, 27] 的 虚 之 间 的 对 应 关东 不 是 
一 沐 一 的 :不但 8=0 友 8=2" 两 什 和 熔 邮 有 曲 列 上 同一 点 ;在 p= 外 或 下 丽 8 取 
住 便 什 时 也 具 得 型 一 点 , 即 棋 点 Pt 或 PD)。 


一 819 一 
不 难看 出 ， 球 而 上 一 族 坐标 镜 是 镍 忽 (= 常 数 ), 另 一 族 是 粮 钱 (平行 图 
9 一 名 数 )。 
2) 上 上 例 可 拱 广 如 下 ， 改 在 33 
. 笠 面 内 由 奢 谈 方程 
于 一 pM 旺 二 站 【全 
(Cow) : 
粹 及 了 一 条 井 钱 (“* 持 洲 ")， 将 它 必 
汶 盖 体 炙 5 要 通过 (图 后 )。 如 时 中 
» 妻 示 过 塌 角 ， 划 所 得 胃炎 面 的 力 
得 可 等 威 : 
二 p00 pi Sin yy 
gE= CH), 
{0 
弛 时 在 x2 平面 中 取 合 转 
r= Esinw, ££= Heoawy 
图 ”48. (0) 
而 区 > 轴 负 四 之 , 则 可 得 由 这 样 形成 的 球面 的 容 变 卖 内 法 ， 其 形式 仍 和 前 面 
一 样 ( 愉 是 记 丹 上 有 盖 蛆 》。 
这 里 坐标 炉 也 就 是 三 镶 的 种 种 位 置 ( 装 写 } 和 平行 的 加 。 


361， 曲面 之 侧 ”我 们 来 建立 曲面 之 侧 这 一 个 以 后 很 重要 的 
概念。 . 
在 许多 情形 这 个 概念 直观 上 是 明显 的 。 如 时 曲面 由 z=f(z,y) 
这 样 的 显 式 方程 输出 , 虽 可 以 吝 记 前 曲 面 的 上 侧 或 下 便 D。 如 果 则 
面包 着 一 个 立体 , 则 也 不 难说 想 共有 两 便 之 别 一 一 一 全 向 内 , 指向 
该 立体 , 一 个 向 外 , 指向 环 糕 堵 立 体 的 空间 。 

由 这 直观 概念 出 发 ， 我 们 现在 就 图 米 输 曲面 之 侧 的 概念 下 一 
个 明确 的 定义 。 

我 们 沽 处 一 个 曲面 (3), 不 浴 其 封 隙 与 否 ， 而 假设 其 每 点 上 都 


加 这 类 蕊 法 我 们 党 信用 到 (在 此 趴 认 疡 坦 本 身 是 贺 直 向 上 的)。 


一 8 一 

有 一 个 一 定 的 切面 , 其 位 艾 随 切 点 而 连 矿 变化 。 

在 盟 面 上 取 定 一 点 懂 , 通过 它 作 一 法 简 , 箱 以 一 定 的 方向 
两 个 可 能 方向 (彼此 个 的 区 别 表 现在 方向 余 丝 的 正 负 号 ) 之 一 ， 在 
曲面 上 作 一 防 曲 帮 , 由 Jo 时 发 并 同 到 了 Hb, 并 假 谣 它 不 越过 曲面 
的 边界 (如 果 有 边界 的 话 ), 售 点 下 沿 这 闭路 艇 环行 , 并且 在 其 名 个 
位 置 都 输 法 区 一 个 方 商 , 这 方向 就 是 由 在 Mo 处 所 选 方向 连 核 转 
变 过 来 的 。 此 时 可 发 生 下 列 两 种 情形 之 一 ， 狗 环 行 一 周 而 回 到 点 
型 时 , 法 弹 方 向 仿 与 出 发 时 相同 , 或 者 与 出 发 时 相反 。 

如 果 对 某 一 点 Lo 及 某 一 通过 天, 的 团 踏 炎 VoAd 和 ,发 生前 
是 后 一 种 情形 ， 虽 对 任 一 别 的 点 茧 ; 也 不 难 作 一 开路 绕 ， 它 由 下 
出 发 而 回 到 jz 时 在 此 点 上 法 克 的 方向 也 与 则 发 时 相反 。 例 如 ， 
了 HMoAMoMi 就 是 这 样 的 闭路 线 , 只 要 我 们 将 下 Mo 理解 为 曲面 
上 连 桔 驻 1 与 M6 两 点 而 不 越过 边界 的 昌 姜 ,Mo 理解 为 同一 曲 


和 


就 是 这 种 曲面 的 一 个 狐 典 的 例子 (图 49)。 它 的 模型 可 以 这 样 散 
法 : 取 一 从 形 耗 条 48CD, 扭转 一 次 吾 将 两 端 炸 在 一 起 , 使 4 与 0 
合 ， 与 DD 合 。 如 果 要 输 

这 条 捏 成 的 带 圈 玉 各 地 剧 4 二 二 = 二 一 = 一 一 和 


上 一 种 其 色 ， 不必 息 过 。 = FN 
边 稼 即 可 制 对 全 带 ， 但 这 ED z 
种 曲面 今后 不 在 我 们 考虑 jC 
之 列 。 图 49. 
现在 假 纺 无 静 点 肛 , 怎样 取 法 ， 以 及 通过 点 戏 o 而 不 越过 过 
界 的 并 路 简 怎 样 取 法 ， 沿 叱 路 克 环 行 一 周 而 回 到 起 点 6 时 , 法 炎 
方向 总 与 当初 所 定 的 相同 。 在 这 样 条 件 下 亦 申 面 就 称 为 双 侧 的 。 
襄 $ 是 一 个 双全 曲面 , 在 SS 上任 取 一 点 了 兰 给 这 点 上 的 法 各 
,一 个 确定 的 方向 。 任 取 曲 面 上 另 一 点 M4, 而 以 曲面 上 任 一 不 越过 


14— 
其 边界 的 路 线 ( 忆 ) 和 将 型 ,与 于 束 烙 起 来 ;并且 令 点 形 沿 这 路 鲁 由 
豆 , 走 到 Ri。 如 果 此 时 法 存 的 方向 韦 粮 地 变化 ， 则 点 型 到 达 
于: 的 位 置 时 当 带 有 一 定 的 法 线 方 向 ， 而 与 路 和 碎 ( 尼 ) 的 选择 靶 无 
关 。 率 实 上 ， 如 果 点 寻 沿 两 策 不 同 路 契 (KK 和 (及 s) 由 点 型 o 走 
到 点 I 时 我 从 在 点 天 1 车 得 出 不 同 的 法 如 方向 则 阴 路 简 
Mo 1)MI(KiD Mo 将 使 到 达 点 六 0 时 法 焙 方 向 与 当初 相反 ,这 
与 两 侧 曲 面 定义 仲 湛 。 

如 此 , 在 双 侧 曲面 上 只 要 对 一 个 点 选 定 了 法 看 的 方向 , 则 其 在 
一 其 点 上 的 法 吉方 向 也 就 依 之 惟一 地 决定 ,曲面 上 点 的 侈 体 ,连同 
在 各 点 处 按 二 述 法 则 给 与 其 法 各 的 方向 , 合 起 来 时 做 曲面 的 一 倒 。 


俩 ]) 双 轴 曲 面 最 蚀 单 最 重要 的 例子 是 由 显 式 方程 z=z(z,y) 所 表册 
的 曲面 , 汶 里 假设 丽 数 有 在 革 区 域 () 中 加 小 并 理 有 圳 炉 饥 导 画 数 
ER EE 
P=3 和 ri 
在 这 情形 曲面 的 渤 生 方向 余 束 可 志 成 213 段 , (24)]: 


廊 DS 和 一 


1 二 


1 
在 根 号 前 选 定 了 正 仿 号 , 我们 就 在 昌 耐 的 上 所 有 点 上 者 确定 子 一 定 的 浴 线 方 
同 。 因 为 按 候 设 方 向 余 束 是 点 的 毕 标 约束 污 图 数 , 有 则 所 确定 的 渤 钱 方向 也 就 


£8) 


GOB = 


的 迁 返 就 大 上 末 所 统 的 意义 上 决定 了 了 归 而 的 一 例 。 | 
如 果 在 板式 甬 取 正 号 , 则 在 曲面 所 有 点 上 
1 
是 正 的 , 邹 相 应 于 所 选 定 一 合 的 洁 钱 与 z 再 成 锋 角 。 和 如此， 由 这 正 负 号 所 逻 
定 的 曲 南 一 傅 是 上 俩 。 到 之 在 波 翻 方向 余弦 才 出 式 中 选 生 号 就 确定 曲面 的 


尼 DSr 一 


由 《了 ) 壮 指 曲 宰 (Es), 但 是 以 相反 方向 撕 出 的 一 一 由 对 1 至 Me。 
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下 倒 : 法 鲁 与 :二 成 总 角 。 
2) 现在 来 游 虑 一 种 更 一 般 的 任意 简单 曲面 ( 8 ), 它 由 郑 变 方程 
T= Y= yu 和 Sg, UV) (3a) 
答 骨 ,这 里 究 率 数 在 岂 平面 上 其 一 有 内 区 成 (4 ) 内 实 化 ,我 们 假设 这 曲面 是 
光 温 的 ， 这 就 是 设 图 数 (3a) 巡 疝 其 贪 导 数 都 在 ( A ) 内 好 锁 并 且 在 曲面 上 洲 
有 奇 点。 
对 于 曲面 法 强 的 方向 余 陀 我 们 有 了 公式 (7)。 而 在 这 情形 根 式 部 正 负 号 
的 选择 也 决定 曲面 之 便 , 如 此 该 曲名 是 双全 的 。 


事 纵 上 , 正 负 号 一 靶 选 定 , 公式 人 7) 就 给 曲面 的 震 个 点 ( 因 上 与 它 相应 的 只 


有 一 对 多 之 值 1) 配 上 一 个 一 定 的 法 重 方 向 , 它 随 著 点 的 佬 动 而 连 按 变化 。 
如 果 不 假 发 曲面 是 简单 的 , 则 不 能 无 条 件 地 肯定 它 是 双 侧 的 。 丰 这 情形 
可 以 捞 色 有 曲面 .上 一 点 M6， 它 相应 于 两 对 不 同 的 参 变数 入 woro 和 tH， 对 于 
这 些 值 序 使 公式 (7) 的 组 式 新 正 角 号 选取 得 一 样 ， 它 也 仍 可 能 在 点 Mo 决定 
用 相反 的 法 钱 广 向。 如果 情 形 的 确 各 比 , 划 读 曲面 就 是 单 倒 的 。 
附注 ”如 果 曲 面 (8 ) 是 封 防 的 并 且 包 图 蘑 一 个 立体 , 如 [360 段 ] 虽 然 它 
也 能 用 方程 (34) 雪 内 ， 但 这 时 曲面 上 的 点 与 平面 区 起 ( 4 的 吉之 间 一 一 对 应 


证 负电 的 过 可 仍然 沁 中 曲 曾 之 全 | 


362。， 曲 画 的 定向 法 及 其 侧 的 选 定 ” 设 (5) 是 由 简单 界 简 ( 工 ) 
所 图 成 的 一 个 简单 光滑 曲面 我 们 选 定 这 曲面 的 一 个。 现在 照 下 面 
的 法则 粹 界 如 ( 工 ) 规 定 一 个 环行 方向 作为 正 的 ， 设想 一 个 观 委 者 
治 该 界 简 条 所 栓 环行 方向 进行 并 及 相 应 于 所 选 定 曲 面 一 僻 的 法 塘 
是 由 他 的 聊 指 向 他 的 头 时 ， 这 个 环行 方向 由 他 看 来 应 该 是 六 时 全 
方向 的 ,“ 逆 时 针 一 语 , 襄 得 明确 一 点 就 是 ， 他 近 处 那 部 分 曲 西 在 
他 看 米 应 项 是 沙 在 他 的 左边 。 同 一 法 则 同时 也 输 上 曲面 上 每 一 包 图 
曲面 一 部 分 ® 的 天 曲 缠 建立 了 正 的 环行 方向 。 上 与 此 相反 的 环行 方 
向 就 叶 做 久 的 。 


所 有 和 这些 合 起 来 这 就 是 二 昨 面 定向 概念 的 内 容 。 


中 在 确定 自重 自身 时 只 须 考 记 这 个 部 分 。 


一 86 一 
如 果 由 曲面 另 一 侧 出 发 , 则 法 嫌 应 变 为 相反 的 方向 , 观察 者 的 
位 置 也 要 改变 ， 因 此 按 我 们 的 法 则 界线 (五 ) 及 曲面 上 兴 他 于 曲 粮 
环行 方向 的 正 负 也 要 对 户 。 总 之 , 曲面 政变 其 定向 法 。 如 此 , 只 要 
总 保持 车 所 建立 的 这 个 法 旭 ， 妈 选 定 了 曲面 之 侧 也 就 确定 了 其 定 
向 法 ， 反 之 ， 弗 面 界 线 的 环行 正 向 前 选 定 也 就 惟一 地 确定 曲面 之 
一 倒 。 
附注 全 有 人 的， 大 为 了 天 和 
们 将 剖 常 由 它 出 发 。 
这 个 避 从 说 册 可 与 站 邮 毕 标 下 的 届 列 法 本 身 联系 起 来， 纯 
在 所 有 这 过 转 方 向 有 意义 的 问题 中 我 们 将 采用 所 放 右 手 些 标 系 
(图 504), 其 坐标 轴 是 如 此 布 列 的 : 识 想 党 z 机 正 的 部 分 站 着 一 个 
人 ,那么 在 他 看 来 由 = 轴 到 * 加 的 池 转 ( 转 过 上 三 角 ) 是 逆 钙 方向 
z “2 的 DD。( 对 于 图 505 所 表 坐 
标 系 ， 则 此 过 转 是 顺 捉 方 
向 的 @@， 近 种 坐标 系 称 为 
人 由、 左手 蛤 标 系 )。 
zx /7 


a) 局 现在 将 前 面 所 谢 关 于 
A # ”上 则 面 定 侧 与 曲面 定向 问 关 
男 多 系 的 思想 应 用 于 曲面 法 炉 


方向 余 忠 公式 《9) 中 正 外 号 写 的 选择 问题 。 

回 到 本 段 开关 所 考虑 曲面 (5), 献 为 它 上 面 已 定 了 合 首 从 而 也 
定 了 商 。 蔽 曲面 药 界 缕 (二 ) 相 应 于“ 和 参 变 数 wt 的 平面 "上 区 域 (A) 
的 界线 (A)。 我 站 很 屋 (这 总 是 不 难 做 到 的 ) 与田 克 (A) 的 正 向 相 
应 的 是 才 绚 ( 工 ) 的 正 向 。 于 是 对 区 域 (和 4) 中 任何 开路 禾 (X) 与 曲 


面 (S) 上 相应 半路 神 ( 四 而 首 也 是 如 此 : 《的 正 向 环行 相应 于 (1) 
@@” 将 字母 zy2 答 损 对 也 如 此 。 


Te 


一 8 -一 
的 正 向 环行 ,中 

在 这 些 条 件 之 下 ， 为 了 天 明 选 定 的 那 一 侧 法 辜 方 向 余 臣 公式 
(7) 中 根 式 前 须 取 正 号 。 

要 诈 明 这 琢 只 要 证 明 在 一 个 点 上 由 这 些 带 正 号 的 公式 所 决定 
的 方向 与 所 需要 的 法 线 方 向 一 致 就 行 了 。 我 人 在 典 面 上 取 任 一 内 
点 于 %， 与 它 相 应 的 有 区 域 (A ) 内 一 点 wokeo v0)。 襄 在 此 点 有 行 
列 式 , 比方 社 


i gy 

oo ys 
不 等 于 所 子 是 可 在 we 平面 上 找到 点 m6 的 一 个 由 闭路 简 (\) 所 国 
的 小 邻 域 ， 使 在 曲面 (8) 上 和 它 相应 的 由 于 路 六 (1) 所 图 的 点 
36 的 邻 域 能 由 一 个 显 式 方程 z= 了 (x, [360 段 ] 玫 出 ， 因 此 它 可 
一 一 对 应 地 投影 到 xy 平面 上 。 我 们 以 ( 力 表 示 wy 丕 面 上 这 一 投影 


国 ” 到， 
如 果 在 所 考虑 的 点 上 及 共 邻 域内 行列 趟 0>>0， 则 开路 线 (X) 
的 正 向 环 行 相应 于 于 路 入 (如 的 正 向 环行 (好 在 所 选 定 坐标 轴 布 列 
法 之 下 的 北 钙 方向 环行 )[ 参 半 354 段 1)]。 由 图 可 看 出 , 要 曲面 上 


品 ”全 为 闭 踏 加 的 环行 放 上 记 可 按 基 在 一 如 委 的 挤 出 涯 向 来 鹿 定 , 访 上 还 寿 座 对 于 
与 (如 1 有 共同 部 分 的 胃 申 黎 (X1 而 首 显 然 是 对 的 , 于 是 也 不 蕉 扩 沈 淹 一 般 傅 形 上 去 。 


一 3 8 一 
相应 于 阴 路 名 (1) 的 方向 也 是 迹 钟 方向 的 , 划 须 由 上 上 面 朝 它 看 
放生 这 二 并 凡人 
式 人 7?) 中 如 果 取 正 号 就 有 这 衬 的 情形 ， 因 为 Cr0 时 cosz>>0。 反 
之 , 0<0 时 法 线 应 与 < 轴 成 钝 角 ， 这 在 上 述 正 负 号 选取 法 之 下 事 
实 上 世 成 立 , 国 为 C<0 时 oogp<<0。 | 

363， 还 段 光滑 曲面 的 情形 362 段 所 表述 的 想法 还 输出 将 
曲面 定 侧 概 念 推广 于 逐 段 简单 光 请 曲面 的 一 般 情 形 时 的 一 种 鲁 利 
的 工具 。 这 种 曲面 为 简单 起 见 我 们 将 称 之 为 逐 段 光滑 曲面 , 361 段 
所 谢 的 想法 在 这 情形 不 能 直接 应 用 ， 因 为 沿 那些 衡 搂 各 段 光 清 曲 
面 的 “ 悉 " 一 般 波 有 确定 的 切面 ， 厦 县 通过 这 些 械 时 法 线 方 向 堵 不 
到 过 炉 变 化 。 

设 和 给 了 一 个 曲面 (8), 由 简单 光 请 片 且 (381),(S。)…… 所 和 粗 成 ， 
徙 此 沿 凌 ( 即 边 界 的 公共 部 分 ) 衡 接 在 一 起 。 首 先 假 谱 这 些 片段 每 
片 分 开 来 都 成 双 侧 曲面 。 但 这 当然 不 是 使 整个 曲面 (3S) 合 起 来 成 
双 俩 曲面 。 像 麦 比 高 斯 带 就 是 可 以 由 两 片 乔 单 光滑 双 侧 曲面 粗 合 
起 来 的 。 

在 每 片 (9;) (i =] 2,……) 的 边界 (下;) 上 的 两 个 方向 中 各 取 
其 一 作为 正 向 ; 如 此 , 我 们 知道 ， 曲 面 (52 就 定 了 倒 。 这 选择 法 如 
能 做 得 使 两 个 邻接 的 边界 在 其 
公共 部 分 上 总 及 反 的 环行 
方向 (图 58)， 则 只 有 这 时 候 昌 
面 (8) 是 双 便 的 地 行 。 曲面 
《83 ) 之 侧 即 以 其 由 上 兆 方 式 所 
选 定 各 片段 之 侧 合 起 来 为 其 定 
留 。52， 史 。 


名 ”这 公共 过 异 仍 可 由 若 王 数组 订 。 


， - mi 一 一 ， 一 到 一 一 tm 一 -ar 一 -一 


一 和 这 一 


各 果 在 一 个 贱民 上 边界 的 环行 改换 了 方向 ， 则 为 了 洒 守 我 们 
的 条 件 必 须 在 所 有 各 片段 的 边界 上 也 都 这 样 做 ,于 是 种 片 曲 面 U91) 
质 选 定之 侧 都 要 代 之 碾 相 反之 侧 ; 这 些 相 友之 侧 总 起 来 就 粗 戌 曲 
面 的 第 二 偶 。 

362 段 关于 曲面 定 侧 与 定向 关系 的 想法 对 有 过 界 的 一 般 曲 面 
仍 保 持 有 效 。 

$ 2， 曲面 面积 

364， 项 瓦尔 兹 的 例 曲面 面积 概念 与 徊 继 氏 概念 有 相似 之 
处 。 我 们 已 定义 ( 开 ) 弧 之 长 为 肉 接 折 妨 周 长 在 其 所 有 各 边 之 长 扑 
了 0 时 的 极限 。 在 曲面 的 情形 {上 比方 识 也 是 开 的 ) 自 然 会 考 虚 其 中 
沟 楼 多 面 形 并 定义 曲 茵 面积 为 识 多 面 形 面 积 在 各 面 塌 径 趋 于 0 时 
ms 
人 西 于 上 近 极 陈 若 甸 简 刘 的 直 加 入 全 博 形 已 不 存在 。 
我 从 数 看 看 这 个 有 数 签 的 例子 。 

设 输 了 一 个 近 样 的 因 杜 男 , 上 其 半径 为 囊 其 高 为 吾 。 存 其 中 作 内 接 多 面 
形 和 如下。 将 柱 高 分 为 mn 等 分 , 通过 每 一 分 点 作 境 丰 于 柱 韩 的 下 曾 , 如 此 在 其 
面 上 得 mm 十 全 (生生 名 包括 同村 的 上 而 席 的 加 周 将 这 些 贺 周 每 个 


并 次 作 有 所 下 和 六 季 站 商 多 下 局 两 导出 上 与共 中 点 相 
对 的 分 点 用 访 段 速 冰 起 求 (图 53)， 如 此 得 许多 三 和 角形。 这些 三 角 还 总 数 药 
2mn 个 并 且 是 相等 的 ; 它们 合 起 来 就 形成 一 个 我 们 所 着 要 网 多 面 太 【3 ); 
其 借 型 如 图 54。 

现在 来 计算 开 个 三 角形 的 面积 r。 妃 荡 作 三 角形 之 底 , 其 长 等 于 


2 sin 
求 三 角形 之 高 48 时 ( 凑 关 图 53) 我 从 注意 4B=V AG 二 BR 而 
AC=00—0d = 了 一 cos 并 ) BOC= 芝 . 
如 9 


TT 


-320 一 


A 
图 多 加 绚 
如 一 个 三 角形 的 面积 等 于 
T= Rsin Ty Eo(1 一 eos ) 十 的 ] 
而 全 多 面 形 的 面积 为 
Emn = Amn = 2 nsin TV Fe 1 @ 一 cos ) + 2, 

当 久 和 # 无 限 境 大 时 ， 所 有 三 角形 的 直 蚂 都 趋 于 册 但 面积 3 滤 有 极 

限 。 覃 实 上 , 我 们 假 匀 四 和 ?这样 增 大 , 使 比率 芭 趋 于 一 个 定 极限 


,1 
ln 二 一 人 
我 们 有 
lim nsin =, 
而 昂 一 方面 由 所 作假 朋 则 有 - 
了 a 志 
lim m € 一 cos 工 ) = 11m m+2sin? 二 ln 2 六 at 
所 以 


1 TT 
lim Yh ,=27RY 人 十 HH? 四 


而 我 们 可 看 于 这 个 极限 实 必 上 侠 顿 Y& 的 大 路， 却 优 末 徊 与 二 同时 壤 天 的 大 
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式 。 在 4=0 时 ， 持 且 也 只 有 在 这 情形 ， 冲 极限 等 巴 2"RH( 著 就 是 和 等 几何 
时 所 时 内 的 敲 面积 之 们 ?但 它 些 至 可 局 二 9 同时 弯 威 无 鹤 天 。 如 此 , 在 台 与 
% 猴 立 增 至 无 筹 天 时 面积 少 ,mu 事实 上 没有 确定 的 极限 ， 而 图 柱 面 按 瞩 上 
迹 定 义 的 观点 成 为 没有 面积 的 。 

要 紧 的 是 要 了 解 , 内 接 寺 曲线 的 折 名 与 闪 接 于 由 面 的 多 面 形 之 厨 情形 有 
怎样 的 区 别 。 六 饮 单 起 见 我 们 妊 且 把 所 识 的 在 镶 和 曲面 都 算 作 是 光 沸 的 , 于 
荐 只 要 租 成 折 纹 的 荡 刘 分 地 小 , 则 短 一 嘴 的 友 向 与 相应 弧 王 任 一 点 的 轨 恋 大 
向 要 相差 多 小 就 多 小 。 所 以 入 种 无 族 小 藻 可 以 越 来 越 精确 地 当 作 相 诡 了 长 
的 元 未 。 反 之 , 曲面 的 内 接 多 边 形 , 虽然 面积 要 多 小 就 多 小 , 但 它 在 空间 的 位 
改 上 却 可 以 完全 不 与 曲面 的 切面 接近 。 在 这 情形 用 它 来 百代 曲面 的 元 迪 旺 
然 是 不 行 的 。 这 秘 请 况 可 以 用 刚才 所 举 的 例子 很 好 地 竟 明 : 柱 面 的 切面 全 是 
垂直 的 ,而 失 楼 竺 杜 而 的 三 角形 册 在 & 很 太 时 儿 季 成 为 叉 平 的 ， 如 此 形成 了 
一 些微 大 的 热 福 。 

365。 显 式 方程 所 给 曲面 的 面积 ”由 于 前 一 段 所 指出 的 情形 ， 
我 科 须 劝 求 建立 曲面 面积 构 全 的 途径 。 现 在 指 册 这 种 活 径 之 一 ， 
它 虽然 粒 单 ,但 也 带 有 一 些 人 为 的 色彩 ,而 我 们 就 由 蝇 式 方程 
名 一 了 (rs y) (1) 
所 给 的 曲面 (3) 这 一 情形 开始 。 设 zy 在 xy 平面 上 正方 区 域 (DD) 
上 变化 ,着 且 = 在 这 区 域内 有 连 称 志 导数 
一 22& 及 了 一 2 
上 及 4g 9 
我 们 用 { 宕 面积 ) 曲 多 网 将 区 域 (DD) 分 为 元 未 
DD, Da CDr) 
并 且 来 考 钻 共 中 一 个 元 屁 CD;)。. 如 果 在 这 小 分 域 的 边界 上 作为 淮 
简 建 并 一 个 柱 面 , 共 母 太平 行 半 # 轴 ， 若 它 在 申 面 (9) 工 切 出 一 个 
元 素 (50)。 在 (D0 取 任意 一 点 P(xw gi)， 而 在 曲面 (5S) 上 相应 点 
型 xp gy 2 处 [此 处 名 二 了 (xo go ] 作 一 个 团 面 。 上 徊 所 就 的 柱 面 
也 在 奢 面 上 切 一 个 元 内 图 形 (T0 (图 55), 它 的 面积 看 来 可 作 面 


积 元 来 (S9) 的 近似 值 。 
如 此 ， 所 有 这 种 面积 之 和 


i=1 
可 以 看 作 竟 面 (3) 的 面积 的 近 
伺 币 。 我 从 将 这 曲面 的 面积 总 
年 区 为 当 所 有 元 才 (30 的 区 介 


Tr ne arr 习 m 本 ar 


-一 -cm 一 -一 克基 


CD 站 了 0 时 上 列 直 于 的 
权限: 


Li 
图 多. S=limog= 1im YT,. 


t=1 


现在 不 玲 永 朋 ， 总 可 表 为 二 重 积分 
S=-|| Ts [seagn， 《3) 
【已 ) 


这 里 z 也 如 惯例 表示 贡 面 法 撞 与 z 志江 的 角 ®。 
事实 上 ,如 果 1 就 是 相应 于 点 和 ;的 值 , 则 平面 图 形 (29 和 
(DD) (这 里 第 二 个 是 第 一 个 的 重 志 投影) 的 面积 之 阅 有 这 样 的 关系 ; 


Di= Ti" [cog8ys|, 


由 此 有 
=- -1 ,P， 
| eeszi| 
总 和 
-ve -Sn 1 ， D, 


7 Cogvs| 


中 _ 限 者 注 下 和 和 388 狼 自 显 式 方程 


WE 


时 时 mm 二 和 


一 53 


是 二 重 积分 (2) 的 积分 和 , 因此 在 上 述 极 限 过 程 之 下 趋 于 访 积 分 为 
其 极限 ,这 就 是 所 求证 的 。 

如 果 回 忆 361 段 中 公式 (8) 则 由 其 中 第 三 个 关系 记得 精 果 
可以 写成 ; 


8= | VirF+P dxrdy; . (D2) 


积分 (2) 或 (23) 的 存在 可 和 由 刀 导 数 了 和 4 的 过 秆 性 假 祝 推出。 

附注 这 个 面积 3 的 简单 定义 的 主要 缺点 有 二 : 第 一 它 只 季 
用 于 显 式 方程 天 出 的 昌 面 ， 第 二 ， 它 看 起 来 与 坐标 系 的 选择 法 有 
关 ，。 我 们 在 下 一 段 再 米 亲 葬 这 个 其 题 。 


60， 一 般 情 形 的 曲面 面积 ”现在 我 们 来 考虑 一 个 由 参 变 方 


程 所 答 出 的 西 面 (38)。 
融 开 是 它 上 面 的 一 点 ， 莽 且 在 这 点 上 , 比方 脱 , C 庆 0, 于 是 ,使 
据 360 眉 中 所 个 的 , 可 以 下 这 样 的 精 论 : 存在 出 而 (8) 的 一 个 部 分 
(s), 它 转 入 点 术 , 并 具有 下 列 性 质 : 
1° 南面 (3 可 以 记 (1) 那 样 的 显 式 方程 表 出 ; 
”25. 如 果 以 (8) 表 永 we 平面 上 的 区 域 (A) 的 相应 部 分 , 期 在 (8) 
内 行列 式 C0。 
这 对 旧 面 的 每 个 点 型 帮 是 对 的 ， 只 是 在 访 点 异 于 0 的 也 可 以 
是 行列 式 4 或 B, 此 时 (1) 屠 样 的 显 式 方程 谣 相 应 地 换 成 另 一 形状 
的 显 式 方程 - 
w=h(y,z) 或 gy 一 g(z, 2). 
由 此 推 知 (我 从 在 此 不 趟 明了 )， 整 个 曲面 (8) 可 分 解 为 有 限 多 个 
像 《s) 那样 的 片段 。 我 们 依据 前 面 的 定义 来 普 有 片段 (8) 的 面积 
的 计算 。 
如 果 ( 丰 是 (8) 在 xy 盏 面 上 的 找 影 ， 旧 我们 知道 [参阅 (9) ] 它 
的 面积 


一 -号 94 一 


-[[_drady 
* J roses - (3) 
因为 区 域 ( 中 的 点 与 区 域 ( 引 的 点 有 一 一 对 应 的 关系 ， 并 且 还 注 足 


352 段 和 356 笋 中 另外 一 些 条 件 ， 故 在 积分 (3) 中 可 避 按 356 段 会 
式 人 5 变换 为 变数 wz。 现在 函数 行列 式 


Dir wy) 
Dlu, v) ” 
而 
i coar! = -LeL 
VA B+ 
[参阅 360 段 , (7)], 故 车 果 得 出 
一 llv EB -Odd (4) 


值得 注意 的 是 ， 这 个 式 子 是 对 几 B,C 对 称 的 , 共 中 完全 洛 有 
反映 出 我 们 假说 了 行列 式 C 在 C8) 内 蜡 于 0 以 及 曲面 (s) 系 由 (1) 
形 显 式 方程 所 表 出 这 些 情况 : 在 不 同 的 可 能 假设 下 得 出 同样 转 果 ! 

” 现在 将 全 曲面 (8) 的 面积 8 定义 为 其 各 部 分 (s) 的 面积 8 的 
总 和 。 把 所 有 (4) 形 等 式 加 起 来 ,得 最 后 的 公式 


= ||v FFF TO dudv, (8) 


(站 )】 


显然 , 这 与 曲面 (5) 的 划分 法 无 关 。 


附注 ”我 们 来 吓 明 , 面 税 (5) 之 值 事实 上 己 曲 区 (8 ) 的 大 详 表 凡 式 的 选 
捍 法 无 关 。 
设 由 变 域 为 (3 ) 的 大 变数 w+ 转换 为 变 域 ( ) 的 寡 变数 而 如 变换 
公式 
= Uf 3) eamFilR Bd), 
在 这 二 区 域 阳 建立 了 一 一 对 应 的 关 和 柔 (而 数 避 和 连同 其 学 数 都 候 股 是 巡 
粮 的 ), 于 是 戈 曲 面 喜 为 新 的 天 程 


一 -5 一 
ET) Y=Hti TI ， 才 一 下 [证 7 
斌 在 这 者 示 话 立 下 它 也 次 有 闸 点 。 命 
Dm) 
DUwby’ 
我 们 有 印 
4A= AT, BeBI, C=07 
[325 和 能]。 由 此 吐 偶 可 署理 ，J 在 t 2 ) 中 上 异 于 0， 因为 否则 迹 曲 面 在 新 内 内 
法 之 下 就 有 至 点 了 。 提 在 术 变 数 更 卉 公式 并 记得 内 
s=||vV ETT aaa0= |‖| E+ dd, 
[和 ty 


这 就 是 所 求 奸 的 。 


a 


要 给 公式 (四 另 一 形式 (这 也 正 是 通常 所 菏 用 的 ) 我 们 将 矩 隧 


人 
村 yh ) 
平方 起 来 并 属 成 行列 式 


『 ri ri r Fr tt fF fF 
Xu 十 gu 十 Za a 十 ggp 十 多 2 


Turo oud 
按 一 个 热 悉 的 代数 定理 [参阅 386 段 ] 它 就 等 于 A432+B?+02。 通 
稍 兮 
a a To BR att y=, 
. 二 

一 一 这 就 是 所 襄 高 斯 曲面 杀 数 ,在 微分 几何 中 占有 重要 地 位 ,在 这 
样 表示 法 之 下 有 
+B +O=EG-—F, 


如 此 公式 (5) 可 以 号 成 这 样 : . 
So= [|v 权 =-F dudt. C5a) 
th} 


”全 号 的 意义 是 显然 的 。 


—36— 


这 里 琢 出 式 
vBrOdud = BG— Faudo C6) 
注 收 有 昌 太 上 坐 标 之 下 的 面积 元 素 。 


Ee ee re ee er ,eee rep 


ey epee rd ed eh ee ee ed er ee 


至 今 我 们 只 限于 简单 光 请 曲 醒 的 情形 。 如 果 昌 面 不 属 这 种 情 
形 ,但 可 分 为 有 限 多 个 简单 而 光滑 的 片段 , 则 我 们 称 各 片段 面积 之 
总 和 为 全 其 面 的 面积 。 在 此 不 难 址 明 ， 这 样 所 定义 的 面积 事实 上 
与 曲面 分 解 为 所 需 类 型 的 片段 的 分 法 无 基 。 说 整个 所 答 的 曲面 由 
参 变 方程 所 表 出 ， 但 在 个 别 点 上 或 线 上 一 一 对 应 的 关系 可 能 不 成 
立 ; 出 在 这 一 般 情形 其 面积 份 可 由 公式 (5) 或 (5a) 表册 [参半 354 
段 ,4 ”]。 
有 面积 的 曲面 称 汶 可 求 积 的 。 
367， 例 ]) 醋 求 球 画 邓 十 所 + 如 = 环 零 性 而 说 十 这 = 了 所 切 下 的 
那 部 分 { 朗 “和 纵 困 阿 尼 体 "的 上 下 度 , 关山 358 段 , 3); 图 46] 的 面积 。 
解 ” 对 上 底 我 们 有 
t= Hiv, 各 二 一 一 g= -三 ， 
Te 
若 因 此 有 
好 rd 
S= 2R|{ TE 


DD} 
这 里 积分 区 域 是 图 周 避 十 沪 = Rz 所 男 的 图 。 
化 汐 极 坐标 , 得 [ 参 末 358，3)] 


修志 积分 , 最 后 求 得 


-一 科 7 一 


Ss=4R9( -1). 

佑 为 秆 球 的 面积 等 于 2r 玉 2， 收 除 乔 “ 检 林 阿 居 体 ”后 所 剩 下 那 冯 分 面 程 
等 于 4 刘 旺 它 可 用 从 径 了 吉 贡 而 完全 不 售 匹 理 数 ， 维 灼 阿 尼 还 把 巡 个 吸 
下 | 全 注意 的 情形 和 同时 代 人 对 他 各 孙 的 一 个 天 是 联系 起 来 。 我 负 注 意 , 上 壕 
那 部 分 个 球 的 体积 可 志 为 不 合 无 理 数 的 式 于 : 它 就 等 于 二 RI[358 段 , 3)]。 

附注 ”对 上 夯 所 做 的 计算 ， 事 实 上 还 需要 一 点 衣 明 , 因为 在 点 (B90, 0) 
上 导 贺 数 P 了 和 94 不 束 粮 ; 因此 积分 号 下 的 式 子 也 不 可 粮 ; 参天 2)。 

3) 赋 利 用 球面 的 大 变 表 用 法 

T=Bsinotnost, y= Rainpsnd, a= Rsy 
《DeEr ED). 


来 解 问 题 1)， 
恢 据 导 浴 和 疆 随 
Feoseosy Reogpsing Wh 
— Ranpsing HRsinneosg 0 
不 难 找 开 球 的 高 斯 系 儿 : 


E=R?, F=0, C= Rsin’y, 
tn EG—F = Rising, 
入 拉 不 关上 只 考 碟 所 要 研究 的 量 面 在 第 一 一 寺 限 申 的 那 四 分 之 一 ， 对 于 "条 
粹 何 尼 曲 宰 上 的 虐 ， 部 球 当 圆 柱 交 线 ( 在 第 一 赴 跟 中 的 部 分 ) 上 的 点 , 我 们 有 
下 十 日 二 3 ry 
事实 上 ,将 * 和 草 尖 为 $$ 和 8 的 式 于 代 人 国 糙 方程 + =Rs 得 
sinp = cos8, 并且 因 歼 所 考虑 的 点 显然 有 0<<9< 序 ， 0<<p 和 所 二， 故 由 此 得 


局 9 十 2 一 本 。 


杭 据 上 述 确 定 了 会 恋 数 » 和 和 8 的 变化 范 国 后 我 们 由 公式 (5a) 得 


了 i 


sr | sinydr m4 于 1} 


这 次 我 何 泛 开 了 被 积 面 溉 的 不 束 粮 世 而 得 册 了 同样 入 采 。 
3) 斌 求 下 列 巡 转 曲面 的 面积 : 


Fp)iooat, y=) siny, s=piw) 


-- TT 


28 — 
Car 

[360 段 ，2)7。 按 妨 导数 矩 趾 

( pI CoB 四 开外 了 自生 ” 

—p Wain ty yew) tony, 
傲 册 巡 个 式 子 : 

VEG—F2y(w VI tu + Ly Cw 
如 此 所 求 昌 面 瑟 积 就 由 下 列 公 式 表 绅 }; 


香 


$= 2 | (wj Tor Cm) fa. 


L 试 与 205 段 公 式 '6a) 计较 ] 


8 3， 第 一 型 面积 分 

368。 第 一 型 面积 分 定义 “第 一 型 面积 分 就 是 二 重 积分 的 自 
然 推 广 , 正如 第 一 型 强 积 分 与 简单 定 积分 的 关系 一 样 。 

这 种 推广 是 这 桩 建立 的 ， 讼 在 菜 一 由 深 段 光滑 界 炎 所 国 的 双 
侧 光 滑 曲 面 (S) (或 逐 片 光 沿 曲 面 ) 的 点 上 定义 了 一 个 丽 数 (2M) 
一 了 (x,y, 2)。 我 们 用 一 个 任意 的 逐 段 光滑 曲线 网 将 曲面 (5) 分 为 
《90) (Sa (Sw) 各 部 分 。 在 鲜 一 部 分 (SD (f 二 1,2,…,%) 内 各 

. 性 意 取 一 点 位;(xws， is Zi 而 在 这 点 土 算出 击 数 值 
| 了 = 了, is i) 

并且 葬 以 相应 曲 而 部 分 的 面积 8 而 做 成 所 有 这 种 乘 入 之 和 


o= Sf( MD, = SF Hi A 
t=1 t= 十 
多 以 前 考 轧 过 的 苦 多 和 一 栏 称 为 积分 和 。 


2 二 本 时 了 遇 有 也 极 也 凡 只 慎 男 


数 人 MD =fxsy, 2) 由 潭 (6) 的 (lo 人 而 并 


中 以 区 中 于 下 芽 扬 村 考 虑 的 第 二 型 画 积 分 。 


(renas = roweas， (1) 


La i} 
这 里 a8 象征 元 素面 积 Si。 
269， 化 为 寻常 二 重 积 分 我们 限于 简单 而 光滑 的 曲面 (3) 
的 情形 。 
导 于 任何 在 曲面 (8) 的 点 上 上 连 横 的 画 数 了 (x,y, 2) 积分 (1) 恒 
存在 着 卫 成 立 等 式 
| lfc, DEAS 


4 起 3 
= (R) | f(xCw, 10), yu 0), su, v) I BG Fdvav. 
(a C2) 
如 此 ， 要 将 第 一 型 面积 分 化 为 导 当 二 重 积分 ， 只 要 将 赫 坐 标 
2 9; 2 换 成 其 参 变 表 出 式 ， 而 面积 元 素 4S 换 成 其 曲 入 坐标 式 就 
我 们 来 证 明 上 商 这 各 庄 ， 
以 前 便 说 过 ， 昌 面 (8S) 用 逐 段 光滑 曲 焰 求 分 制 时 ， 区 域 (A) 也 
' 就 有 类 似 的 分 割 法 与 之 相应 , 反 过 来 也 是 如 此 。 同 样 ， 如 果 (3) 的 
各 部 分 的 直径 趋 于 0, 则 人) 的 各 部 分 的 直径 也 趋 于 0, 反 过 求 也 是 
如 此 。 
我 们 相应 地 将 曲 而 (5) 分 为 (8;), C52),…, (Sa) 各 部 分 , 将 区 
域 (A) 分 为 (sa); CA),…, (An) 各 部 分 ,并且 在 每 一 部 分 (5,) 中 各 
取 一 点 (wiy Vis 1) 在 每 一 部 分 (CA:) 中 各 取 一 点 (Wis Di) 它们 也 彼 
此 相应 而 有 
Pea HD), = yi i = 0 ). C3) 
现在 我 们 做 出 积分 (I) 的 积分 和 


-> Ca Bi OE 
Ll 


一 30 一 
按 366 段 一 般 公 式 (5a) 有 
;= I Vv Ea- dvdy, 


ih) 
应 用 中 值 定理 ,得 
Ss [VEE Fi ly, ho 
这 里 (3 050) 是 区 域 CA;) 中 的 一 点 。 
由 此 利用 (5 的 表 出 式 及 (03) 我 们 可 将 of 写成 


ofr v0) yu v0 zw 09)) [LV BGO- i As 
采取 这 个 形状 时 , 它 就 像 (2) 式 中 第 二 积分 的 这 积分 和 了 

co 一 之 za ys 2), sw) 0 ) LV BE— Fr Jom" A 
e 与 o* 的 区 别 无 非 是 ,在 o* 内 复合 而 数 所 …) 及 根 式 W… 每 区 
都 是 对 同一 个 任意 束 来 的 点 (us ea 计算 的 ， 而 在 = 内 则 贾 数 取 在 
点 (us 上, … 取 在 点 (本 刺 )( 后 者 要 求 决 于 中 值 定理 ， 不 是 任 

意 的 ) 上 。 

我 四 来 看 两 个 和 之 差 : 

全 er == fHLV BEG- jeth 一 [vBEG— lu} Ac 
说 8>>0 是 一 个 任意 小 的 数 。 由 面 数 V 二 现 前 (均匀 ) 连 转 狂 在 
区 域 (Ai) 的 直径 充分 小 时 有 

I[vV EG— lw-—[v EGa—F’ Juil 6, 
旗 然 严 秆 面 数 了 有 有 界 : 
If Ca, 8 2 | 二 也 


则 不 难得 出 售 值 式 


一 希 ] 一 
所 以 
lim (or mo )=0, 
时 此 可 号 ， 这 两 个 和 中 只 可 第 二 个 和 的 极限 存 企 聊 可 推 册 力 
一 和 的 极限 也 存在 并 和 它 相 等 。 这 就 趟 明了 我 们 的 话 。 


如 果 曲 两 (8) 由 显 式 方程 
一 (2 的) 
所 输出 , 则 公式 (97 成为， 
ye, 9, 2)a8 = CO) Ce, y, sto, DVITPTE drdy, (4) 
《可 ) 4 下 
这 里 (用 表示 曲面 (8) 在 xy 平面 上 的 按 影 。 
因为 
VI + ToT 
Q 如 供 例 表示 肖 面 法 纺 与 > 轴 之 角 ), 故 公式 (和 可 写成 
je v2)d8 = wile pan) 5) 


我 们 树 今 一 四 假 喜 积 分 所 展 布 的 胆 面 (9 是 简单 而 光滑 的 。 我 
们 的 烙 录 不 难 勿 到 由 有 限 多 这 种 片段 所 租 成 的 曲面 的 一 般 情形 。 


370、， 第 一 型 面积 分 在 力学 上 的 应 用 1*， 用 这 种 积分 可 以 计算 链 点 上 
有 一 定 密 记分 布 的 物 盾 曲面 的 质量 , 策 , 重心 坐标 以 及 其 他 的 量 。 

查实 上 , 与 以 前 所 群 平面 质量 分 布 的 情形 比较 起 来 ， 这 里 和 着 澈 有 什么 新 
鲜 之 处 。 

2°. 单 层 引 力 。 第 一 型 面积 分 可 以 很 自然 地 用 来 研究 分 布 在 曲面 上 的 扶 
量 的 引力 。 

识 沿 曲 画 (S) 连 粮 分 布 着 盾 县 , 在 曲面 的 短 点 开 (2 护 的 处 都 有 熔 定 的 密 
庆 pa = plz 和 ; 2) 中。 更 设 在 旧 面 外 点 4C5, 人 条 处 有 一 单位 计量 。 现 在 时 
来 决定 点 4 被 曲面 (5) 股 引 的 力 下 的 大 小 和 六 辐 。 这 里 所 根据 的 是 牛顿 可 | 


中 在 这 博 形 下 我 们 用 “ 蕴 居 "这 个 洲 锋 以 与 现在 不 考 不 的 “ 栋 层 "情形 区 别 开 来 。 


一 人 的 如 一 
力 定律 (万 有 5 引 1 力 定 律 )。 

因果 点 帮 被 单个 导 上 成 误 twy 雪 科 所 最 1 剑 中 于 证 成 的 质量 为 mm 央 引 帮 
的 大 小 将 竺 于 


中 
BF=:> ， 
这 里 7 是 距离 4H , 即 
rv CT tr. 《6) 


囚 为 这 个 力 的 万 向 是 由 # 指 向 半 的 ;所 以 其 方 辣 俩 弦 为 
2 yy 2 
Fr 


因 才 引力 卫 站 各 誉 标 轴 上 的 抽 影 可 让 为 


一 二 一 一 六 
Fe = FF Pam C7) 


如 果 吸 引 的 质点 不 止 一 个 而 成 一 夺 点 乘 , 则 这 些 式 子 就 要 换 成 这 类 式 子 
之 和 ; 最 后 , 在 质量 党 曲面 带 燥 分 布 的 情形 划 郑 些 和 变 成 了 积分 。 

用 等 常 的 妊 小 : 考 卡 曲 面 元 素 29, 它 带 有 质量 sd, 设想 这 一 质量 集中 于 
85 的 一 个 点 小 (zxy 包 2) 上 。 它 对 点 4 的 引力 在 各 加 上 的 授 影 将 是 [小 并 (7)] 

QFo ps Ag, dPy= pd, aPs= p25, 
这 里 r 垃 东 焉 窜 Jf, 可 由 公式 (6) 卖 出 。 现在 只 要 积分 起 来 就 可 得 出 单 层 
引力 也 在 各 轴 上 的 授 影 的 公式 如 下 : 
《人 > tT LE 

如 上 臣 力 下 的 大 小 方向 都 完全 确定 了 。 

如 果 被 吸引 的 点 和 4 本 身 沙 在 曲 曾 (5) 上， 则 引力 在 各 朝 上 的 投影 仍然 可 
由 积分 (8) 表 弓 , 但 这 同 阁 些 积分 不 是 正常 积分 , 因为 在 点 4 部 近 被 积 画 数 者 
不 是 有 界 的 了 。 

3 ". 单 层 位 对 ”在 只 有 一 个 吸引 点 (me 思 区 的 情形 下 我 全 已 猎 知 道 引 
力 在 各 坐 款 山上 的 授 影 如 具有 殉 几 式 (7 六 不 难看 出 这 三 个 投影 是 丽 数 


本 (名 及 六 一 本 


包 为 瑟 起 订 简 单一 与 :工时 部 悍 例 党 “引力 党 数 《部 牛 惰 公式 中 开 决 于 单位 选择 
法 区 比 例 落 数 ) 待 子 1 


一 333 一 
对 所 0, 的 偶 导 激 ， 这 个 两 数 呼 向 点 对 的 声 对 点 4 的 牛 颁 位 势 [ 姑 隔 351 
段 , 1)]。 
如 果 质 点 采 造 成 一 个 场 ， 则 位 执 可 避 为 这 种 分 式 之 和 ， 而 位 势 对 与 四 
的 闻 狐 仍 输 月 引 力 在 备 叉 十 的 授 影 。 
由 此 我 们 自然 得 出 以 密 雇 bp 党 曲面 (5) 分 布 的 单 娠 对 点 4 的 位 热 的 卖 


4 


Ws mt) = (9 
(9) - 
只 简 下 这 样 的 辣 题 : 对 这 位 势 来 说 下 列 盯 本 性 慎 
a 3 a 
EE 00) 


是 否 仍 保持 不 变 。 这 里 了 mw By Fs 是 单 层 引力 FF 在 各 轴 上 的 投影 而 可 由 从 
式 !) 来 决定 。 

如 果 点 半天 落 在 曲面 上 , 如 此 速 粮 性 完全 保持 , 则 不 难 永明 对 积分 (9) 在 
例 扣 四 进行 徽 分 时 征用 菜 下 尼 敬 法 而 (对 此 只 村 重复 我 何 熟 悉 的 芥 臣 )。 如 
号 , 戏 所 考虑 的 尾 量 分 布 请 形 关 笋 式 (10) 也 得 到 着 笑 。 

例 1) 岳 冰 一 均匀 球 屋 (p 二 常数 )} 对 一 个 点 的 引力 。 

和 解 ” 诸 蒜 的 中 心 在 华 标 原点 ;而 被 吸引 点 44 (质量 为 1) 位 于 正 * 轴 上 高 
中 心 & 处。51 力 在 zs 二 及 3 朝 上 的 投影 Fs 与 Py 旺 然 者 等 十 0。 共 芍 ， 我 
们 有 


【号 
(rf 是 点 万 与 球面 任意 点 民有 并 的 吧 离 >。 加 变 卉 为 球面 从 标 
| t= Rsingcosp, y= Rsinrgsind, = Reosp, 
则 有 
dS = Ft sinpdydd, r= Rr Ta onacosy 


由 7 (Reospg~a) sinedr 
五 一 2r 五 3 | ( 环 To — Racosyp)i/? 
必 


用 蕉 所 2 十 422 一 2Raeosyp 一 反 可 将 此 式 宽 汐 


R+a 2 2 n 
PR:—i T. - Ri— a 
EC 


一 334-- 
更 在 我 他 求 时 论 西 种 情形 。 
(1) 设 4 二 BB; 在 这 情形 1B 一 #8|= 瑟 一 ww 而 揪 吕 中 之 入 为 灿 于 是 
万 。 一 是， 
所 也， 落 在 均匀 球 展 内 部 的 点 受 不 到 球 时 引力 的 影响 。 
C2) 如 办 a 记忆 出 1R 一 &1 一 (RR a), 芭 | 过 


Ar R2p 


fF: = 一 。 
才 a 


本 
2) 求 均匀 球 屡 对 任意 一 点 的 位 瘤 。 
解 ” 仍 用 前 面 的 记号 , 我 们 有 


开导 SinpAiy 
Fr ii JV Rt -2 Cos 


{By 
及 十 站 


2 | dt= RR {Ral). 


好 


上 二 -可 
如 果 4<< 书 期 
Wn)=4riip, 
如 此 在 渔 匀 域 姑 内 部 其 位 执 为 常数 。 
反之, 了 R 时 
Wta) -ee, 


即 均 印 壮 野 在 外 部 安阳 的 位 势 就 如 同 基 村 部 盾 时 者 集 中 于 玉 心 的 稍 形 一 村。 
附注 ”在 a= 时 两 个 到 站 都 率 涉 到 非 正常 面积 分 ， 因 下 时 被 积 匡 数 变 
成 无 装 天 。 


$ 4， 第 二 型 面积 分 


371.。 第 二 型 面积 分 定义 ”这 种 新 积分 可 仿照 和 二 型 如 积分 
的 方式 来 构成 。 

车 于 我 们 是 由 有 向 (定向 ) 曲 杂 出 砾 的 ， 井 且 把 它 分 为 一 些 元 
素 ， 然 后 把 每 一 具有 相应 方向 的 元 素 投 影 到 坐标 轴 上 。 扬 得 投影 


re pp i pp re re pr er 


— -一 
也 是 有 方向 的 ， 坝 我 们 看 它 的 方向 与 坐标 轴 一 致 与 否 来 决定 取 其 
长 时 和 给 以 正 号 或 鱼 号 。 
个 此 我 们 现在 来 考虑 一 个 光 担 的 或 还 片 光滑 的 双 便 曲面 《3) 
并 取 定 其 两 侧 中 的 任何 一 便 ; 我 们 已 经 知道 [362 和 良 ]， 这 喜 等 价 王 
在 曲面 .上 选取 一 个 确定 的 定向 。 
为 确定 起 见 我 们 先 假 识 基 面 是 由 显 式 方程 
=2(w, y) 
所 和 出 ， 而 点 Cz, 四 在 xy 平面 上 一 个 由 乏 算 光滑 界 烧 所 图 的 区 域 
( 刀 ) 内 变化 。 于 是 我 们 可 以 在 曲面 的 上 侧 与 下 个 之 问 选 择 其 一 了 。 
在 第 一 种 情形 , 曲面 的 曲名 要 标 以 从 上 面 看 来 逆 时 针 的 方向 , 在 
第 二 种 情形 则 标 以 与 此 相反 的 方向 。 
如 果 将 曲面 分 成 群 多 元 素 而 将 每 一 相应 地 定向 的 元 素 射影 到 
zy 平面 上 ， 则 蔷 元 素 的 界 萎 的 环行 方向 就 决定 了 射影 的 界线 的 环 
行 方 向 。 这 个 方向 在 固定 的 是 曲面 (8) 的 上 侧 时 将 与 逆 时 针 过 转 
一 致 , 即 相应 了 于 wy 平面 本 身 的 定向 ; 在 这 情形 射影 的 面积 我 们 将 
取 正 号 。 在 下 个 的 情形 则 过 转 方 向 相反 , 面 射影 面积 取 负 号 [参阅 
opp 
现在 识 在 所 六 曲 面 (8) 的 点 上 定义 了 一 个 画 数 f( 和 ) = 
一 了 (zx, y, 2?)。 用 逐 段 光 洪 曲 强 网 将 曲面 分 成 许多 元 素 
C91), (92), +, (8), 
而 在 每 一 元 义 (3;) 内 各 取 一 点 型,(r or 2i。 然 后 算出 画 数 值 
有 M0) 一 了 zn gosD 产 乘 以 元 素 (80) 在 ag 平面 上 的 射影 的 面积 已 
的 正 负 号 按 上 述 法 区 输出 。 基 后 做 出 共 总 和 (也 是 一 种 积分 和 ) 


如 一 DF OH) D, = frs ys £0) Ds;. (1) 


中 戎 并 313 页 底 注 。 


一 熙 6 一 
FOM ardy =f ey, drdy 
的 展 布 在 曲 而 (8) 所 选 定 一 侧 上 的 (第 二 型 ) 面 积分 并 用 记号 


I =||fC0Daray=| fC, yy sardy (2) 
{a} 于 


来 表册 (这 里 drdy 象征 曲面 元 案 在 xy 平面 上 的 射影 的 面积 )。 

但 由 这 记号 看 不 田 所 指 的 完 萝 是 曲面 的 哪 一 个 ， 因 此 每 丈 均 
须 导 别 指 出 。 由 定义 本 身 可 知 ， 则 面 旧 所 沽 虑 的 一 侧 换 上 成 相反 的 
一 全 时 , 积分 要 跟着 变 号 。 

。 如果 曲 面 不 是 上 述 那 种 特别 形式 ， 则 我 们 总 预先 假设 它 由 有 
跟 多 个 还 段 光 清 界 篇 所 轩 成 这 样 的 片段 所 息 成 ， 后 者 或 者 具 上 这 
种 形式 ， 或 者 是 母 胡 平 行 于 * 辖 的 柱 面 的 一 部 分 (其 在 xy 平面 上 
的 准 线 有 和 零 面 积 )。 在 元 素 落 在 第 一 型 片 刁 上 的 情形 我 们 已 痢 知 
道 荡 样 给 共 射 影 面 积 加 上 正 负 号 ; 
如 果 上 曲面 的 元 素 有 些 在 上 面 而 有 些 
在 下 面 时 则 可 随 元 素 而 取 不 同 的 正 
负 叶 《图 56)。 玉 于 落 在 所 说 柱 面 
上 的 元 素 ， 则 共 射 影集 中 于 一 条 厂 
押 有 有 堆 面 积 ， 故 珊 不 到 所 独 正 负 
导 @。 在 共 他 方面 对 这 一 般 情 形 
的 面积 分 定义 可 和 上 面 一 样 地 来 

56. 建 江 。 
改变 华 标 轴 的 邮 位 (相应 地 也 要 改变 对 曲面 的 条 件 ) 则 兰 代 xy 
平面 也 可 把 曲面 的 元 素 射 尺 到 yz 或 zz 平面 上 。 如 此 可 得 出 其 他 
两 个 第 二 型 面积 分 


中 我 位 届 当 了 夸 于 册 面 不 吕 片 睦 的 "不 规 肌 ”元 素 { 可 以 前 赤 了 当 怨 略 特 )。 


[fe%, yyds 或 | fxr, ys 2 dedr. Co*) 


9} 与 


在 应 用 中 常会 温 到 将 所 有 这 几 个 形式 的 积分 合并 在 一 起 ; 


一 


||Payaz+t Qazdr+ Rdxady, 


【部 ) 
这 里 天 8, 卫 是 (x, gy 的 图 数 ， 定 义 在 曲面 (3) 的 点 上 。 百 提 本 
一 次 , 在 所 有 的 情形 曲 而 (3) 总 候 咬 是 双 俩 的 , 而 积分 是 展 布 在 其 
蒜 一 侧 上 的 。 
372， 北 为 寻常 二 重 积分 “我 说 慨 设 冰 数 了 在 电 面 (8) 各 点 
上 都 是 这 统 的 。 
1°. 首先 来 游 庶 曲面 (8) 由 显 式 方程 
=—2tzyy) (Cx, yy 归于 CD)) 
糖 出 的 这 一 基本 情形 , 这 里 两 数 * 圳 同 其 俩 导数 
都 是 连 粮 的 。 
如 果 积 分 (2) 沿 申 面 上 侧 来 取 , 唱 在 积分 和 (1) 中 所 有 .D; 都 是 一 
正 的 。 在 这 和 中 将 zx# 换 成 其 值 zx g) 而 将 它 化 为 


可 一 之 上 (rgb 2 #1)) DD;, 


+ 一 + 


这 不 难 读 出 就 是 寻常 二 重 积分 


(a) [ire, ys es #2 I dry 
‘DY 
的 积分 和 。 
取 极 限 我 们 就 确定 了 积分 (2) 的 存在 同时 建立 了 等 式 
hrm, aasay= CB) {|f Ca, , 2% 9)) dray. (3) 


《 汪 ! [| 


—338— 


如 果 积 分 展 布 在 曲面 (3) 的 下 便 , 则 显然 有 
{fe g, dray = — (BR) [fw y, 2 9))aray. (9a) 


LP i 


现在 不 难 ( 对 所 考虑 情形 ) 来 建立 两 型 面积 分 问 的 关系 。 首 先 


就 曲面 上 侧 来 就 (对 第 二 型 积分 )。 如 果 在 369 段 公式 《区 中 把 ， 
灌 作 锐角 ,而 将 函数 了 (x, 9 3) 换 成 以 了 (xz, y, 2) cosv, 则 有 


CR)| fc #3 SL, GT = { {fc yy SI COILAS., 


[A 让} 
由 此 按 (3) 得 出所 求 公式 ; 
| Ps 2)drdy =||f, ys 2) convas. C4) 


将 曲面 上 便 换 作 下 侧 , 则 等 式 (4) 左 边 要 因此 改变 正 负 号 。 如 
果 这 回 将 ” 理解 为 向 下 的 法 线 与 * 辆 所 成 的 印 角 ， 则 余 张 速 同 积 
分 也 变 号 ,如 此 训 等 式 仍 保持 成 立 。 z 
2°. 如 果 (5) 是 母 询 平行 于 z 坦 的 杜 面 的 一 部 分 ， 则 其 元 磁 双 
都 有 规 射 影 , 如 此 在 这 情形 
(fey, 2)dzdy=0 (5) 


《加 】 

显然 在 此 公式 (4) 仍 成 立 : 因为 eosv 二 0, 裔 此 公式 夺 边 也 变 成 0。 

3°, 最 后 ， 如 录 曲 面 (3S) 由 有 限 多 个 1 或 3" 中 所 考虑 的 片段 
所 粗 成 ， 则 将 关于 各 片段 的 (和 型 公式 加 起 来 就 可 起 明 公式 ( 生 在 
一 般 情 形 也 成 立 。 | 

4" 类 似 的 公式 也 可 对 面积 分 (2*) 得 出 。 将 分 别 对 任意 连 种 
画 数 已, 双 , 中 写 下 的 三 个 公 冻 全 加 在 一 起 就 得 出 表示 两 型 面积 分 
间 关 和 孙 的 一 般 公 式 : 


| Pdydz + Q drdz+ Rdxly = 
Ly} 


一 扫 9 一 
ee Qoos t+ Rooer) dS. (6) 
ta 
那 一 侧 的 法 入 来 半 算 的 
5 如果 曲面 (9S) 是 以 天 变 式 给 出 的 ， 唱 可 将 公式 (6) 右 边 的 
和 分 一 -一 过 带 地 ， 左 迪 的 积分 一 一 化 为 寻常 二 午 积 分 ， 展 布 在 崔 变 
数 的 变 域 (A) 上 上 。 我 们 沈 假 识 曲 二 是 简单 而 光 举 的， 又 识 它 由 腔 
段 光 滑 界 矿 扣 国威 。 
我 们 先 定 浊 面 一 一 个 并 由 比 在 它 上 面 定 了 向 。 如 末 区 域 CA) 的 
界 樟 (CA) 的 正 向 环行 相应 子 界 禾 CL) 的 正 向 环行 ， 员 册 我 们 知道 


| 


[362 咎 ], 表 东 曲面 所 选 之 便 的 法 入 的 方向 余弦 可 由 公式 


4 B 
CoN RTE MT 
-CC -一 
vB TO 
来 决定 ， 根 式 前 取 正 号 。 另 一 方面 , 在 变换 为 依 才 变数 %s 的 二 重 
箭 ! 分 时 面积 元 娄 43 应 换 成 
+ A TB + Odudy 

[369 段 ]。 最 后 得 岂 

| Pivas+t Gaede Ravdy = | [| GaP+BQ+ OR)dudy. (7) 

£ 训 


[a 


DOBJ < 


右边 画 数 了 P,Q, 五 中 的 x,y,z 要 其 用 % 和 wv 的 宕 二 式 来 代替 。 
附注 ”这 个 公式 也 可 推广 到 由 甬 单 光滑 曲面 彼此 衔 搂 起 来 的 
曲面 的 进 一 般 情形 。 但 在 右边 积分 前 可 上 出现 正 叶 也 可 出 现 鲁 司 。 
[ 湖 开 361 段 附注 ]。 
313。， 斯 托 克 斯 公式 ”现在 我 介 类 推导 一 个 联系 面积 分 与 线 
积分 的 含 式 , 它 就 是 已 知 的 格 入 公式 [346 段 ] 的 推广 。 
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关于 曲面 (5) 我 们 和 完 保持 和 前 段 5° 中 同 祥 的 假说 。 

训 在 包含 曲 功 六 本 身 于 共 内 部 的 基 一 空间 区 域内 输 定 了 一 个 
画 数 Po y, 2z); 它 连 则 其 仿 导 画 数 部 在 该 区 域内 连 筑 。 于 是 成 立 


公式 
[re J[ 吕 ww- 如 四 


而 和 男 线 (了 的 环行 方向 就 相应 于 陆 面 C6) 鸥 右边 强 积 分 锯 展 布 
之 侧 。 

首先 我 们 将 涪 细 和 线 () 的 绥 积 分 变 成 沿 曲 炉 4AJ) 的 积分 

了 一 二 
| | P(F dwt 3zdo) (9) 
这 等 式 不 难 腔 舍 : 条 用 曲 杂 (tA) 的 参 变 表示 法 : 

| wu) o=00t) (acteey), 
由 此 曲 粮 (如 也 尖 成 蕉 交 式 : 

T=xut) ,02)), y=y (u(t), (4)), 2=2Cu(t), vt)). 
于 是 两 个 积分 化 成 了 同一 个 依 参 变数 t 的 寻常 积分 


总 
Bx dw ,dr dy 
{7. 全: En -2 )at. 


现在 应 用 烙 宁 公 基 于 ( 曙 式 布 边 的 积分 : 


上 ‘(Bera )= ja 了 ) -3 PP Dw z 


因为 最 后 这 个 被 积 式 展开 来 成 
3P 9 aPay aP 至 序 dr 
dr ou Dy dw a2 Ho/ay dvau 
aP ge 9P 2y 9P 9a Npw PP aw 
一 ( 芝 ty NT 2 - Tago™ 


(Fe 9Y gz 2) 于 (从 各- 久 Ay 
2 au AY doaw Bay 


aew dv dv df 


一 11—. 
所 以 我 们 得 出 二 重 积 分 
97 一 人 
| Ul B 0 awa. 


按 公式 (9) 它 不 难 变 成 面积 分 
| 2 dzadx— 3 edy 


全 
恰好 涪 曲 面 所 选 定之 例 求 积 。 如 此 完成 了 等 式 (8)9 的 媳 明 。 
这 公式 我 谷 是 对 简单 光滑 曲面 建立 的 。 但 它 不 难 推 广 到 由 逐 
段 光 滑 曲 燃 所 图 的 逐 片 光滑 曲面 的 一 般 情形 。 只 要 对 每 一 简单 光 
滑 片 咎 各 别 写 田 公式， 然后 将 所 得 吝 等 式 深 硕 加 起 来 就 行 了 。 
翰 换 字 表 x, y, zx 的 方法 还 可 得 出 丙 个 类 似 等 式 : 


| Qdy= 上 学 eay- 3 cordz， 


481 (8a) 
[of gs od. 
| Rdz = | dyds 可 dzdv, 
4 五 ] [| 


这 里 日 与 请 是 x yg 的 两 个 新 闻 数 ,满足 与 也 一 样 的 条 件 。 
将 三 个 等 起 (8) 与 (8a) 至 加 起 米 ,就 得 出 所 求 辕 果 的 最 一 般 
形式 ; 


| Paz+eay+Raz= 
《五 ) 
-Ka - 红 ) (28 -aQ 
Ia a ddy+ a ydz+ 
- 3P a38 
+( 各 -各 jd z (10) 


这 个 等 式 就 叫做 斯 托 交 斯 公式 。 再 提醒 一 式 ; 曲面 之 合 与 界 


dr O27 


人 饼 指 轴 我 们 在 检 层 中 利用 了 导 画 数 寺 3 和 0 rm 的 存在 性 科 尝 粮 性 ， 而 这 
些 寻 斑 数 并 下 出 现 皇 烙 时 上 只。 其 实 蔬 公式 党 有 这 些 假 雹 也 首 成 让。 
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矿 环 行 方 向 按 363 段 中 所 建立 法 则 相互 决定 。 

如 果 取 wy 平面 上 的 平面 区 域 (D) 作 为 有 曲面 《3) 的 一 片 ， 从 而 
z 王 0, 则 得 出 公式 


_([/28 _aP 
/ | Past qay = I DYaray, 
这 就 是 廊 者 已 知道 的 格林 公式 ; 如 此 ， 格林 公式 就 是 斯 托 殉 斯 公式 
的 一 个 符 策 多 。 . 
最 后 我 们 指出 ， 摹 托 殉 其 积分 中 的 第 二 型 面积 分 可 以 中 弟 一 
开 面 积分 米 奉 代 。 于 是 这 公式 成 为 - 


| Paz + Qdy + Ras= 


(1 


-ee 


+( 疆 ~ 作 )eonv es ， (11) 


这 里 cosA，cogLK，coszv 表示 相应 于 曲面 所 选 定之 侧 的 法 锐 的 方向 
余 嘴 。 
我 们 举 一 个 例 来 " 脸 寻 " 斯 托 克 斯 公式 。 倒 
忆 = 瑟 十 癌 ， 和 皇 扣 十 2 R= 十 于 
并 取 柱 面 
人 十 玉 二 3rz 由 球面 2 十 六 十 六 =2BRx (Rr, #80) 
所 切 几 的 曲面 部 分 作 沪 93)。 
过目 曲 烧 有 的 大 变 表 示 注 国 ; 
T=rtlt cost), y=7aint, z= Dr(Rr I T+ cost (Qt<07), 
叶 为 了 便于 本 住 电 托 克 斯 公式 我 们 指出 ; 大 这 积分 中 第 一 项 与 格林 公式 相同 , 共 
剑 两 项 可 让 字母 扩 3 及 玉生 天 种 评 赚 换 得 到 。 
加 即 困 使 一 ?二 rcost, y=7TSint， 册 大 变数 的 几何 意义 是 明显 的 ;将 这 二 式 借 


大 球面 方程 中 序 得 出 8 与 的 关系 。 由 上 国土 来 ，t 自 09 变 判 2= 时 曲 稳 以 囊 钟 万 和 
描 贡 。 


MR 


这 样 曲 锋 积 分 化 成 了 了 一 个 很 复 厅 的 寻常 积分 : 


王 焉 
| {fr?sin?t +2r(R—7) (+ eost)](—rsint) + 
中 


+ 2reR—r)tl+teost}tri(lteost)? lrcost+ 
27 CR—r) 
1+ eost 
亿 大 括 缀 中 第 一 项 与 第 竺 项 莱 岂 Qt 后 有 fcoat)adecost 的 形状 , 而 其 积分 由 
于 傈 小 的 周期 性 而 等 于 0 。 柑 出 负 下 的 计算 , 得 用 2r8r 

我 们 先 把 屡 布 在 所 襄 曲 面倒 的 第 二 吾 面 积分 


十 Er (十 Cos 72 Trisin?t -= 3 《 一 sint)ladt. 


引 | 人- saydst 全 一 874 二 人 dady 


Lo 


变 为 下 列 第 一 型 积分 : 


引 | [fy F003 二 (8$ 一 341008“ 十 《2 一 yaosv las 
(9H} 
| 
一 到 
eosA 一 一 寺 ， cosv 一 豆 . 


访 于 三 式 代 久 后 所 玉 的 积分 烃 化 简 后 成 为 
引 | (s—aag. 


《NH 


由 于 曲 曾 对 zs 下面 的 对 称 性 , 积分 |jyas 竺 于 0, 吊 下 的 积分 我 们 区 把 它 变 
成 箔 一 型 积分 : ~ 
2 人 sas = =2R||drdy=2rRr. 


ODS 
8 iy} 


374， 斯 托 克 斯 积分 应 用 于 空间 坊 积 分 的 研究 ” 裔 在 开 区 域 
《2) 内 给 了 三 个 棋 数 P, @, ,它们 连 阿 其 导 丁 数 
3P 3P. 30 39. 238 38 


dy’ az’ az” ar ar By 


都 是 这 核 的 。 
借助 斯 托 克 斯 公式 不 难 建立 使 沿 (T) 内 任何 简单 于 界线 ( 工 ) 


(Past Qay +t Rd (12) 
化 为 0 的 必要 而 充分 的 条 件 。 
但 是 ,为 了 能 使 用 斯 托 克 斯 公式 , 须 预 先 对 我 们 所 考 瞩 的 区 域 
《2 加 一 个 自然 的 限制 ， 即 机: 区 城 (T) 内 任何 简单 逐 段 光滑 附则 
矿 () 必 能 “ 强 " 成 一 片 (不 自 相交 双 的 ) 以 () 为 其 界 克 并 且 也 完 
. 至 落 在 (T) 内 的 光 沸 曲面 (3)。 这 个 性 质 就 像 平面 区 域 的 音速 通 
性 ; 具有 这 入 性 质 的 空 全 区 域 (2) 也 叫做 (" 佐 曲面 的 "D) 单 连 池 
区 域 。 例 如 , 两 个 同心 球面 扬 包 图 的 体 在 这 意 浆 上 是 单 回 通 的 ,而 
环 面 则 不 是 。 
缸 区 域 他 ) 是 (使 曲面 ) 单 连通 的 。 如 上 述 ， 在 田 胡 (I) 上 号 一 


曲面 (8) 币 技 斯 托 交 斯 公式 将 起 积分 (12) 换 成 面积 分 


3 3P aR .238 oP _ 28 
| |( Br Dy vdyt 3 有 yaods +( 3z SE a “dx, 
《总 下 


显然 为 了 使 它 等 于 0, 一 租 充分 条 件 是 : 
30_2Pp, 38_3@ 2P_3B (B) 
Br dy’ dy 3 2 Ax 
这 些 条 件 冰 时 出 是 必要 的 ; 这 不 难 证 明 ( 臣 法 与 348 段 相似 ), 一 一 
只 要 依 式 考 虑 在 行 于 各 坐标 面 的 平面 上 的 在 面 图 形 (8) 就 行 了 。 
访 者 可 以 看 出 ， 我 们 在 此 利用 斯 托 克 斯 公式 的 目的 是 与 349 
民利 用 格林 公式 相似 的 。 
不 难 葱 明 , 同一 条 件 (B) 也 是 使 积分 


Pdz 十 Q@dy 十 Baz (13) 


去 遇 束 ) 


四 名 与 直面 [381 各] 要 讲 的 竺 间 区 域 间 连通 性 区 踢 开 来 。 
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总 速 灶 区 越 (7 内 任何 两 点 4 与 如 的 曲 六 (48) 的 形状 无 关 的 必要 
而 充分 的 条 件 , 当然 , 在 此 要 假 屋 该 区 域 是 依 曲 面 单 速 通 的 。 

必要 性 可 以 像 焉 面 的 情形 [349 段 ] 一 样 来 建立 。 至 于 充分 性 ， 


划 当 两 曲 访 C41B) 与 (AIB) . | 
那里 一 样 不 难 解决 。 如 果 页 过 


是 如 此 ， 即 所 取 的 两 曲 继 相 图 57. 
交 , 则 这 里 疾 题 比 在 平面 情形 要 简单 些 : 在 连通 空间 区 域 (了 ) 内 ， 
总 可 以 取 这样 的 第 三 条 曲 辜 (AEB), 它 与 前 两 条 都 不 相交 人 了。 于 是 


(AIH) 【十 理 吾 ) (IB) td 


由 此 推 知 , 恒 有 


= 


{上 ZB) iAIBY 
以 上 的 叶 芥 撑 可 以 过 系 到 这 样 一 个 问题 全 分 式 
Pdax+ Qay + Raz (14) 
是 否 是 某 三 元 画 数 的 全 微分 ”可 以 像 350 段 一 样 验 本 ,条 件 (5) 就 
是 这 情形 的 必要 条 件 。 要 证 明 共 为 充分 条 件 ， 则 也 和 平面 的 情形 
一 样 ,只 要 直接 做 出 其 原画 数 来 就 行 了 一 一 写成 一 个 粮 各 分 


[ : 到 1 人 } 
Fr, y, 2) = | padz+ Qdy+ Rds 


[EEE 


的 形状 [参阅 350 自 (8) ] 它 在 条 件 (5B) 实现 时 就 与 路 粮 无 关 。 邵 
此 , 对 上 述 那 种 区 域 (T)， 条 件 〈《B) 就 是 使 (41 和) 式 成 全 微分 的 必要 
而 充分 的 条 件 。 


号 图 久 表明, 这 让 衬 出 情 形 术 是 永远 做 得到 的 。 


”第 二 十 三 章 三 重 积分 


§ 1， 三 重 积 分 及 其 计算 
375， 立 体质 量 计 等 周 题 ” 毅 栓 了 一 个 充 潇 质 量 的 立体 (7)， 
”三 且 在 每 虑 开 (z, 护 裤 上 已 知 搓 量 的 分 达 审 度 
p=p(M) = p(s, gy 2), 
要 决定 散 立 体 的 爹 慎 最 m。 
要 解决 这 个 问题 我 们 将 并 体 汪 ) 分 演 
(VF), (Po), (Fr) 
二 部 分 并 在 每 部 分 中 各 选取 一 点 
M(t, Th, en). 
近 羽 地 册 为 在 告 部 分 (VF 内 窗 度 是 常数 ， 并 且 就 等 于 所 选 一 点 上 
的 密度 p(&, yo 50)。 于 是 这 部 分 的 质量 mm 可 近似 表 为 
m= p (Es Wi SO Ps 
而 宰 体 又 盾 量 可 表 为 


入 一 之 ,p (és np COP's. 
j=l 


如 果 各 部 分 的 惠 径 都 趋 寺 0, 则 在 极限 情形 这 近似 式 变 成 精 
确 的 , 如 旨 
m= lim Sp (és, mo COVs, (1) 
$e . 


而 央 题 就 解决 了 。 
我 们 看 到 ， 这 疝 题 的 解决 在 此 也 是 归 辣 为 一 种 特殊 的 和 的 极 
限 一 它 是 本 书 中 层次 洽 及 的 积分 和 的 另 一 类 型 。 
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这 类 极限 在 力学 和 物理 学 里 常会 看 到 ; 它们 称 为 三 重 积分 。 

上 面 擂 得 守 果 用 通常 也 号 可 写成 这 样 ; 
m= 人 ec y, YA, (2) 


LF) 


本 章 所 输 以 三 重 积分 理 葵 及 其 重要 应 用 为 主 。 因 为 许多 对 二 
重 积分 建立 的 命题 连同 其 证 明 都 可 以 搬 到 三 重 积分 的 情形 ， 我 们 
一 般 将 只 陈述 这 些 命题 , 而 让 项 省 自己 去 重 述 以 前 的 诅 明 。 : 

376， 三 重 积 分 及 其 存在 条 件 ”在 烙 三 重 积分 这 新 的 积分 概 
侈 下 一 能 定义 时 ,立体 体积 村 人 起 了 重要 的 作用 ,正和 在 面 图 形 而 
积 概念 在 二 重 积 分 定义 中 所 处 的 地 位 一 样 。 

对 于 体积 概念 我 们 在 第 一 卷 里 已 者 熟悉 ， 工 且 已 屡 藉 接触 到 
它 。 一 个 立体 的 体积 存在 的 条 件 无 非 是 页 包 图 它 的 曲面 有 敌 面 积 
[197 段 "。 只 有 这 样 的 曲面 是 我 们 所 要 考虑 的 , 所 以 在 一 切 我 僻 
所 需 焉 的 情形 , 体积 的 在 在 也 就 得 到 保 址 。 特 别 是 , 光滑 曲面 及 肖 
片 光滑 则 面 正 属于 这 一 类 曲面 。 

现在 识 在 某 一 宏 冶 区域 (V) 内 答 定 了 一 个 图 数 fx gz)。 将 
此 区 域 用 一 个 曲面 网 分 成 (7)， (79);…, (Fn) 等 部 分 ， 各 有 体积 
Vo Fo… Vn。 在 第 i 个 元 素 (F9 内 任 取 一 点 (5 Ww， 5 将 此 点 
上 的 荐 数值 了 (Ew 避 对 以 体积 而 租 成 积分 和 


o= Se, CVs 
[9 


此 和 当 所 有 区 域 (Fo 的 直径 速 最 大 的 一 个 都 趋 于 0 时 的 有 限 
极限 了 就 称 为 画 数 f(x，g，z) 在 区 坡 (P 内 的 三 重 积分 。 用 妃 号 
表 为 

工 一 (Nr, ys2)dP = 川 fw oy 2)drdydz. 


这 类 有 限 极 限 只 有 当 醒 数 有 界 时 才 存 在 ; 对 这 种 画 数 除 积分 


—348— 
和 外 还 可 引入 达 布 和 
= Sm 向 一 > MP 
Lk =l1 
这 里 
1 = 一 好》 WM, =—suptf}. 


找寻 常 方 法 可 诡 明 ， 泛 积分 存在 的 必 酉 面 充 分 的 杀 件 是 
或 lim(CS—n#)=0 


lim > wps 一 0, 


二 到 二 


这 里 u= 帮 (一 mi 是 而 数 了 在 区 域 (F0) 内 的 摆 幅 。( 在 积分 存在 时 
两 和 。 8 也 有 其 极限 。) 
由 此 立即 推 知 ， 任 何 回炉 夯 数 都 是 可 积分 的 。 
可 积分 男 数 的 条 件 还 可 称 加 推广 如 下 ; 任何 有 界 西 数 , 只 要 共 


全 部 不 过 炬 点 落 在 有 限 多 个 零 体 积 曲 面 上 ， 就 是 可 积 信 的 [参半 


339 及 340 段 ]。 
377， 可 积分 半数 及 三 重 积分 的 性 尾 ”只 机 列举 出 这 些 性 展 
就 行 了 , 其 十 明 与 341 正 所 条 的 相似 。 : 
“ 1°， 三 重 积 分 的 存在 及 其 值 均 与 被 积 画 数 沿 有 限 多 零 体积 则 
面 上 所 到 值 无 关 ; 
2"， 如 果 (P) = (F) 十 (7, 其 


fan- fra (fear, 


闪 且 只 要 竺 式 一 边 的 积分 大 在 则 可 推 得 另 边 的 积分 也 就 存在 ， 
上 反 过 来 也 是 如 此 。 
3 如 果 石 为 常数 , 则 


ep 
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并 且 只 要 右边 的 积分 存在 , 左边 的 积分 也 就 存在 。 
4"， 如 果 在 区 成) 内 戎 画 数 了 与 9 可 积分 , 卓 画 数 f 填 9 也 


可 积分 , 才 忆 
|| aor (fiav {fear. 
5°， 如 果 丽 数 了 与 ?在 区 域 (7) 内 可 积分 并 且 了 <g, 则 
(sa ear. 
6°. 如 果 图 数 了 可 积分 ， 划 1| 也 就 可 积分 , 帮 且 
i Jfar |<JIfifiay 


7 "， 如 景 图 数 于 在 (FD) 内 可 积分 村 下 
mT 


mv<|||far<ar. 


iF} 
换 句 话说 , 我 们 有 这 中 值 定理 : 
[Mfar=pr Cnn<). 
当 画 数 了 这 粮 时 这 个 公式 可 以 写成 
[|| fay =f6, 9, 3)7, 8) 


Fs 


这 里 (过 及 到 是 区 域 (P) 内 某 一 点 。 ”3 
其 欢 也 不 难 将 3 役 段 的 内 容 推广 到 三 礁 的 情形 ， 也 和 那里 一 
样 , 可 以 建立 (三维 ?区域 丙 数据 念 , 特别 是 , 可 加 性 西数 概念 。 这 


四 明和 是 


种 西数 的 重要 例子 (参阅 2 ) 是 傅 变 动 区 域 (0) 的 积分 
ol 外 


Ly 
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和 以 前 一 样 ， 可 引入 夯 数 夯 (()) 在 一 点 了 上 对 区 域 的 导数 所 念 


和 


这 就 是 指 包 售 它 的 区 域 (v) 糖 为 一 点 时 的 极限 
lim 于 Co) 


wr 型 

8 ， 如 时 被 积 西数 违 继 , 则 积分 (和 在 点 型 (wo *) 上 对 区 拉 

的 导数 将 恰恰 是 被 积 画 数 在 这 一 点 上 的 值 , 即 了 (2M) 一 六 os y, 2。 
”加 此 ， 在 上 所作 概 语 之 下 积分 (4) 在 某 种 意义 上 识 是 图 数 的 
“ 原 图 数 ”。 

378， 三 重 积 分 的 叶 算 ”这 里 问题 也 是 要 化 为 由 重 数 壹 低 的 
积分 所 姐 成 的 亲 区 积分 。 慨 设 图 数 (x,y， %) 在 所 考 虚 区 城内 连 
炳 ， 由 此 保 二 了 所 有 以 下 接触 色 的 积分 都 存在 ， 我 们 首先 来 财 这 个 

情形 : 图 数 了 (zy yy 切 的 积分 所 展 布 的 立体 是 一 个 长 声 体 
四 (1) =[a, b; 6,d; ef 1 
它 在 yz 下面 上 的 射影 是 和 矩形 
(CR)=[e, de,f]. 
于 是 我 们 首先 有 


(| (wy yy war~ az| | flix, ys 2) AR. (5) 


然后 将 其 中 二 重 积分 再 换 成 果 次 积分 ， 如 此 三 秆 积分 的 对 算 竹 于 
化 成 了 三 个 单 积分 的 递 次 而 算 : 


人 用 f zy 扩 2027 = fasfaslrc Hy OS, : : 《的 
《了 本 站 村 
反之 ,如 果 把 前 两 个 积分 合并 为 二 重 积分 , 则 得 
作 fw, vy 20GY = [luafre ys Idg, (7?) 
LT 村 2 


这 里 @= [o 六 6,d]。 当 然 在 所 有 这 些 情形 , 变数 zg,z 的 地 位 是 
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可 以 翻 换 的 。 z 
现在 假说 ， 三 重 积分 展 布 在 非 长 方 体 的 立体 (F) 上 。 殴 这 个 
立体 被 夹 在 两 个 平面 “一 za 
与 + 一 站 之 问 , 而 每 个 与 它们 
平生 的 平面 一 一 各 相应 于 一 
个 国定 值 x(zosz<) 一 
所 截 的 图 形 都 着 有 面积 的 ; 
以 (P.) 才 示 该 图 形 在 yz 在 
面 上 的 射影 (图 58)。 于 是 


(se, ¥ 2JdF = [a flr, fy sy dydz, Sa) 
ep ji 
这 与 公式 (5 相似 。 


其 葡 , 悦 立 体 (F) 是 一 个 “ 柱 体 ", 下面 和 上 面 各 由 上 曲面 
zm 和 2=2Z0) 
所 包 图 ， 在 xy 平面 上 投射 成 一 图 形 刀 ， 刀 的 边界 为 区 面 积 曲 纺 
(KK); 立体 (FV) 的 侧面 是 一 柱 面 , 此 福 面 以 曲 钱 (KX) 为 准 矿 而 母 镜 
平行 于 = 轴 (图 59)。 
于 是 ,仿照 公式 (7) 我 们 有 


Eira) | ， 
fife ssar = javay | fo sds (Ca 
Fy LP 让 pi 省 2 
如 时 区 域 (站 是 一 个 曲 弹 梯形 , 以 曲线 
y=yolt) 和 y=F(x%) (2xw) 
为 豚 而 以 和 过继 z=zo，z 一 六 为 底 ( 图 60)， 则 立体 (VF} 可 归 天 上 面 ， 
所 计 芍 过 的 两 种 类 型 。 将 二 重 积 分 (在 公 革 (C59) 中 或 (74a} 中 ) 换 成 
果 式 积分 , 得 


下 [1 Bl 


fs war {af a | frs gy 2) dz , (68) 


Ta Wa) ZaftTy) 
这 公式 推广 了 公式 (6)。 
也 和 上 面 对 葵 过 的 那 简单 情形 一 样 ， 这 里 如 将 变数 4 gy,% 互 
各 调换 还 可 得 出 与 上 列 公 式 相 似 的 公式 。 


例 1) 计算 积分 
drdyds 
z ee {i+xwtyT oe." 
它 展 布 相 以 平面 2*=0,4 二 0,2 二 0 玉 人 x 十 Y 十 
十 z=1 为 界 的 四 夯 体 上 {图 代 ;。 


解 ” 四 商 体 在 zy 下面 上 的 射影 是 一 个 
由 村 镶 x=0,y=0 及 s 十 y=1 所 成 的 三 角 
形 。 显 然 ，z 的 灰 化 是 0 与 1, 而 在 2 固定 
于 入 界限 因 有 时 ,变数 可 由 人 必 恋 至 1 一 t+。 如 
果 4 上 卓 Y 都 因 害 ; 基 成 可 坟 深 名 疏 五 同 由 王 
面 4=0 移动 至 平面 zy 十 + 二 1; 如 此 变数 
图 61. 的 界限 是 0 和 工 一 2 一 加 


一 全 3 一 


1—3 I~ ZI-—Y 
1 | 了 TEST 


逐一 计算 税 分, 由 最 内 层 算 起: 


1— 寺 一 


| TT -让 eg 到 


1 一 未 
1 171, _1 
| [ri -a 2 (571 4 


1 <) 


这 里 假 访 p, gt 之 1 (图 61)。 
如 果 利 用 像 (5a) 那 样 的 会 式 而 将 对 s 的 积分 换 成 对 > 的 税 分 , 其 得 ; 


Dj | iyiardy. 
te 


用 变数 更 卉 z= (1 一 z)4,9g=(1 一 2)y, 将 二 重 积分 化 为 已 知 的 C344 段 , 3)] 


Tip) :Tg) 

+ 1 1 本 一 直人 一 一 

( 工 一 2 上 eh i 
#71 


如 此 


全 
-nar eh Ores, 
最 后 , 利用 已 知 的 B- 画 数 的 了 卖 内 式 [311 绰 ,; (12)], 称 于 得 出 
TepT(oqiTir) 
Prpt g++ 二 +1) 
这 个 结果 洁 全 与 344 缕 8) 中 所 得 的 相似 。 其 实 它 在 更 一 般 的 修订 p00 
g>Uir>0 下 得 仍 成 立 ; 但 在 被 积 画 数 变 成 无 私 大 时 (例如 ， 在 0<p<1 时 
这 发 生 在 平面 x = 0 上 ) 训 积 分 已 楼 是 “ 非 正常 的 "而 需要 再 取 一 次 极限 。 耽 
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种 积分 可 以 像 一 重 积 分 的 情形 一 样 来 下 定义 [参阅 344 段 ,4), 附 广 ]。 

379， 力 学 上 的 应 用 自然， 所 有 有 关 空 并 立体 (了 ) 中 厦 量 分 布 的 几何 
量 及 力学 量 原 阳 上 都 可 卖 为 展 布 在 立体 (六 ) 上 的 三重 积分 。 这 里 也 是 以 利 
用 无 券 小 元 此 求 和 原理 南 为 伪 便 [做 琅 204--208 及 345 各 段 ]。 

我 们 以 ? 垃 革 在 立体 (7) 任 意 一 点 上 的 质量 分 布 密度 ; 它 是 点 的 坐标 的 
图 数 ; 这 个 画 数 我 站 恒 候 发 是 束 炉 的 。 将 质量 元 这 drm = faV = pdedyds 加 起 


来 , 总 慎 量 为 
oa fe @ 
i iV 
[ 涂 阿 375 段 ]。 
由 静 给 元 素 
aK, = vim tp, dE =ydm = ypdF dE = dm = spd 
H 发 我 们 找到 葬 短 本 占 : 


Ey = |{ spar, Esa= ||)yrar, Kov=[| ja， (9) 
3} Fy . 下 
而 则 此 也 就 求 用 重心 级 标 ; 


jjevar gar flevar 
= ， 9 一 上 ， f= ， 


(10) 
在 均匀 体 的 情形 "一 常数 , 则 得 更 储 单 的 式 于 
ear lr Hlar 
二 2 += 。 
F 六 下 
显然 对 坐标 二 的 慌 性 短 公 式 是 : 
T= || f+ spar, 1,= j jeerreay, 
Ch) ' 
"ete (GD 


‘Fy 


而 对 坐标 面 的 惯性 乍 公 式 册 是 ; 


1 ear, ll paP， [aa pd (12) 


KR 


最 后 , 襄 充 沽 站 体 (7 4 的 庆 量 按 牛 柜 定 律 叹 引 一 个 攻 点 二 (5 人 了 (质量 


为 )( 图 09)。 击 慎 量 元 这 am = pay 产生 
的 吸引 力 在 坐标 朝 上 的 射影 四 为 


， J 一 主 和 
dF -paT, dy 


总 一 
OF = pdy, 


这 里 
是 于 元 素 ( 或 者 是 点 , 而 认为 持 量 集中 于 训 
点 ) 占 点 各 的 虐 离 。 加 起 来 得 对 引力 互 在 
各 全 标 业 上 的 贡 彤 图 6. 


-hr tr 5 


CH? Fr oT 


同样 也 可 决定 读 立 体 在 一 点 上 的 位 执 ; 


Fa= 


ar 
(14) 


如 果 点 4 在 体外 , 阳 这 些 积 分 全 都 是 正常 的 。 在 这 情形 可 以 俯 据 类 似 对 
间 积 分 所 用 的 想法 [299? 段 ] 将 积分 证 对 变 获 与 my 中 任何 一 个 进行 积分 号 下 
的 获 分 。 赫 时 我 们 得 到 
= Pa EF, Op,. (15) 
点 4 属于 体 CF ) 时 则 在 此 点 上 r=0 而 定 (18) 及 (14) 中 的 楼 积 苹 数 在 其 
邻近 不 再 有 界 。 但 这 些 积分 作为 非 正常 积分 则 仍 存 在 , 并 且 对 它们 基本 关 
胰 式 (15) 仍 成 立 。 
附注 “在 345 段 对 均 印 柱 体 (p=1) 的 欧 短 我 们 有 了 公式 


E,.=|) rd rdy, on) evniy, zo 二 sadxdy, 
iP! 


它们 当然 可 由 一 般 仿 式 (9) 推 出 。 


例如 我 们 有 
Ka) ear = fjamy 了 gd; 


ip; 


a 


中 参阅 332 页 底 注 


ei{xsY) 1 gtr 1 
| 2 = 3 7 | p 
各 


到 


这 就 叶 臻 所 求 的 打 果 。 
在 345 乡里 最 后 一 个 积分 的 计算 是 用 力学 中 的 想法 (关于 细 这 条 的 毅 
”上 重 ) 蔡 代 的 。 


§ 2， 奥 斯 腕 罗 格 拉 德 斯 基 公 式 
280， 奥 斯 脸 罗 格拉 德 斯 基 公 式 ”在 二 重 积 分 的 型 前 中 我 们 
” 疾 悉 了 一 个 联系 平面 区 域 上 二 重 积分 与 区 域 边界 上 禾 积 分 的 格林 
公式 。 在 三 秆 积分 香草 中 与 此 公 趟 相 类 似 的 就 是 奥 斯 股 罗 格 拉 德 
斯 基 公 式 ， 它 把 鹤 丙 区 域 上 的 三 重 积分 与 坊 区 城 边界 面 上 的 面积 
分 联系 起 来 。 
”我 们 来 考虑 一 个 立体 (F) (图 59)， 它 的 边界 是 交 滞 有 面 
(81) .5 一 2(2 的 
(Ho) 一 号 (2 y) 
及 柱 面 (Ss)。 这 柱 面 的 母 禾 平行 于 z 轴 , 准 线 则 为 zy 平面 上 那 还 
段 光 滑 曲 米 ( 玉 ) (面积 为 0), 它 包 图 着 区 域 (D)， 凤 立体 C1) 在 xy 
平面 上 的 射影 。 
路 在 区 域 ( 耻 闪 定义 了 一 个 夯 数 R(z; pg 2), 它 连 同 共 导 数 S2 
在 至 区 域 人 T) 及 共 边 界 上 都 是 圳 标的 。 于 是 成 立 下 列 公式 : 


jaraas= [Razay, (1) 
攻取 【总 了 


be) 


这 里 (3) 是 包围 驴 立 体 的 曲面 ， 而 右边 的 积分 是 展 布 在 它 的 外 全 
上 的 。 
事实 上 , 按 久 8 艇 公式 (73) 


ap ， Tp _ 
上 分 drdyds — jaa | 了 Ads 


1 ty 琶 ) 


一 人 Rixy gy Zt y) drdy 一 (Re, 9 Lolz, #) dzdy. 


如 了 轩 浴 虚 面积 分 , 旧 由 72 自 公 式 (3) 和 (33) 有 
| 人 委 drvavaz=||RG yy 2) rdy ot ee yy 2) rdy, 
Cry [i Pe 


这 里 右边 的 积分 第 一 个 展 布 在 些 面 (Ss) 的 上 倒 ， 第 二 个 展 布 在 男 
面 (8,) 的 下 侧 。 这 等 式 在 其 右边 添加 一 个 属 布 在 曲面 (35) 外侧 的 
积分 

| | Bt, y, 2s) dzdy 


《加 


后 仍然 成 立 ， 因 为 所 添 积分 过 于 0[372 段 (5]。 将 三 个 面积 分 合 
痉 成 一 个 ， 我们 陨 得 下 全 二 (4 所 设 是 于 斯 脱 罗 格拉 德 斯 基 公式 
的 一 个 特例 。 

不 蕉 理解 ,公式 (1) 对 可 以 分 解 成 所 研究 过 的 类 型 的 更 广大 的 
一 类 立体 也 是 正确 的。 也 可 以 证 明 , 公式 (1) 一 般 对 任何 逐 片 光 滑 


束 面 所 包 功 的 立体 都 是 成 立 的 。 
与 公式 (1) 相 似 我 们 还 有 下 列 的 公式 : : 
人 和 ceaves = | [payaz, (2 
| ayarees = | Qadzds, G) 


这 里 画 数 也 与 介 巡 同 其 导 醒 数 5 Eh 有 ag 让 都 是 在 区 域 (7) 内 如 徽 的 。 


将 [15 (2)， (8) 二 个 公式 加 在 起 我 四 这 村- 般 奥 斯 觅 罗 
格拉 德 斯 基 公 式 : . 


二 358 一 
Ia 3 + 守 drdydz= 
‘FF) . oy 


= ||Pavaz + Qdzdz+ Rdrdy, (4) 


它 将 展 布 在 于 曝 面 外 便 的 一 般 形式 的 第 二 型 画 积 分 表 为 讨 曲 面 所 
包 之 立体 上 的 三 重 积分 

如 果 引 入 第 一 型 的 面积 分 ， 则 可 得 出 奥 斯 腊 罗 格拉 德 斯 基 公 
式 的 另 一 很 有 用 而 容易 记忆 的 形式 : 


| 民 冲 + 中 + 虹 )es- 


=|| (Peoss+ Qoosp + Reogy)as, (5) 


这 里 po,v 是 曲面 (8) 的 外 跨 黎 与 各 举 标 轴 所 成 之 角 。 

附注 I 有 时 奥 氏 公式 也 系 以 高 斯 的 名 字 。 但 高 斯 只 接触 到 
这 公式 的 一 些 很 窄 的 畦 例 并 且 每 六 重新 作 推导 。 这 公式 的 一 艇 形 
式 (4) 是 于 1828 年 由 与 斯 脱 罗 格 拉 德 斯 基 最 先 给 出 的 ， 他 述 将 它 - 
应 用 到 固体 热传导 问题 上 。 

附注 格林 公式 , 斯 托 克 斯 公式 ， 奥 斯 脱 罗 格拉 德 斯 基 公 式 
可 以 由 这 样 一 种 思想 就 一 起 来 ， 它 们 都 是 将 展 布 在 某 几 何 形象 上 
的 积分 用 其 边界 上 的 积分 表 出 。 格 林 公式 属 二 灯 室 渔 的 情形 ， 斯 
托 克 斯 公式 属 二 礁 而 “ 窒 粗 ”空间 的 情形 ， 奥 斯 脱 罗 格拉 德 斯 基 公 
式 则 属 三 级 空间 的 情形 。 

积分 学 基本 公式 


让 
人 Coaz=TGD) -Ta 


也 可 看 作 局 于 这 类 公式 的 范本 , 一 一 是 其 一 扒 空 商 的 情形 。 
381， 册 斯 觅 罗 格 拉 德 斯 基 公 式 的 几 个 应 用 实例 “TI) 用 面积 分 志 内 立 
体 的 体积 。 也 布 347 段 中 一 样 ， 我 全 可 以 在 公式 (二 中 以 种种 古 式 选 控 画 数 
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z, 和 了， 使 三 重 积 分 中 坡 各 贾 汐 窟 于 1, 如 上 这 积分 就 化 为 立体 (了 ) 的 体积 
F。 这 样 体积 下 就 震 成 了 伸展 在 该 立体 (CF) 的 界面 (8 } 上 的 面 舱 分 。 俐 如， 
在 (4) 中 依次 全 
P= 0=0, R= P= = R=0 Pe0,Q=0,R=7 . 
就 得 出 公式 
y= mayas= | {yeazar=||adray, (6) 
夺 不 让 《 Pe 


这 里 所 有 积分 都 是 深 曲 夯 (5 ) 的 外 倒 来 又 的 。 比 整 方 便 的 是 一 个 对 称 的 公 
式 ; 相应 于 


它 有 这 样 的 形状 ; 
p= | Jayas+ ydzdzt zdray 


. :3 
或 者 化 为 第 一 型 积分 成 . 
F= 于 | (eeos A ycogp se0av dy 


I 

人 入 里 eos 和 cean tosv 尼 示 曲面 外 尘 线 地 的 方 同 余 苛 )。 

这 会 式 还 机 用 另 一 三 式 厌 出， 如 果 澄 虑 连结 原点 上 刁 明 面 上 恋 点 的 矢量 
以及 其 在 各 坐标 轴 上 的 射影 zy,#; 其 括 弧 中 的 式 子 可 写成 

: "COs, BG} 
而 最 后 有 
V= 言 (|r oos(, jd5. 
[eR 


在 这 样 的 形式 之 下 ,这 坷 果 高 斯 在 1813 年 就 已 接触 到 了 。 
2) 刚体 闭关 匠 的 于 衔 。 我 们 来 钙 明 ， 全 面 受 均 甸 压力 的 刚体 闭 申 面 但 
保持 平衡 。 
都 等 于 0。 | 
取 册 曲面 的 一 个 元 寄 (28)。 如 黑 以 p= 常数 表示 压强 , 即 施 于 单位 面积 
上 的 力 ; 剧 沿 其 法 粮 加 于 元 素 (45) 上 的 力 苑 崇 在 各 二 上 的 射影 为 
—Peosads, —peosrds, —peosvds (C7) 
(加 外 号 是 因为 于 力 是 向 痢 曲 面 内 部 的 ; 而 , sv 是 外 法 宣 与 坐标 轴 间 疡 成 
的 和 角 )， 


地 其 量 的 射影 Es, Ry, Rs 可 由 旋 的 元 素 射 昧 (7) 加 起来 得 卫 ; 
五, 一 —p| [eosxas, R,= -pl| sosndS， 五 -= — 引 | cospg8- 
[中 [BY _ ” 改口 


但 这 些 科 分 全 等 于 0, 这 只 费 在 奥 氏 公式 中 邻 

Pe1, OmReu0 =1, PaR=0; Ral, P=0=0 
即 可 看 出 。 
所 2 质 为 的 未 夭 虹 等 于 0。 

村 法 定 力 元 素 双 的 主 拭 , 比方 说 ， 对 些 标 原点 的 算 里 ， 我 们 来 把 下 列 力 抵 
元 素 在 各 由 工 的 射影 划 在 一 起 ; 

PsC0Si— Yoosr dS, plroogr — soo dS PyeosN icospjddD, 
如 此 , 压力 驹 原点 的 主 算 其 射影 为 : 


Ls, -sl coSis— YOOSr IOI, Ly ol (Xeosp — $ensN)ds, 
Li | ODS 一 ogg， 
《有 3 


如 果 在 鄙 氏 有 公式 中 取 卫 =0,@= za, = 一 py, 基 得 工 s =0。 同 荐 可 蕴 Ly = 
= 工 :二 0, 故 (对 原点 的 ) 主 和 顷 答 于 0。 如 此 我 们 的 证 明 完 成 了 ，。 

3) 阿 元 默 德 定律 。 大 家 知道 ， 流体 加 于 钵 次 其 中 的 小 甘 面 积压 力 ,方向 
晨 沿 车 层面 各 的 尘 宝 的 , 大 小 则 等 于 以 鼓 夯 积 为 座 而 以 胺 流 的 深度 为 高 的 耻 
柱 之 重量 。 珊 在 假设 一 个 罗 体 (T) 在 流体 中 浸没 ; 在 其 表面 (5) 的 每 一 元 崇 
(45) 工 液 体 按 上 还 定律 加 以 压力 , 现在 来 决定 压力 元 素 的 合力 及 其 作用 成 。 

为 了 解决 这 个 问题 ， 我 们 选择 一 毕 标 采 : 将 zy 在 面 放 在 补体 水 平面 上 ， 
而 z 辆 欠 惟 朝 下 。 

殉 波 体 比 量 等 于 py 半 元 素 (43) 的 浸 湾 诬 裕 为 5; 于 是 识 元 环 所 受 压 力 为 


pgAS, . 
而 其 在 各 轴 上 射影 关 ; 
一 pieosMdd, 一 pFe0seds, 一 pcosvd 
如 此 主 笑 量 在 各 轴 上 的 射 形 为 ; 


R= sl) faeosaas, R, = —p||scosnds, 
| 8) 


D 如 时 班 于 点 (rz， 所) 的 为 抽 者 机 的 妇 力 是 三 Y, 2 如 对 点 上 3 7 的 力矩 在 
者 埋 上 上 的 射影 是 
Pa=(g 一 号 到 一 (3 一人) 一 (2 一) 一 (一 站 一 (一 站) 了 一 个 一 四 天. 


一 


五 :一 一 | {ze0s vy. 


《安放 


由 筑 氏 公式; 也 和 前 一 问 是 一样 , 不 难得 己 
Rem Ery=0，R 一 川 |ar= pF. 


FF? 
如 此 ,压力 的 未 矢量 友 庙 晤 奶 权 向 上 的 ， 其 大 小 部 丢 示 次 所 所 拓 肌 的 入 条 的 
重量 , . 
现在 来 考 筷 近 些 力 元 素 对 物体 重心 CC 9 世 的 给 (今后 所 指 的 都 是 在 
计量 导 导 分布 之 下 的 几何 体 的 重心 ， 这 半 物 理 的 体 的 重心 未 必 相 同 )。 重 元 


， 素 沿 行 坐标 二 的 分 量 是 - 
pz tr—t}ooap— (yy— neosr as, pal (x—it}oogr— {ts— ?009NTas, 
pal yn) osA— Cw teosn ds,. 
战 而 (对 点 如 的 ?主题 的 分 重 汐 ; _ 
Ls= otter eosn— (一 9)eoap]93， 


(站 . 


,= 中 je- feosr (2— ?eosh ]ds, 

ts ,as 

£2 pecty eons (a) ooonJas. 
ig] 机 


应 用 鄙 兵 公式 于 第 一 积分 , 得 . 
Ls ee + y= ny 


-we dellar]-o 


因为 积分 || | yzr 是 臣 立体 对 zs 平面 的 事 移 ， 即 等 于 97。 同 拜 可 夸 Do =0; 
(ra 
最 后 可 让 所 得 再 L ==0， 
HP, 后 办 对 大 人 的 二 并 下 8 营 这 疾 前 面 拍 关于 主 关 最 的 全 


ee ep ed rd 


bee Te ee re re eT ete ed ed er 


Wp eT he ee ee er ape ed 


4) 面积 分 的 研究 本 股 在 三 才 共 出 共 江 区 名 (7) 夫 ee 定 了 荐 鲁 圆 数 了 
9, R。 取 一 个 任 音 的 六 曲面 (9), 它 落 在 天 区 域内 并 包 图 落 一 个 立体 。 于 是 


一 如 2 一 


来 游 虚 面积 分 
| | pdyds + Qazsdzx+ Raray = 
《和 多 


有 《8) 


【1 


TE 


这 隔 题 与 沿 阴 踊 钱 线 积 分 等 于 0 的 间 题 相似 E348 有 有 及 3 374 绩 ]， 它 是 用 将 
林 公 式 或 斯 托 克 斯 公式 很 窜 易 地 被 解决 了 。 当 前 这 个 问题 自然 也 可 利用 奥 
下 公式 , 而 息 设 公式 中 所 此 现 的 画 数 PP, 外 瑟 的 导 画 区 都 存在 井 且 连 糖 。 

但 是 在 当前 情形 为 了 能 将 积分 (8) 按 瑞 氏 会 式 予以 变换 ， 必 须 对 基本 区 
下 他) 加 上 一 个 上 制 。 郎 要 : 只 生 低 代 息 天 立 体 (7 7 的 筑 革 网 曲 而 遇 寺 攻 技 


re Te 


1 人 er 


罕 于 ”) 单 束 遂 护 [ 戎 隧 374 段 ]。 这 一 关 弄 的 单 带 通 性 的 特点 就 是 湾 有 “ 宏 
神 ” 千 怕 这 种 空洞 只 是 一 些 点 。 对 于 不 伸展 撞 无 穷 的 立体 ;不妨 直 接 了 当 就 
图 求 它 的 边界 是 草 个 闭 明 面 [ 参 妆 34 段 ]。 所 以 , 与 前 面 , 例如 374 段 所 订 
_" 筷 曲 面 " 单 圳 通 竹 相同 , 这 里 环 是 单 连通 的 立体 , 而 空心 球 就 不 是 了 。 

吐 氏 公式 立即 引 到 所 求 的 条 件 ; 

部 4+- 抽 +4- 锂 -0 (8) 

这 条 件 旦 痪 是 无 分 的 ;而 利用 三 重 积分 对 区 域 的 微分 [377 段 8°] 不 难 证 明 
它 也 是 必要 的 。 

也 和 钱 积 分 的 情形 相似 ,党 阴 曲 面 的 积分 是 否 符 于 0 就 看 党 所 给 按 蜡 所 
“ 台 " 阴 曲面 的 积分 是 否 上 与 曲面 的 形状 无 关 。 这 我 们 不 来 组 讲 了 。 


”8， 三 重 积 分 变数 更 换 


382。 空间 区 域 的 变换 。 352 段 关 于 平面 区 域 变换 的 想法 可 
以 很 自然 地 转移 到 空间 区 域 的 情形 上 来 。 

琶 有 一 空 甬 ， 其 中 有 站 角 坐 标 系 wsgzy， 另 一 空间 则 有 坐标 系 
E06。 我 们 来 考虑 这些 窗 间 中 的 两 个 并 区 域 (DD)} 及 (4), 各 为 曲面 
(Sj) 及 (之 ) 所 包 图 ; 这 些 蜡 面 我 们 总 假 训 是 逐 片 光 沸 的 ,更衣 这 两 
个 区 域 网 彼 比 有 有 相互 单 值 而 连续 的 关 承 , 以 下 列 公式 表 出 : 


y= y(t, 六]， (1) 
2 = (tt, ,6). 
同时 曲面 《之 ) 与 曲面 (43 ) 上 的 点 必须 狼 此 相应 。 
亦 画 数 ( 了 在 区 域 (A) 内 有 连 炉 俩 导 功 状 ; 于 是 画 数 行列 式 
Dz, y. 2) 
DE,™, £) 
也 是 (和 A) 内 的 连 筑 画 数 。 这 里 我 们 也 认为 ， 半生 来 加 汪 0 看 剑 
持 一 定 的 正 负 号 [参天 352 ]。 
于 是 含 式 (1) 将 区 域 (A) 内 恶 片 光 清 昌 而 变换 为 ( 荔 内 逐 片 光 
请 的 临 面 , 反 过 来 也 如 此 。 
单 值 地 决定 zyz 实 癌 中 一 点 的 位 置 的 数 吉 m 称 为 该 点 的 曲 
线 坐 标 。 xyz 空间 中 使 这 些 坐 标 之 一 保持 常数 的 点 形成 一 坐标 面 。 
这 样 的 毕 标 面 共 有 三 族 ; 区 城 ( 妃 的 每 一 个 点 在 每 族 中 都 有 一 个 坐 
标 面 通过 和 它 。 
但 这 只 有 假 事 区 域 (D) 与 (4A) 间 有 严格 一 一 对 应 关系 时 才 是 
这 样 。 实 际 上 这 一 一 对 应 关系 常常 是 不 成 立 的 。 
例 1) 图 圭 坐标 这 可 以 就 是 中 平面 中 的 各 从 标 与 寻常 稍 -卡尔 坚 从 
标 z 的 缚 合 (图 63)。 其 与 篇 卡尔 华 标 的 关 季 可 由 这 样 的 公式 表明 : 
I= pond, Y=p3in9, Fs, C2) 
这 些 公式 将 区 域 
Op oo Er 0a 二 on 
了 爱 射 到 全 zys 室 间 上 。 但 是 ,家 糯 p 二 0, z 二 * 央 被 肛 射 为 一 点 (0, 0， #); 科 破 
坏 了 一 一 对 应 关 矢 。 
坐标 面 在 当 闻 捕 赚 是 : 
(3)p 二 常数 , 朗 骨 粮 焉 行 于 埋 的 柱 面 ; 其 准 狼 ”0 
为 路 平 商 上 以 原点 为 中 心 的 图 ; 
《000 一 常数, 即 通过 = 油 的 中 平面 ; 
《2)z 二 常数 , 部 平行 于 xy 平面 的 平面 。 


z=—x{£,"n, &), 


eT ee 


一 3 持 一 
变换 的 酌 数 行列 式 是 : 
oosg sing 0 
dpaing peoag 0|= 
| 0 1 
除了 40 的 情形 外 , 上 式 保持 正 号 。 
2) 球面 华 标 ， 也 叫做 宏昌 航 华 标 ， 其 与 币 卡 尔 坐标 的 关 芭 由 下 列 公式 
壶 出 : 


′ eosp aing 
三 pp = 


— and [ei 


Tranpcod, y=+yngnng, s=ro08py 
这 里 . 
Or 二 on OyEr OHI. 
ry p18 哮 数 的 几何 意义 由 图 作息 有 明 : > 是 连 精 原点 ( 极 ) 与 所 粘 的 点 于 
l 的 基 径 COM, 9? 是 这 大 径 与 机 ( 极 轴 ) 所 成 之 角 ; 6 
是 僚 径 OK 在 〈 重 让 于 极 郝 的 ) 好 平面 上 的 射影 
”OP=+sing 生 罗 轴 所 成 之 角 。 

这 里 我 们 芭 沉 薪 一 一 对 应 关 篆 不 成 这 的 情形 
rp8 空间 的 平 画 +=0 映射 为 坐标 原点 z=y=#= 作 ), 
直线 9=0k6s) 7 =r 本 射 为 一 点 
图 峙 . . 二 

坐标 面 是 下 列 三 旗 : 

(ar 一 常 攻 , 嫩 中 心 在 坐标 厚 点 的 同心 球 ; 
(6)9= 常 数 , 即 以 4# 加 为 辆 的 国 钱 ; 
(B78 二 常数 , 分 通过 3 朝 的 时 平 辐 。 

这 变 风 的 行 州 式 是 : 


dinpeosg Hirsing DP 


J=| reogpeoad reospsing —+sing|=7?sing, 
—rsinnane rsinpeosd 0 


除了 在 上 壕 的 情形 ; r= 了 或 p= 人 s)， 此 时 行列 式 等 耶 0 外 这 个 行列 式 
保持 正 号 。 


383， 体 积 表 为 曲 角 坐标 “在 382 眉 的 假 届 及 表示 法 之 下 我 
_ 铀 玉 把 zgz 空 鳄 内 一 个 (有 限 ) 立 体 (万 ) 的 体积 表 为 展 布 在 xx 空间 


必 -365-- 
内 相应 立体 CA) 上 的 三 重 积 分 名。 
所 求 的 体积 首先 可 下 为 第 二 型 而 积分 [参半 380 段 (6)]: 
p= | {zaray, 


展 布 在 曲面 (5S) 的 外 便 。 由 此 我 们 再 说 洁 将 它 化 为 寻常 二 重 积分 ， 
我 人 税 由 曲面 ( 卫 ) 的 参 变 方程 
E= EW, 0), N= nw VY) =u, 0) (3) 
出 发 , 慨 识 脂 参 变数 在 wo 平面 上 某 区 域 (内 变化 ,在 变换 公式 (1) 
中 将 吉 5, 换 成 (3) 式 ; 于 是 我 们 显然 可 得 出 曲面 4S) 的 参 变 方程 : 
t=x(Eu 0 Ht 0 EC 0)) = 9) 
y=y(W 0), 2 = 2 8 t), 
售 


: _ D(x, #) 
C= Dlw, v)’ 


按 372 店 ( 套 阅 附 注 ) 公 式 (7) 我 们 有 
D=4+||zCawr. 


因为 x, y 通过 中 疝 变 数 6 wm 而 依赖 着 久 v， 所 以 按 已 知 的 
醒 数 行列 式 性 质 [326 段 ] 有 
OL DED .Dr Po Ee) Dv gy) DE 
DST DO eo) Dom te) Doo) Db,é) Divw, wv) 
将 恕 的 表 出 式 代 大 上面 所 得 积分 , 邯 得 


_ D(x,y) DE , Dlr,y) Do 
一 :2@ 7) Dew v) ‘DO, C) Dh,o) 


TH E) Due) 
必 也 邵 353 避 我 们 在 下 杆 之 假说 愉 
Tm Top Ben Vne””” 


谷 营 俩 男 导 数 存 在 肤 连 鼻 ; 这 样 昨 明 起 来 容易 些 , 虽然 对 夭 果 的 正确 性 而 骨 并 不 重要 ， 


Drsy) Dt, E) |awav. (4) 


. 


一 366 一 
将 这 个 积分 与 下 列 展 布 在 曲面 ( 己 ) 外 傅 的 第 二 型 面积 分 


Bam Bee] 
对 比 , 如 果 由 瑚 变 方程 (3) 出 发 , 按 类 从 392 段 公式 (7) 的 公式 将 它 
变换 为 寻常 二 重 积分 , 则 恰好 得 出 积分 (4)。 这 两 个 积分 间 惧 一 的 
差别 只 可 能 在 “ 正 负 ” 号 上 。 

最 后 ， 积分 (5) 可 按 页 氏 公式 变 为 这 个 区 域 (CA) 上 的 三 重 积分 


- 二 | 下 区 共 二 到。 全 区 | 


+ DE las 


被 积 式 等 十 


32 Dry) ,9% Dx, y) .92 Dt, #) 
2 机 总 39) DE) at DlE, 1) 


+ 


了 :| 序 Dy) 39 Dry) 9 PES| 
a DO Ee) om DE ED) Be DE,) 
前 三 项 之 和 等 于 画 数 行列 式 
dx 9r Or 
3€ gn oe 
Dx, 2 3) Oy ay ay 
DEMme) | ot onoatl 
22 92 oz 
a qr oat 
这 只 要 将 它 按 最 未 一 行 寿 元 素 属 并 即 可 着 出 ; 方 括号 中 三 项 之 和 
则 可 下 搂 算出 二 于 0Ddm。 | 
中 显然 


a D{2,y) _ 32z ay ar By Br Wy_ Ar Py 
BE DUT HY Ondadr Dm avo arat an dr gn 
9 DD _ or oy dr Py _ dr dy Ir 28 


29 Dit,E) dravat Dr E95 2a ar dE Bra 
a Dv) Hr By Hr By Br dy ar dy 


一 -一 二 一 一 ~ 一 一 一 二 一 
申 


一 367-- 
如 此 ,我们 得 出 公式 


万 = + DE dédndd. 


因为 按 假 识 画 数 行 列 式 的 正 氏 号 保持 不 变 ， 而 这 正 负 号 就 由 该 行 
列 式 带 到 积分 上 去 ,所 以 (因为 这 里 计 为 D> 站) 积分 号 前 的 正 外 号 
应 与 行列 式 的 一 致 。 这 使 我 们 能 将 所 得 桔 果 写成 这 最 后 的 形式 : 


plsB lem 0 


或 者 为 往 单 起 网 将 画 数 行列 式 写成 (ts, 2) 则 
p=||| 76é,%, 0 latandt. er) 


‘a 


被 积 式 


人 2) » 


通常 中 做 曲 术 坐标 下 的 体积 元 素 。 
各 果 应 用 中 值 定理 于 会 式 (6”)， 则 得 关系 式 
=|J(, 5, 1a, (7) 
二 人 中 是 区 二 CR 一 个 点 ,而 入 是 这 个 区 域 的 体积 。 
由 此 不 难 推 出 , 在 区 域 (A ) 熔 为 一 点 (名 1 时 我 们 将 有 [ 参 
轩 377 段 8?]: 


[J 7, D1=lim2, 


如 此 画 数 行列 式 的 弗 对 值 就 是 名 5 空间 (在 共 已 知 点 上 ) 变换 为 
zyz 空 间 时 的 延展 系数 。 

附注 公式 (8)[ 或 (6*)] 是 在 区 域 (也 ) 与 (和) 更 有 相互 单 值 的 
及 连 杆 的 对 应 关系 等 已 知 假 屋 之 下 推出 的 。 但 也 和 在 354 段 如 
中 一 样 ， 可 以 获 明 这 些 条 件 在 个 别 点 上 或 个 别 线 和 面 上 不 成 立时 
该 公式 仍 正确 ,只 要 画 数 行列 式 保持 有 界 就 行 了 。 
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384， 几 何 的 推导 法 ”公式 (6) 也 可 以 依照 奥 斯 有 路 罗 格 拉 德 斯 
基 以 楼 几何 的 想法 来 推导 [密闭 855 段 ]。 将 tt 空间 内 度 是 以 de， 
o， 虹 为 边 的 无 穷 小 长 方 体 与 xyz 空间 内 包含 在 级 标 面 “” 与 
«ede? 间 ， “0” 与 “二 Qn” 网 ,“* 与 作 十 dL* 间 的 元 素 立 位 ( 它 可 近 
似 地 看 作 群 平行 体 ) 对比 。 后 者 的 体积 就 综 于 一 个 四 面体 的 体积 
的 天 借 , 这 四 面体 顶点 在 : 


5 了 Pa y, 2), Pl w+ Bedé, y+ agaé, +dé) 


(zd ran, y+ ae a dz ge oe ) 
Past eat Pi yt Fat + ed 2 IEaEt Bed ) 
DX 1 -dy 9x Av Dy dy 
ae tan Oa, yt dE Ya + od 


a .DF A 
de op 4 )， 
多 十 ET n+ i 


a¢ ot 
这 个 体积 按 解 析 几 向 中 一 个 诡 悉 的 公式 可 表 为 行列 式 ( 诠 缀 对 值 》 


DX OT, gx 


By ye ys ay _D (YY, 2 
Er 我 入 | 万 (00d 
可 多) OF 1 Ag 

了 9 ae 


将 这 些 各 别 * 体 积 元 素 ” 加 起 来 如 得 公式 (6) 。 

如 此 ， 这 时 问题 的 要 点 仍旧 是 : 在 决定 一 个 立体 的 体积 时 ,将 
它 用 学 标 曾 网 分 成 元 素 , 而 不 是 用 相互 玲 直 的 平面 系 米 分 ， 

在 季 单 的 情形 “体积 元 素 ”" 的 曲线 坐 标 宕 出 式 可 以 间接 得 出 。 

例如 在 较 疆 些 标 的 情形 我 倍 来 考 虚 这 样 一 个 元 柴 区 域 (是 在 xys 空间 六 
的 ), 它 的 边 时 是 两 个 竺 径 为 和 p 十 dp 的 敬 柱 面 , 两 个 在 高 ?和 # 寺 dz 处 的 
水 平平 面 ， 及 丽 个 通过 z 再 而 与 wz 平面 成 贷 科 和 角 8 和 5 十? 的 件 平 面 所 图 
成 的 (图 65)。 抬 这 区 域 近似 地 顽 作 长 方 体 划 不 难 找 几 其 演 长 为 @&o，p99 和 和 
az 如 此 其 体积 等 于 pdp 6 az 而 表示 此 体积 与 空间 pgz 中 小 长 方 伯伯 积 


~ ， 一 引 9 一 

Gp 43 dz 之 比 的 行列 式 字 于 p。 
同样 , 在 球面 坐标 的 情形 我 们 来 江 嵌 (zys 你 冰 中 的 ) 一 个 元 率 区 域 ,其 这 
界 由 半径 为 7 及 r+ar 的 球面 , 加 纵 面 " 和 wp 十 dp 长 中 平面 9 和 bd 所 所 
成 (图 68), 下 区 域 也 可 当 作 长 方 体 , 其 边 长 为 4D=dr, 4B=ray 及 40。 内 
为 弧 40 等 于 其 射影 HN， 而 这 射影 是 由 站 三 OM =rsing 指出 且 相 应 于 中 
心 久 83, 于 是 4C=*5inyB6e。 因 此 所 些 谍 的 区 域 的 体积 等 于 risinypdrdya#， 


面 画 煞 行 列 式 是 rsiawa 
VD 
4 
让 


”区 晤 . | 图 66. 

这 两 个 由 和 初等 几何 想法 所 得 出 的 辕 果 与 382 段 1) 和 2) 靳 的 一 致 。 

385， 三 重 积分 的 变数 更 换 ”用 体积 的 曲线 坐标 表 出 式 也 不 
难 建 并 三 重 积 分 变数 更 换 的 一 般 公 式 。 

识 zgz 与 rt 空间 的 区 域 ( 刀 ) 与 (4 ) 之 问 存在 382 段 所 说 
的 关系 , 旋 为 推出 公式 (6) 时 的 所 有 条 件 都 已 添 足 ， 现在 我 们 来 证 
明 下 列 等 式 ; 

[| |e, yy， 2 dodoydz = 


= Os gC, 5,2 OD) En atdrat,C8) 


ila} 
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， _D(lr sp 2) 
(过 里 J(& 人 一 万全 加 人 


它 完 至 与 二 重 积分 变数 更换 公式 相 但 。 企 此 画 数 帮 o y, 作假 家 是 
连 种 的 , 如 此 等 式 (8) 中 其 个 积分 无 疑 都 存在 ; 只 要 址 明和 锋 式 本 身 
成 立 就 行 了 。 | . 

十 明 可 以 像 356 瑞 中 一 样 进行 。 用 逐 片 光滑 曲 面 将 区 域 (万 ) 
和 (< ) 分 为 (彼此 相应 的 ) 元 素 部 分 (下 ) 和 (A (%=1, 2 
应 用 公式 (7) 于 每 一 对 区 域 (D), CA) 上 ; 如 此 得 出 

D;= | (és no 6 | As (9) 

这 里 (E51) 是 区 域 C(A4) 的 菜 一 点 ， 而 不 是 我 们 任意 选择 的 。 我 
们 了 到 区 域 CD;) 的 一 个 相应 点 (zw 芳 各 )， 邑 全 

天 一 2 Fo be), Wh=En nb), B= 2 0 6, (10) 
并 县 做 出 (8) 式 中 第 一 个 积分 的 积分 和 : 


= fF gi 2) De 
这 里 将 Ei 声 ; 和 代 以 C10) 式 ,将 启 ; 代 以 人 9) 式 , 则 得 总 和 
o= f(s ni £0) Es Tis 3), sén Tob) T(E 2) [AD 


它 显然 已 成 为 (8) 式 中 第 二 个 积分 的 积分 和 。 

全 区 域 《Ai) 的 间 径 趋 于 0， 由 于 相对 应 关系 的 圳 线性 , 区 域 
(Du 的 直径 从 而 也 趋 于 0。 总 和 er 应 该 同时 赵 于 两 个 积分 ， 由 此 
” 扒 得 所 求 的 等 式 。 - 

也 各 二 重 积分 的 情形 一 样 ， 当 上 耘 假设 在 个 别 点 上 或 有 限 多 
的 如 或 面 上 不 成 立时 , 公式 (8 外 在 许多 情形 还 是 成 立 移 。 

386， 例 1) 计算 曲面 

Ct = 

所 包 加 立 体 的 体积 。 
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解 ”这 立体 对 称 于 42 和 2 平面， 因为 利 4 在 方 理 由 只 以 平方 型 现 。 
其 次 ， 证 需 太 各 右 边 总 是 焉 的 , 故 必须 sb 序 导 立 体 洁 笃 落 在 鸡 平 面 的 上 
太 。 因 此 只 彭 计算 其 落 在 第 一 填 限 中 的 那 四 分 之 一 的 体积 就 行 了 。 

万 各 中 有 十 闫 十 如 一 式 提 本 我 们 用 用 球面 坐标 。 以 
t=Fonpeod, y=rsinpsind, #=reogg 
代入 曲面 方程 得 其 球面 举 标 方程 如下: 
ra oc0sg. 
因为 第 一 卦 限 避 由 不 等 式 


oe Die 
Op Fs' 0 亲 


来 卖 示 ， 而 图 数 行列 式 J 了 =r? einyp[338 段 3) 故我 们 有 


宇 BF cosp COI 至 
一 rj ‘js | f sin par = Sw | Mingeosytiy = Ere, 
0 


2) 应 用 略 柱 坐 括 求 计算 体积 时 可 引 下 一 
个 有 如 的 公式 。 

我 们 来 海 记 一 个 立体 (7), 由 逐 片 光 江 昌 
面 所 图 成 , 假 习 通过 * 精 而 相应 于 9 常数 的 
牛 平 面 规 完 体 于 某 不 面 田 形 (Qs) 而 5 可 由 a 
变 至 8 (图 67), 于 是 


.下 = | aan asa- [eo pd pls, 


a 
这 里 束 方 便 的 是 对 图 形 (8,) 条 用 随 上 壕 秆 下 
面 艇 : 策 过 述 的 直角 坐标 莹 px 中 。 医 67. 
于 是 不 难 春 内, 二 重 积分 有 | pdpdz 邵 卖 示 图 形 (Qo) 对 : 束 的 般 振 , 即 
‘oe 
党 子 就 图 形 面积 8(9) 乘 以 其 重心 0 与 > 二 的 距离 p009); 
|| saras =@(0) p060). 
人 


皮下 人 大 体积 麦 出 式 朗 得 最 后 公式 ; 


2 


中 谭 不 是 将 与 它 合同 的 图 形 联 采 天 p02 空间 中 的 因 汗 不 而 pz 上 去， 


一 弛 2 一 
间 
= 人 acg) ‘ pod)an. 


这 人 冬 式 是 开 0 健 斯 科 夫 指 且 的。 在 决定 上 由 ( 辕 定 的 或 变形 的 》 平 面 图形 的 
螺 诱 运动 得 出 的 立体 的 体 和 例如 螺 疆 人 条、 绊 管 等 等 时 , 它 特别 方便 。 

如 果 立 体 () 于 及 是 固 完 图 形 {@) 的 过 转 体 , 而 (89) 是 环境 * 轴 通 坊 且 与 
此 埔 不 相交 的 , 期 此 时 = 党 数 , po = 常数 , =0, B= 2r, 而 上 式 成 这 样 形状 ; 

F=0Q'2rp0. 

它 卖 电 了 敬 名 的 吉尔 了 定理 ; 不 面 图 形 杰 图 彩 外 转炉 所 成 铀 粮 体 之 体积 序 
等 十 训 图 形 面积 秉 以 其 重心 所 描 夺 轩 局 之 数 。 如 此 , 速 斯 料 夫 公 式 是 这 个 占 
典 定理 的 自然 推广 , 反 过 来 也 不 难 由 它 得 册 。 

3) 求 窗 诬 为 ? 的 均匀 球 对 空 赔 中 性 膏 一 点 4( 属 量 为 1) 的 引力 。 

发 球 的 半径 等 平 马 而 距离 04= sa。 举 标 辆 选取 得 使 点 和 4 落 在 # 轴 正 
“的 部 分 。 于 是 


= 人 -一 atz 一 9 
F; | rr ei 
F - 


摸 汐 球面 坐 蒜 得 


里 下 和 民 - | 
pr2i(f roeosp—o) angdrdrds 
Ps 用 Cr rosy “ 


委 在 决定 球 充 的 引力 时 [ 370 段 我们 已 求 得 二 重 积分 
je Ra 时 ， 
no 一 不 在 6 一 时 
之 秆 。 在 #> 玉 时 


i 2 
和 rp _ 4 
P= dr Sri 
省 


而 在 a< 及 时 


性 
4 半 
五 ,一 一 1?dr = -3 "pa 
恬 


同时 显 肯 可 王 允 =0。 所 以 在 所 有 请 形 引 1 力 部 指向 球 的 中心 。 
在 师妹 对 于 一 个 位 于 球 甸 的 点 Ke>R} 的 31 力 就 如 同 至 部 质量 %= 


= $7Ep 都 集中 于 球 心 时 的 情形 一 样 。 另 一 方面 ， 因 对 于 一 个 落 在 球 内 部 


i i 


的 点 (a 三) 引力 与 请 无 关 并 且 其 值 就 如 同 =a 的 情形 一 样 , 所 以 是 然 外 面 
的 球 壳 对 内 部 的 点 上 不 起 任何 作用 。 

须 指 鳃 , 在 sg> 瑟 时 (被 吸引 点 4 蓝 相 球 外 时 ) 补 积 范 数 保 持 连 利 而 计算 
不 需 洗 何 认 明 。 在 a 请 时 《点 4 落 球 内 或 球面 .上 时 ?情形 就 两 样 了 , 在 这 
情形 虚 44 强 近 积分 名 理解 为 非 正 常 的 。 帮 变 数 更 换 后 奇 点 可 消失 ; 这 一 情 姑 
使 我 习 能 确定 积分 的 存在 并 二 克明 所 有 计算 都 是 合理 的 。 

387. . 史 媳 ”三 重 稻 分 最 先 出 现 于 1773 年 拉 格 度量 的 一 篇 论 文 里 (两 年 
后 十 恬 表 电 来 )， 它 燕 本 上 虐 的 是 引力 理 广 。 拉 格 朗 日 先决 定 苑 右 托 方 体 
arm dz 对 一 点 的 引力 在 华 标 轴 上 的 射影 而 熟 后 对 它们 施行 积分 法 , 并且 候 
识 舱 分 “ 展 布 在 立体 的 所 有 点 上 ”。 这 里 拉 将 朗 日 世 答 了 三 重 积 分 的 宕 忆 , 这 
积分 (也 好 欧 拉 寺 二 重 积 分 一 样 , 姑 殉 359 段 ) 是 由 时 殉 积 分 得 有 的 ; 症 此 明 
电 指 出 了 三 个 单 积分 每 个 应 在 什么 积分 限 之 F 滨 一 来 取 。 同 时 拉 格 良将 
积分 看 作 是 和 拭 且 有 时 甚 革 用 记号 了 来 志 示 

有 鉴于 各 分 之 难 ( 其 至 在 琴 的 情形 )， 拉 烙 世上 指 上 襄 ， 要 做 它 容易 一 点 须 
利 有 中 的 变 沼 ,于 是 他 以 一 般 和 形 坛 提 岂 三 重 积分 中 变数 更 摸 权臣 。 利 用 妥 变 
数 与 产 变 数 微分 加 的 关系; - 

dz= Adp+ Bag+ Ody, 
dy= Dapt Eda i+ Fadr, 
ds=Gadp+ Hag+Iar 

(4 媳 吾 包 … 是 芳和 7 的 已 知 融 数 )， 控 格 朗 日 豆 图 次 接 了 当 找 出 以 新 的 体积 
元 素 dpagar 卖 册 有 肯 体 积 元 素 dzdy4z 的 式 子 而 借助 不 足 信 的 芥 昨 导出 等 式 


i BO 
DEF 
EH I 
它 一 般 胸 来 并 不 正确 [内 并 359 段 ]。 我 们 已 释 讼 过 ， 中 斯 险 罗 格拉 德 斯 基 存 
1838 年 措 由 了 撤 格 委 日 论证 的 争 焉 ; 奥 氏 也 以 几何 方式 界 种 了 那个 正 代 旧 
“体积 元 案 ” 但 并 不 签 于 它 的 式 子 。 洪 话 参 天 384 段 。 


dzdyds = dpdgar® , 


中 ” 臣 榕 般 日 未 用 我 们 潘 行 的 行列 动 阳 号 而 是 写成 串 开 的 形 或 。 
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$ 4， 声 论 初 步 


388， 数 量 与 矢量” 积分 学 在 煞 学 鞠 理 及 力学 开题 上 的 应 用 党 常 以 化 为 
锋 量 形式 较为 方便 。 所 以 忆 才 熟悉 一 下 闪 量 分 析 中 蘑 些 基本 构 钨 是 有 好 处 
的 ,利用 这 些 构 仿 可 对 积分 掏 造 及 其 泵 岂 它 们 之 天 的 关系 的 积分 学 会 式 作 上 
闫 量 朋 释 。 

我 们 假 谎 栈 考 已 经 知道 数量 概 爹 , 它 尘 全 可 由 其 烙 值 来 考 用 (例如 体积 ， 
质 虽 ， 寄 度 ， 温度 等 等 ); 也 知道 矢量 概念 , 它 要 完全 次 定期 还 顷 指 出 其 方向 
(位 疹 , 速度 , 加 速度 , 力 等 等 ), 训 到 矢量 时 我 们 将 如 改 例 以 有 向 鲁 息 来 天 示 。 
我 们 斩 洗 用 上 面 带 祖 头 的 字 肢 有 了 ,十 … 韦 东 基 量 ; 不 带 箭 头 的 同样 字母 
有 4 

A=|A], rmlrl, vmld|,', 
而 贬 下 拆 的 字母 4 ro ww … 剧 各 下 未 共 在 6 饭 吉 … 等 珊 上 的 射影 。 革 县 
取 在 坐标 畏 上 的 射影 de， 4y, As 完全 决定 舌 量 的 长 ( 数 秆 ) 及 方向 。 
我 们 也 认为 苇 袁 已 具有 大 量 代数 的 基本 知识 。 更 在 只 提 一 提 , 所 调 蓉 最 
万 与 定 的 数 最 可 是 指数 量 ' 数 ) 
A'B= ABeos( A, B), 
它 以 坐标 炳 上 射影 奏 册 时 郑 是 | 
A-:B=ABr+A,B, AB,. (1)- 
是 笑 量 所 与 的 区 及 积 是 一 长 为 4Bsin (部 , 一 的 矢量 ， 它 一直 于 丽 相 羔 矢 
量 , 友 疝 则 指 血 这 一 侧 ， 使 由 大 潮 也 的 授 粮 (过 转角 恒 取 小 于 180° 之 值 ) 看 

AyBs— AsB,, 有 .Bs 一 AB,, 4sB,— A,B;, £2 
玉里 , 我 们 已 给 过 , 是 对 右 于 坐标 凶 而 定 多 。 

389， 类 肯 场 与 失 量 声 ”如 果 对 一 个 空 并 区 域 ( 也 订 以 是 驹 室 间 ) 中 的 每 
一 点 型 都 有 一 个 数量 或 估量 与 之 对 应 ， 我 们 就 跤 , 给 完了 一 个 数量 场 或 估量 
回 。 在 以 下 各 段 中 我 们 所 变 科 论 的 都 是 这 种 场 。 . 

激 量 蝎 可 举 温 庶 场 或 电位 纺 为 例 。 芍 果 点 于 的 位 置 以 其 在 其 一 任意 洗 
定 的 坐标 条 0zys 中 的 航标 来 决定 ， 则 所 蛋 葵 定 了 某 种 数量 下 的 盟 就 等 于 维 
输 定 了 一 个 数值 画 数 (Cx, ys)。 我 们 恒 假 设 这 个 素数 对 每 一 变数 都 有 连 贸 
领导 画 数 。 如 果 这 些 导 儿 不 同时 等 于 0, 刚 方程 


一 375 一 


Fo 人 8 一 (CC 为 常 装 ) 

决定 一 个 曲面 (无 奇 点 ?而 沿 蔚 曲面 星 女 保持 常数 值 ; 这 秋明 面 称 为 水 准 面 。 
整个 所 湛 虚 的 区 域 被 这 些 曲 面 所 充满 ,而 通过 其 每 一 点 昼 有 一 个 且 只 有 一 个 
水 准 面 。 星 锥 ,水 准 画 彼 此 都 不 相交 。 

矢量 场 可 举 力 场 或 这 度 场 为 例 ; 这 类 声 我 们 已 融 于 过 。 如 果 取 一 组 些 标 
了 0zyz 为 基础 , 则 要 答 定 攻 且 局 站 只 要 给 定 其 在 各 坐标 轴 上 的 射影 

A Bf 3 A WE) A WY) : (C9) 

作为 与 矢量 盖 丰 关 的 点 于 的 坐标 的 评 数 就 行 了 。 而 这 些 夯 数 我 们 将 银 哉 有 
过 镇 导 罚 数 。 丰 研究 尔 量 声 时 起 重 可 作用 的 是 矢量 钱 ; 所 沸 尔 量 炎 是 指 这 样 
一 条 邮 六 而 辣 , 它 上 面 得 点 用 处 的 方向 都- 与 训 点 的 相应 疾 量 4 的 方向 一 我 。 
如 果 回 沁 [212 识 ], 曲 樟 切 钱 约 方向 余 绪 就 与 微分 dz, dy, dz 城 比例 , 划 尔 量 
线 的 上 特征 可 由 等 式 


i 一 


表 由 。 在 基 量 半 不 等 于 10 的 候 玻 之 下 , 优 据 散 分 方程 粗 理 芥 中 的 “存在 定理 ” 
可 以 证 明 , 上 整个 所 涝 虚 的 区 域 被 矢 重 钱 所 充满 , 而 通过 其 中 每 一 点 恰恰 有 一 
条 并 遇 只 有 一 条 矢量 总 。 不 同 的 矢量 神 彼 吐 都 不 相交 。 

有 时 须 考 虚 昌 矢量 糖 租 成 的 曲面 ， 叫 做 括 量 明 曾 。 秋 最 曲 面 的 特征 是 ， 
其 中 和 个 点 亚 的 矢量 4(M) 都 落 硅 曲面 在 香 底 点 于 处 的 切面 上 (或 丛 是 ， 在 
曲面 所 有 的 点 上 撩 量 4 在 曲面 的 靶 和 元 上 的 射影 4 都 等 于 0)。 如 果 在 所 
考 瞄 蕊 域内 任意 取 一 和 荣 与 矢量 纺 不 同 的 线 ， 而 通过 其 和 点 作 一 矢 重 本 ， 周 这 
些 线 的 几何 雪 迹 就 成 矢量 曲 桓 。 如 打上 述 的 < 准 汐 "是 玉昌 敌 , 则 在 这 博 形 得 
出 的 是 管 疾 的 关 量 曲面 , 它 就 叫 像 矢量 管 。 

390， 疝 畦 定 太 向 的 导数 。 梯 度 说 
输 了 一 个 数量 场 U(MY)。 在 许多 问题 中 我 
们 对 这 个 点 大 数 滞 任何 指定 志向 的 “变化 
速度 "或 其 如 数 兢 宽 兴 部。 我 们 来 明确 这 
个 省 人 金 。 在 任意 有 向 直线 (或 珊 ) 1 .上 我 
全 也 一 定点 Mo 及 一 变 点 姓 { 国 83); MM 
理解 为 由 天 至 六 这 一 有 向 宣 自 的 大 小 ， 
即 其 带 正 负 号 的 长 度 ， Jo 的 方向 配 1 
郝 古 向 一 臻 时 带 正 屿 , 相反 时 划 带 货 叶 。 


一 4 上 一 . 
设 双 无 限 地 扑 扩 于 M,。 所 月 甸 数 DOM) 在 点 Ho 上 沿 1 方向 的 导数 就 


EP HM) — CM), 
H+ Noi 


2 . C4) 
来 吉 示 。 
这 个 导数 就 雪 示 所 放 柄 数 在 点 Mo 沿 方 同 了 的 "变化 速度 "。 
我 们 取 一 租 誉 标 条 Ozyz 而 假设 坐标 醒 数 
UD UD, 2 
在 所 考虑 区 域 中 对 每 一 变数 都 有 壕 镁 妨 导 数 。 于 是 ， 如 我 们 所 要 攻 明 的 ， 导 
沼 (4) 存 在 逢 由 公式 


= cosG 二 了 003B 汪 e097Y C5} 


大 是 。 这 里 所 有 导数 都 是 在 点 oto, 加 #6) 上 计算 的 ， 而 cost，eosB coaY 
是 轴 1 的 上 向 余 引 。 和 如果 知 取 圭 0 六 = 其 变 训 型 的 坐标 为 : 
T=T0+ teoat, Y= teospB, Feso+ teony, 
所 求 的 导数 成 汐 t 的 车 合 画 数 
Ulaot teogt, ntoeospB, otteosy) 
在 t=0 时 的 导 头 。 按 复合 攻 数 微分 法 则 它 的 天 小 入 恰 就 如 公式 (65) 所 表示 。 
我 全 来 引 大 一 个 矢量 访 其 在 各 坐标 朝 下 的 射影 是 


3 (6) 
它 叶 做 口 的 梯 府 ,而 册 符 号 
$=grady 
才 示 。 和 如果 轩 到 公式 ( 久 而 MA 表示 沿 方 向 ! 的 单位 矢量 则 也 可 将 它 写成 这 样 : 


-grt Xerad 


审 此 可 看 贞 ， 这 个 时 从 好 在 1 的 方向 计 梯 度 的 方 启 一 玛 时 达到 其 最 大 全 ， 
而 这 最 大 值 等 于 


ETE 
/ee EY 
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如 此 我 们 可 忆 替 代 上 上 注 和 用 坐标 条 徐 是 的 梯 庶 的 形式 的 定 浆 而 给 另 一 
定义 如 下 : 所 尖 数 最 口 的 样 康 台 是 一 个 这 梯 的 矢 晤 ， 它 在 数 什 上 上 忆 太 向 上 都 
由 0 的 最 大 变化 逼 度 来 表征 。 汶 里 已 权 完 全 不 提 坐 标 柔 , 由 此 可 见 祷 庭 概 售 
事实 上 占 堂 标 对 的 选择 无 贡 。 

不 难看 由 ， 梯 放 的 方向 与 通过 亦 点 的 水 准 面 五 (o, 刀 #2= 如 的 法 粳 的 矿 
向 一 至 。 i 

和 如此, 数量 汤 品 (对 ?产生 一 梯 摩 矢 量 场 grad。 

哈密 尔 颇 D51 入 一 个 符号 笑 量 其 在 坐标 轴 上 的 “射影 "为 


a 3 了 
Br’ gj ag" 


他 称 之 为 “ 那 上 控 * 而 以 电 号 v 求 表示 。 利 用 这 种 中 未 渤 可 以 写 
EradU 一 YL， 

事 类 上， 如 果 上 这 的 " 关 量 "形式 地 乘 以 数 过 蕊 就 得 到 一个 射影 为 (6) 的 
其 其 | 

例 1) 以 了 霄 冰刀 精 空 间 一 定点 0 二 一动 点 于 的 秋 径 Of9， 测 以 帮 
其 长 生命 

UM) = (7), 

这 里 9 是 一 个 正 数 基 由 变数 的 狼 时 了 曾 数 ,中 有 正 负 号 一 定 的 导数 。 水 准 面 显 
然 是 咎 径 为 7, 中 心 为 0 的 球面 ， 如 此 梯 府 的 方向 或 与 咎 熏 一 至 或 与 它 正 稍 
到 ,看 w(r)>0 总 天 0 而 定 。 不 难看 出， 


graig(7) = mr) 二. 
特例 
gradr 一 一 全 7 《为 常数 )。 
如 果 在 点 0 放 ~-~ 质 基 m 而 来 考虑 牛 避 引 力 电 , 则 其 在 点 下 的 强 庶 臣 为 


因而 


一 个 已 知 天 其 盟 能 否 看 镍 其 一 数量 的 榜 度 才 ， 这 吓 一 个 很 重 右 的 闭 古 ， 


中 Hamiltont1805 一 165) 是 更 国 数学 家 。 
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其 洋 这 阿 丁 对 我 们 并 不 新 钟 ; 下面 青 生 [393 段 ]。 

2) 我 们 来 考虑 一 个 温 庭 场 品 。 取 一 曲 醒 元素 (49), 它 带 有 以 一 定 方 式 
定 了 向 的 法 钱 w， 我 们 来 计算 在 无 穷 小 段 时 间 dt 内 党 的 方向 尝 过 这 一 元 
来 的 热量 9。 热 是 由 物体 成 介 必 的 载 热 部 分 流 庙 较 论 部 分 的 ， 昔 且 罚 麻 二 
降 起 快 , 流 得 也 越 快 。 通 常 驮 为 上 面 所 貌 的 热 重 元 淋 四 与 45,dt 及 | 
成 正比 出。 玉 %>0 妻 比 例 系数 ( 评 处 的 “ 热 导 系数 ")， 风 可 写 


ary 
d= 一 2 


按 上 面 忆 诅 在 2 为 负数 时 , 也 朗 演 % 方向 温 庶 口 成 人 时 ， 热 基 99 为 正 数 。 
如 果 引 和 所谓 热 波多 且 


j= — kgradt, 
如 上 昭 的 者 出 式 可 宕 得 锌 单一 点 : 
d= ddtgn. 


391， 通 过 曲面 的 矢 允 流量 现在 设 输 了 一 个 从 车场 (Nf)， 郭 粮 了 三 
个 画 数 (3)。 我 们 了 肥 一 申 面 (S$) 并 选 定 其 一 侧 而 以 cosX%，cosw，60sv 表示 相 
应 的 有 向 法 妨 的 方向 余弦 。 于 是 面积 分 

jsse0sN+ Ay eosnt Ascosr)dg 


‘应 ) 


称 为 疾 盆 4 和 通过 曲面 (8 ) 向 落 所 指 一 侧 的 流 景 。 和 如 果 同 一 积分 写 威 


ER 


(SY 
的 形式 ,其 居然 可 知 它 是 刁 坐 标 条 选择 法 无 关 的 。 

现在 来 看 几 个 例 了 于。 

1) “ 访 量 "这 个 名 称 水 身 联 系 落 某 些 流体 力 沧 的 四 糊 。 我 们 来 署 流体 在 
侍 半 中 的 车 动 ; 在 一 般 情形 我 个 不 假 证 它 是 稳定 的 ， 如 此 运动 的 速度 不 仅 上 与 
其 相应 点 于 的 答 冒 有 关 , 并 且 也 与 时 间 t 有 关 。 我 们 杉 来 计算 在 无 宠 小 段 时 
间 at 内 流体 通过 曲面 (5 ) 流 向 定 便 的 量 。 通过 曲面 元 业 (d8) 所 流 过 的 流 代 
最 本 身 充 狂 一 以 88 为 底 vwdt 为 高 的 福 形 (图 的 ), 这 里 法 禾 % 假 床 朗 指 向 所 
选 一 俩 DD。 如 果 以 素 示 流体 客 麻 一- 它 也 可 与 点 的 位 置 及 时 阅 有 关 一 一 期 
流 过 as 的 流体 慎重 为 


名 大 并 239 页 底 注 。 


二 


- PStnGt 
对 至 曲 夯 ( 8 ) 则 得 


den 88 
出 pT 


单位 时 间 办 流体 量 @ 可 岩 为 积分 
@=|)evaas; (7) 
[时 
栈 考 当 可 各 具 这 就 是 矢量 5 通过 曲面 
C5) 的" 流量” 
附注 ”内 为 我 们 不 候 设 流体 的 运动 的 . 
是 稳定 的 , 所 以 事实 上 日本 上 身 一 般 说 来 是 与 时 间 有 关 的 并 且 不 妨 更 精确 地 岂 
局 在 所 考 庶 时 浏 流体 流 过 (5 ) 的 量 的 增长 束 谋 。 
辣 样 的 医 也 适用 于 “单位 时 陆 内 流 过 (8 ) 的 热量 ” (参半 下 例 ): 所 有 这 
些 量 有 速度 的 性 质 。 
2) 同样 也 可 以 来 绪 热 的 流量 。 容 易 堵 出 , [在 390 段 2) 的 午 示 法 之 下 ] 
时 间 di 站 流 过 曲面 (8 ) 的 热量 等 于 
[rs 。 
jieas 
如 果 将 流 过 的 热 基 化 汶 单位 时 间 , 刚 得 
{gas, 
_ ia} 
序 攻 量 了 通过 曲面 (8 ) 的 “流量 *。 由 此 基 量 
#= ~ kgradU 
也 就 有 "热流 量 套 量 "之 称 。 
392， 奥 斯 股 罗 格 柱 德 斯 基 公 式 。 发 散 量 ”同和 到 医 量 声 的 一 艇 情形 ， 
我 们 来 由 一 个 由 期 曲面 {5 ) 捧 包 团 的 立体 (F); 以 表示 曲 曾 外 法 焙 。 于 是 
按 奥 氏 信 式 [380 段 (人 5) 如 果 合 其 中 = 4。,8= 4 吾 = 4 则 矢量 辽 通 过 
曲面 (总 ) 启 外 的 流 董 可 表 为 三 重 积分 


faas=] CAyeoaX+ Ayeosn Aseosv)ds= 
过 i 


-有 竺 + 每! 将 


一 330-_- 
三 重 积 分 号 下 的 式 于 骸 人 后头 量 二 的 发 散 量 井 才 成 


By a 


Is-Jjaar (9) 
这 是 常用 的 形式 。 


刚才 引入 的 发 散 量 是 一 数量 ; 但 它 的 定义 形 式 上 与 坐标 辅 的 逃 摆 有 关 ， 
为 了 观 除 这 个 荚 点 ,我 个 荣 永 如 下 办 誉 。 用 任 一 者 面 汐 ( 7) 的 并 位 CF) 将 点 
革 国 起 求 而 号 册 公式 (9);， 如 果 两 边 除 以 体积 下 并 将 立体 { 下 ) 袁 为 一 点 天 测 
反 极 限 ; 则 [377 段 , 80] 右 边 恰 得 出 点 村 上 的 di*d。 如 了 此 ， 


aas 


diy 芝 = lim -SO (10) 
Tr 


这 个 等 式 也 可 作 发 航 量 定义 ， 而 害 义 的 这 一 形式 已 与 坐标 条 选择 诗 无 关 Ef 
次 回 矢量 声 产生 一 个 数量 易 dvZ。 
发 散 旱 定 闵 (8) 也 可 用 哈密 和 汞 幅 罕 号 关 量 7 写成 这 样 ; 
divA avy. 4; 
耽 具 要 同 忆 两 笑 最 的 数量 积分 式 () 识 可 明白 。 
例 我 们 来 肯 一 肯 不 可 压轴 流 休 (p 一 了) 在 存在 泉 性 或 尘 河 时 的 运动 。 流 
体 在 单位 时 间 内 流 过 (5 ) 的 量 , 部 速 庶 矢 量 了 的 流量 
| 了 让 
8 
[参阅 391 强 ，1)] 叶 倾 包 合 在 卫 曲 区 (5 ) 内 的 泉源 发 生 率 。 如 果 泉 源 在 所 
湛 庶 的 区 域内 带 种 地 分 布 , 朋 可 引入 泉源 宅 度 概念。 这 指 的 是 按 单位 体积 计 
算 的 包 图 在 点 下 的 立体 (下 ) 商 泉 巴 发 竺 这 的 极限 适 , 部 


|| was 


“二 】 


divA = (2) 


如 此 , 个 开 公式 可 写成 


lim 
CIS 
但 是 , 如 我 们 刚 冰 所 堵 汉 的 [ 参 关 (4107 下 个 极 耻 就 等 陡 div3; nil, div® 就 
是 泉源 密度。 
对 于 有 热源 的 热流 车 也 可 作 同 样 的 泛 寄 ， 只 是 速度 拓 量 要 多 成 热 流量 
殿 量 。 


如 果 div 汪 =0, 则 这 种 温 吓 向 管 形 的 , 内 于 希腊 文 z046y( 邵 管子) 。 候 镑 


一 31 一 


凯 在 空间 中 所 占 的 是 音速 通 ( 傣 空间 的 ) 区 域 ， 则 这 个 条 件 就 替 于 要 锋 量 4 
和 通过 任意 而 色 国 一 个 立体 的 朋 幢 面向 外 的 流量 须 等 于 0; 
||4as=0 


is} 


[381 段 ,，(B)]。 避 在 我 但 来 六 器 一 号 介 于 其 国 个 任意 白面 (8:) (8) 辣 的 
矢量 管 ( 画 70)1 以 (Sw 表 管 本 上 身 的 表面 -于 是 按 上 进 有 


+ hynas=0 


CN 5) (9,) 


而 在 所 有 情形 法 能 都 是 向 外 的 ; 显然 沿 曲面 (85)， dh 一 0[389 段 ]; 如 在 断面 
(su 处 改变 小 葬 方向 使 与 419 处 尘 线 万 向 一 至 , 则 得 等 式 


EA 


C1) L 和 > 

如 此 我 们 得 管 形 最 的 一 个 奇妙 性 质 ; 先 形 锋 晤 通过 一 和 县 入 的 名模 
面 的 流 甚 翁 保 技 一 党 数 侯 ， 此 常数 俏 称 
为 疾 量 管 的 温 广 。 

如 回 到 上 面 所 引 矢 量 志 的 流体 力学 
的 解 适 ， 则 在 流体 不 可 压 贸 且 无 泉源 
(dir5 二 中 的 情形 , 流体 遂 过 一 大 量 管 模 。 2 计 
断 曾 的 量 对 所 有 各 新 而 都 有 间 一 数值 。 ”， 国 ?0. 

393， 和 打量 的 循环 量 。 斯 托 克 斯 公式 。 旋 抽 量 ” 设 又 输 定 任 一 大 县 声 
40)。 温 所 考察 又 域 网 某 一 二 其 绕 (7) 所 囊 的 积分 


te ee er ee a a 


art hyput 4 dz | 4 


10 


叫做 矢量 书 清 昌 线 (D) 的 柜 性 积分 。 在 阴 曲 乒 的 情形 这 个 积分 就 叫做 矢量 
4 EC ) 的 循环 二 三 

如 果 声 也 是 一 个 力 塌 , 则 线性 积分 就 考 示 一 点 沿 曲 纺 (7) 移动 时 井中 力 - 
所 作 之 功 [和 平面 的 情 展 一 样 寡 阅 335 肥 ， 二 ]。 

十 想 其 一 由 半路 基部 所 国 的 曲面 8)。 于 症 皖 演 者 已 征 知 道 的 斯 拓 克 
斯 公式 [373 谣 (11)] 儿 县 关 消 这 路 钱 的 循环 是 可 以 雪 为 面积 分 


J 4 = -中 (i - < oa ( -jeoon+ 


23dy ?4 ) 
十 > 现 eosvfas. 


rr 一 一 一 


一 8 一 
在 学 标 坦 上 的 射影 为 | 
Dds Sdy dds 3d: ddy_ Edn (11) 


中 避 如 EE GE ay 
的 区 量 叫 托 矢量 | 的 旋 畦 量 ， 并 帮 成 
rot 4D. 
如 冰 , 斯 托 克 斯 公式 可 用 矢量 的 形式 写成 这 样 : 
fm- jrotnaas. (12) 


[| 

关 量 沼 一 其 路 钱 的 侨 环 量 就 等 于 旋 配 县 通 过 过 半路 贸 所 国 曲面 的 沂 重 。 
在 此 级 路 礼 的 环行 太 向 与 曲面 之 例 须 如 362 段 所 说 那样 彼此 相应 。 

上 面 所 给 旋转 量 椭 人 钨 的 定义 有 这 通常 的 缺 
点 : 其 中 用 到 了 坐标 对。 有 取 任 一 由 已 知 点 寻 开 
发 的 厂 同 * 而 在 与 4 垂 交 的 焉 面 上 用 一 据 具 有 
这 界 (加 小 面积 (o) 将 点 革 贺 起 来 (图 71) 于 是 
按 斯 托 克 斯 公式 有 


A = [| rotn Ads; 
图 代 | . 此 
等 式 两 边 除 沁 上 和 小 块 面积 " 而 将 后 著 糖 为 所 答 的 点 , 刚 在 械 限 情形 得 
Aid\® 
rotsd=lim 2 
(1 二 村 TF 


如 中 确定 了 rot4 在 任何 辆 上 的 射影 这 就 是 议 , 也 可 确定 融 矢 量 末 身 
而 江山 涉及 项 先 选取 的 坐标 有 柔 。 
> 变 注 意 , 这 里 东 量 场 产生 了 一 个 族 粹 的 
矢 是 场 rotAd. 
用 哈密 加 硕 矢量 Y 也 可 将 族 赵 重 定义 简 
写成: 
rot 玫 = YX 了 过 
[参阅 矢 县 积 射 影 才 册 式 (3)]。 
例 ”我 全 来 看 其 团体 所 一 定点 0 的 任意 运 
动 (图 72). 运动 学 中 部 明 过 ,在 任 仙 时 列 蜀 体 的 
”出 于 菊 交 rotstion 一 池 ， 即 “旋转 ”之 意 ; 也 常用 cnrl 甩 这个 项 号 ， 出 于 
壬 六 tarl, 是 " 排 " 的 意思 。 
晤 ”不 难 在 站 看 遇 一 种 特 珠 的 令 区 城 的 微 苍 法 ;让 鞠 者 去 论 汐 。 
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点 的 速 摩 攻 的 场 可 由 公式 
= 
来 确定 ， 辽 里 。 是 钥 时 “角速度 ”, 而 了 是 连 精 点 0 .5 刚体 任 一 点 对 的 关 符 。 
这 个 其 量 在 任 写 坐标 对 Oxys 的 各 刺 上 的 射影 是 { 秦 省 (32)] 
wys — wad Wet wR wry yr 
如 果 利 用 (11) 式 算 由 此 场 的 旋转 量 的 射影 , 则 得 3c; 2wy, 2 所 以 
: 1 

2 

如 此 ， 除 去 一 数 因子 以 外 速度 场 了 的 旋 入 县 恪 恰 输 出 旋 樟 的 角 束 麻 ; 这 
是 "旋转 量 " 命 名 之 再 来。 

韦 在 我 们 回 刘 这 个 问题 : 在 秆 么 条 件 下 所 答 的 矢量 场 孔 力 成 为 某 数 最 
U0 的 梯 询 声 : 


ToOt 可 。 


了 二 一 
= 


A=gradl. {13) 

这 个 等 式 襄 等 价 于 下 列 三 式 :; 
arr a aUf 
4 一 -5 dy ay! A 
也 就 等 于 裔 : 
Asdr+t+ Ayt A 

一 式 是 画 数 可 (ze ys) 的 过 微分 。 在 等 式 (13) 成 立时 ， 场 二 就 叫 微 伺 势 场 ， 
而 原画 数 互 几 做 融 声 的 位 势 责 数 。 


如 果 陨 定 所 圭 虚 的 区 域 是 ( 依 曲 面 ) 单 诺 通 的 , 风 史 要 仿照 我 司 已 知 的 玉 
淡 [374 段 ， 参 立 条 件 (6)] 就 可 以 醇 , 要 和 咸 位 执 声 的 必要 而 充分 的 条 件 是 
在 爹 区 域 中 成 立 等 式 


3d4a ad ad ad DAy 34 
ay 3 ls dx dr ay! 

也 就 是 要 rot 有 4 等 于 0。 位 势 场 概念 就 成 为 与 “无 族 暗 ” 的 场 的 概 仿 一 致 了 ， 
在 这 种 蜡 里 油 阴 路 镶 的 循环 量 为 0; 如 果 沿 建 结 任 意 丁 点 的 曲线 取 和 线性 积 
分 , 其 它 的 值 与 曲 钱 形式 无 关 。 

所 有 这 些 事实 在 位 势力 载 的 情形 可 以 用 * 功 ”的 路 言 得 到 自 热 的 解释 。 
例如 , 我 们 知道 ， 不 验 是 引 方 纪 中 于 个 别 中 心 时 起 吸引 | 质量 束 祝 分 布 时 咎 糊 
I 力 更 就 是 这 样 的 。 
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§5. 多 重 积分 


394，m 稚 体 的 体积 与 mm 蛋 积 分 “让 于 分 析 及 其 应 用 的 需要 ， 所 研究 
过 的 那 刀 种 定 积分 一 - 单 积分 , 二 重 积分 ,三重 积分 一 已 才 不 够 了 。 

在 熔 单 积分 .二 重 积分 .三 重 积分 下 定义 时 , 我 们 用 到 了 褐 息 长， 平 国 形 
面积 ， 低 而 立体 体积 等 槛 念 。 局 样 ， 岂 重 积分 的 定义 要 优 据 四 纵 区 域 的 体 
积 仿 ,对 于 最 简单 的 各 厅 区 域 一 m 其 长 方 体 

Le B13 2 B23 3 tm, bm {1) 
所 谓 体 积 是 指 它 的 边 托 
Ch hem— a hn mn) 
之 冬 积 而 冒 。 显 而 易 见 ,由 有 限 个 这 种 长 方 体 所 粗 成 的 立体 其 体积 应 邵 何 了 
解 。 可 用 初等 方法 瑰 明 , 体积 与 将 它 怎 样 分 为 长 喇 体 的 分 法 无 关 。 


一 个 内 杀 体 (及 的 体积 下 可 如 通常 证 式 田 考虑 这 禹 内 蒂 及 外 接 " 长 方 体 ” - 


市 建立 起 来 { 参 关 197 琢 ]。 我 辣 将 只 活 鼎 体积 存在 的 体 ; 对 于 由 光 沸 或 逐 算 
沉 灌 曲面 名 加 成 之 体 必 定 是 有 体积 的 , 侈 如 这儿 种 最 简单 的 ; 灯 区 域 ; mm 各 
单 祁 形 . 
Ti 0 Ko 
玉 h 共 球 
十 二 十， 

下 面 我 们 要 来 计算 其 体积 。 

带 在 区 域 (F) 中 痊 了 一 个 各 元 国 数 (zo 22,…; Im); 于 是 ， 将 这 区 域 分 
成 许多 元 素 部 分 并 重 复 其 他 我 何 用 乙 的 运算 [ 厌 关 376 筑 ] 可 得 出 内 重税 分 


~ : 
7= | si | er zy We . (3) 
Fy) - 
的 峰 念 。 


.在 被 积 英 数 连 粮 的 情形 这 积分 必定 在 在 。 


名 ” 或 加 己 定 保 菌 这 个 和 名称， 其 瘟 多 当 然 是 随 六 值 潭 不 同 ; 汽 们 指 的 是 "后 披 的 ” 
性 积 ， 
” 罗 该 里 所 履 光 清 有 曲面 肪 党 挫 些 同 中 用 二 个 r 一 1 元 因 溢 方程 所 确定 的 形 急 , 而 
胡 程 中 所 出 现 的 参 变 醒 娄 应 连 员 其 偶 导 数 者 过 征 ， 且 导数 睹 陋 中 的 和 一 工 阶 行列 式 要 
不 同时 等 于 0, 
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这 各 积分 可 水 步 化 归 作 重 积分 直到 单 积分 来 计算 。 在 积分 区 域 .F) 是 
其 方 体 { 了 的 博 形 ; 有 一 个 类 八 378 段 公式 [人 外 的 公式 : 


by be Br . 
T= | dz 1 dro ee | fms Loy ty to Tne {3) 
a : 
对 于 由 不 等 式 
将 TERT] Myr 
Th mL ny T1711 ny Tm_1) 


吉 示 的 对 一 般 形式 的 区 域 可 应 用 一 个 类 颁 378 段 公式 (6 的 公式: 


杞 了 一 tw }. 也 计 tT im-1y 
了 一 | ez [. dr bh | flr 2 Pn Tm (4) 
立业 Ea ts1] 下 和 1) 


同样 , 也 成 立 其 他 与 378 段 公 式 (58) 及 {及 7) 相 类 们 的 公式 (对 于 各 种 
相应 形式 的 区 域 一 过 些 形式 不 难 各 别 销 定 )， 利 用 这 些 公式 向 重 积 分 可 这 
步 化 归 低 重 积分 来 计算 ( 重 数 合 起 来 是 四 )。 

所 有 这 些 都 可 象 m% =2 或 m3 的 情形 一 样 来 是 明 ， 用 不 到 什么 新 的 弟 
理 , 因此 不 必 在 此 多 距 了 。 

附注 “中 斯 膜 罗 格拉 德 斯 基 在 1834 年 的 葡文 中 最 先 仔 各 地 定 岂 多 重 积 
分 所 化 所 的 积分 中 各 个 变数 xz1,…, zm 的 积分 上限， 这 里 多 重 积分 是 展 布 在 所 
. 有 满足 不 等 式 工 (zz … om)<0 的 变数 值 上 的 。 这 里 我 们 也 可 找到 一 个 
我 们 已 站 知道 的 下 民 公 式 [380 段 ，(4)] 的 推广 , 一 -推广 到 任意 多 个 变数 的 
傅 形 而 把 党 六 一 上 蕉 天 曲面 的 积分 与 其 一 展 布 在 证 而 所 包 图 之 体 上 的 如 重 
积分 连 柔 起 来 。 

395、 例 IT) 求 四 引 单 炖 形 

CT i 0 十 :十 x 半 甩 ， 


的 体积 Tm 
解 我 们 有 
A 于 3 下 
Tm=| pps farideedw, = | dm, | {re nn | 国 CTime 
{Ti ° ° " 
在 这 些 单 积分 中 按 公 式 


如 1 一 用 上 1 了 一 由 二 
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逐步 更 卉 变 儿 就 可 得 出 下 列 辕 时 ; 


jf lm fm fn] 
Tn=h"|ah { Hig"™ 1 in = 
由 9 


1 
ea 


=»"| + 上 es 一 emam 


下 六 由 
ES 


这 里 a 农 示 本 积分 相应 于 =1 时 之 值 。 
另 一 方面 , 我 从 有 ( 肚 便 利用 所 得 精 果 ) 


三 一 工 


J 
om= dtm | … | dat:'* ar |- — £m mldtn = 
[1 {1 "py fm 
Err ml tm 


所 得 遂 推 关 采 式 (考虑 到 om 三 1) 和 办 我们 
如 此 逆 于 有 


2) 求 下 列 同 雁 球 1426 懂 ] 的 体积: 
CV) 2 十 的 十 十 z 寺 RR 
解 这 加 是 要 计算 积分 


会 
下] 全 Rit), 三 Ri hi nims 
和 网 闻 一 样 容易 得 出 m= BnR"， 这 里 柔 数 ho 表示 个 弘 为 1 的 m 续 球 的 


体积 。 
要 决定 Bn 我 从 进行 这 样 的 变换 : 


pm=| "er |asasa main = 


站 于 和 


il 
-je 全 | dsl* len 
83+. 1 


评 积 分 就 是 年 径 汶 和 % 人 二 到 的 加 一 1 稚 球 的 体积 , 所 以 等 于 
Bitl~ 名 。 代 大 后 我 司 尺 得 一 递 推 关系 式 


于 
Bn = 2Be -| Sin "oda 
. # 


不 [ 窒 阅 312 锅 ,3)] 
人 
es) 
Bm = Bn-1 r(nt2) 
2 
因为 包 =2, 所 以 容易 算 国 
B 
mm m 
r(S+1) 
所 求 体 积 等 于 
Tr os Rm 
(G+) 
对 和 为 全 笋 及 丰 的 情形 各 但 


2{2m)"™ 证 十 
下 。 = 时 F 1 
2n™ 可 下 A 了 下 二 一 C2n | ie - 


特别 , 对 了 2 Fo Ts 我 何 让 然 得 有 很 数 悉 的 值 2B, rR2， 全 vB 


” 本 TT Es a . 


第 二 十 四 章 ”傅立叶 航 数 
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396， 周 期 重 与 狂 和 分 析 ”在 科学 与 技术 中 我 们 常 要 牵涉 到 
周期 现象 ， 即 多 过 一 段 固定 的 时 阳 了 (所 请 “周期 ") 后 仍 个 复 其 原 
先 状态 的 现象 。 例 如 , 燕 汽 机 的 稳定 运动 就 是 如 此 , 它 色 一 个 整 转 
后 仍 释 历 其 原来 的 位 置 此 外 如 交流 电 现象 等 等 也 是 其 例 。 周 其 
现象 中 各 种 有 头 数量 , 经 历 周期 了 后 仍 恢复 其 原先 的 数值 ,因此 是 
时 间 # 的 周期 画 数 , 可 由 等 式 

PE+T) =9(E) 

米 表 征 。 例 如 , 交流 电 的 强度 与 电压 就 是 这 样 的 量 。 又 如 , 在 燕 汽 
机 的 例子 中 ,十 字 头 的 行程 , 其 速 席 与 加 速度 , 敬 汽 压力 以 及 在 曲 
柄 销 的 切 厅 力 等 也 都 是 这 样 的 量 。 

最 简单 的 周期 画 数 (如 不 算 常数 ) 是 正 嘴 型 量 ， 

4sia(owi 十 二 这 里 中 是 类 素 , 它 与 周期 了 的 关系 是 


| 97 
oo OD 


由 达 类 简单 周期 画 数 可 以 组 成 比较 复杂 的 周期 画 数 。 显 然 ， 
用 来 粗 成 复杂 画 数 的 正 避 型 量 应 谱 有 不 同 的 频率 ， 因 为， 容易 明 
白 ， 辣 频 素 的 正 北 型 量 相 加 仍 成 同 频率 的 正 总 型 基 , 得 不 出 新 的 
西 。 反 之 , 如 果 将 一 些 像 
yo= Ao gi =Aysin (wf oy 3 一 人 dsain (au 十 oa)， 
ys —Asgin (30t + og): 
这 样 的 量 加 起 来 (这 些 量 除 常数 de 介 各 有 频率 


ty DO dey "+ 


"10 
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一 一 均 为 其 中 最 小 一 个 名 的 悄 数 一 一 着 且 有 周期 
了 了， ou Ey ') 


就 可 得 出 一 个 新 的 用 基数 ( 共 周 其 为 而 与 (3) 型 的 量 本 质 上 


SF | 
NN 
a 


例如 我 们 存 图 73 做 册 三 个 正巧 型 量 之 和 : 
sint + 二 sin9 十 Tsindt; 


这 个 函数 的 图 象 的 性 盾 已 与 正 兹 型 慧 显著 不 同 。 对 于 (2 型 量 所 
钼 成 的 无 次 级 数 之 和 则 佐 别 更 为 显著 了 。 

现在 我 们 自然 可 提出 反 闸 的 于 题 : 输 了 一 个 周期 为 耻 的 西数 
gt 能 否 将 它 民 为 有 限 个 其 或 无 限 个 (3) 型 正 艾 型 量 之 和 ? 下 面 
可 以 知道 ， 对 很 三 大 的 一 类 男 数 这 问题 的 答案 是 肯定 的 ， 民 要 用 到 
“2 型 量 的 整个 无 窗 序 列 。 对 这 类 画 数 成 立 “ 三 角 角 数 "展开 式 : 
yf) +ain (Cwt 十 0 十 如 simnf2ct 十 oa 二 
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+ Asgin (3ot -Has) t= > Anain(tnat toar), (3) 


其 中 do do ai As, oa … 是 常 烙 ， 济 每 一 个 这 种 图 数 有 其 特殊 的 
值 ; 而 类 率 吕 居 由 公式 (1) 葵 出 。 

在 几何 上 述 就 是 殉 ， 周 期 而 数 的 图 梨 可 由 一 系列 正弦 型 曲 态 
选 各 而 得 。 如 果 将 每 一 正 驴 型 量 理解 为 表示 力学 上 的 翻 和 损 动 
出 也 可 以 裔 , 这 里 由 画 数 9(!) 下 示 的 复杂 据 动 可 以 分 解 为 各 别 的 


”调和 振动 。 因 此 姐 成 展开 式 (8) 的 各 正 获 型 量 叶 敌国 数 (1) 的 高 
和 分 量 或 简称 调和 过 ( 第 一 亩 和 素 ， 第 二 调和 束 等 笃 )。 分 解 周 期 


醉 数 为 调和 素 的 手 种 称 为 测 和 分 析 。 
如 朵 取 
st art 


作 自 变数 , 则 得 一 z 的 本 数 : 


FCD)= 中 之 ) 
它 也 是 周期 性 的 , 但 具 有 标准 周期 2r, 展 开 式 (3) 则 成 这 样 的 形状 : 
fr} =Aot dein (z+ oo) Aosin (3 wma) + 


+ Assin (Bx+08) + = A SA ein (net es), 《后 


区 三 1 
用 二 角 和 的 正 臣 公式 将 此 家 数 各 项 展开 , 并 售 
各 一 ao Ansings = an, Arcoson 一 站 tf 入 一 二 吨 , 3 
则 得 三 角 展 开 式 的 最 后 形式 如 下 : 
fz) =r0+ {moogsi disinz)+ (gacos22 brgin2r)+ 
(avos3w+ basin3r) + .=— 
=00+ > (Canoosnr + bssinnr), (5) 


各 去 1 
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这 全 形式 的 展开 式 就 是 我 们 今后 所 要 研究 的 中 。 这 里 周期 为 3r 
的 角 的 画 数 亢 于 表 成 为 的 情 角 的 余 臣 及 正 茂 展开 式 。 

上 面 我 们 是 由 周期 性 振动 现象 及 共 相 关 的 量 出 发 而 得 出 函数 


Pierre re rie er re rps haben ep er ee re er er er re bin 


ee er rhe rer ee eer ear ree er te em Fh me ry eee ee ere 


397， 决 定 系数 的 欧 拉 - 合 立 叶 方法 ”为 了 确定 一 个 周期 为 
27 的 已 知 画 数 帮 z) 是 否 能 有 三 角 展 开 式 (5) 要 由 确定 的 一 租 系 
数 wo oly pl az pa … 出 发 。 我 们 求 指 册 一 种 决定 这 些 系数 的 方法 ， 
它 在 七 从 世 吉 后 什 为 欧 拉 用 过 ， 于 九 世 筷 初 傅立叶 也 独立 地 贷 
用 过 。 

我 们 今后 将 假 屋 画 数 f(x) 是 在 区 间 [一 my 7] 内 连 模 或 逐 段 


more 


我们 假 屋 展 开 式 (5) 成立 而 将 它 由 一 了 至 7 溪 项 积分 , 如 此 得 
| fw) dr=2rao+t > | cosnrvar Tbn | sinnrdz | 
—u | 有 二 1 i ~ 


量 , 不 难看 出 


Binnr|”™ 
pi 


一 下 


| COgNTATE — 一 心 


时 
四 必 司 旧 烦 攻 
| ginnrdr = OO— 
拉 


一 机 


一 心 


TT 


”由 让 肌 开 式 必 要 财 当 搁 不 难度 过 来 化 为 (4) 再 展开 式 。 

图 “所 踢 黄 数 f(x) 罕 区 隔 [a,5] 内 深 识 回 神 是 拱 : 它 在 睦 区 阅 中 除 有 限 个 点 闪 
都 池 半 ,在 这 些 点 上 项 中 贱 。 如 此 ， 区 [2 5] 可 分 为 有 代 部 人， 每 部分 中 国 数 Fa 
看 作 是 由 一些 连 线 半数 " 粘 光 "起 来 的 , 只 是 在 : 桨 接 上 (用 珊 下 人 
吕 和 以 规 十 。 
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记 必 总 和 号 下 的 各 项 都 等 于 全 而 最 后 得 出 


m= 如 -| f(x) dx. (7) 


票 决定 系数 wm 之 值 我 们 概 襄 等 式 (5) 恒 成 立 ， 将 它 商 边 匀 以 
coemz 而 在 同 区 阅 内 逐 项 积分 起 来 


万 有 


| fr) oog md = to | oogmwaxs 十 


=" 一 二 


+ 0, | Cosnrcosmradr 再。 | 1 | 
把 空 1 


一 可 一 下 


右 过 第 一 项 由 (6) 知 其 琶 于 0。 其 苞 在 加 二 呈 时 我 们 有 


| ainnroosmrdr = 总 | [sin (nt mz sin(n— mr dr=0, (8 


一 时 一 可 


LL T 


| cosnzcosmzdv = 去 | [eos (ni mst oos hn—m)zladr=0, (9) 


四 玫 - 军 


并 且 还 有 


四 


Tr = (10) 


| co8imrady = | -er 
， 2 


“如 此, 总 和 号 下 的 各 积分 从 都 化 为 0， 只 有 上 以 an 为 系数 的 那个 积 
分 是 例外 。 由 此 这 一 系数 就 可 定 出 : 


下 


mn= 二 | f(s) oosmedr(m—1, 2,3,.…), {11) 


“Hm 


同样 , 预先 将 展开 式 {5) 桨 以 ainmz 然后 逐 项 积分 起 来 , 就 定 
出 正 束 前 面 的 对 数 : 


本 


ba—l | f(x)sinmzrdr(m = 1,2, 3,..). (12) 
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这 里 除 (他 和 ( 怒 外 我 们 还 用 到 了 这 两 个 容易 上 腑 让 的 关 索 式 : 


万 


| sinnzsinmrdze 二 人， 人 到 加 】 {13) 


| sin Mrdv = (14) 


公式 (7)，(11) 耻 (12) 称 为 欧 拉 -傅立叶 公式; 用 这 些 公 式 所 
算 几 的 系数 叶 做 所 知 画 数 的 传 立 叶 系数 ， 由 此 租 咸 的 三 角 般 数 
C5) 旧称 为 传 立 叶 般 数 。 本 章 中 专 诗 这 种 报 数 。 

现在 我 们 对 上 泌 葡 证 了 予以 遥 可 的 评价 。 角 然 “三 角 展 开 式 (3) 
成 立 ” 这 个 出 发 点 是 假 喘 的 , 那 末 事 实 上 究 葛 是 否 如 此 ， 自 然 还 成 
轿 焉 。 即 便 根 琢 它 其 的 成 立 ， 我 们 按照 欧 拉 和 伟 立 时 的 方法 定 出 
了 展开 式 (5) 的 系数 , 所 持 理 由 是 否 可 从 呢 ? 我 们 一 再 采用 了 级 数 
的 类 项 积分 党， 而 这 方 法 天 间 弄 处 可 用 的 [269 段 ]。 它 的 充分 条 件 


SE 


如 时 而 多 2) 能 属 为 均匀 收 钱 级 于 (5)9， 则 它 害 是 7 
伟 立 时报 数 。 z 

如 果 不 预 先 假 瞬 均匀 收 全 性 ， 则 我 们 的 葡 下 甚 至 不 足 赴 明码 
数 只 能 展 为 傅 氏 般 数 。 那 末 这 些 验 让 究 有 怎样 的 意义 呢 只 能 将 
它们 看 作 一 种 粮 索 ， 足 以 使 我 们 知道 在 寻求 所 烙 丽 数 的 三 角 展 开 
式 时 可 以 由 其 伟 氏 摇 数 开始 ，. 而 必须 (完全 严格 地 ) 确 定 在 什么 菜 
件 下 它 收 做 并且 就 收 全 于 所 给 的 丽 数 。 

在 未 做 到 这 一 步 以 前 我 们 只 能 形式 地 看 待 所 答 画 数 f(z) 的 
傅 氏 级 数 , 但 对 它 不 能 骨 定 什么 ,只 能 驶 它 吓 由 画 数 f(z)“ 产 生 * 的 
而 已 。 


出 拘 习 收 第 性 在 角 数 秆 项 一 津 私 以 高 界 图 数 cosmzr, sinmz 后 仍 保持 不 变 。 
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它 与 夯 数 了 的 这 一 关系 , 通常 可 这 样 帮 示 : 
Fo) 一 ao 上 SCscognz 十 Psingz)， (Say) 


而 避免 条 用 等 号 。 

398， 直 交 疼 数秒 上段 麻 的 是 一 种 和 典型 的 前 赴 内 , 在 数学 分 
析 中 研究 许多 展开 式 时 常常 要 肯 玛 。 

两 个 在 区 间 [a,5] 内 有 定义 的 阔 数 p(x) 与 (xz) 如果 其 彝 积 
有 等 于 0 的 积分 : 


[| 
[pCa) yar=0, 


则 称 为 在 该 区 网 内 站 交 的 。 
股 有 一 西数 系 {gs(z)}， 每 个 夯 数 在 区 间 [o 8] 内 有 定义 并 且 速 入 
或 至 少 远 段 这 态 。 如 果蔬 系 中 画 数 两 两 直 交 


| 加 GDwaCoaz=0， (15) | 


Cn T=, 1, 3, 
列 称 之 为 一 直 记 本 数 系 (或 夯 数 直 交 系 )。 在 此 我 俏 恒 假 起 
名 


人 局 (z)ae= xn>0 .| (16) 


在 满足 Xs 一 1(n 一 0, 1, 2,…) 的 条 件 时 能 系 称 为 正规 的 。 如 果 


不 满足 这 样 的 条 件 , 划 需 要 时 可 将 它 变 为 夯 数 系 ze 到 |， 这 就 量 


然 戌 为 正规 的 了 ， 
上 面 所 考虑 汐 在 区 间 [ 一 mm 闻 ] 内 的 三 角 画 数 系 
1, coszr, pinT, CoaOT, SINDY, + COSNE, BINT C17) 


正 是 直 交 图 数秒 的 一 个 最 重要 的 例子 ; 它 的 区 交 性 可 由 (6), (8),. 
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(9) 及 (18) 等 关 末 推 知 。 但 由 (1 中) 和 (14) 看 来 它 不 是 正规 的 。 乘 
以 适当 倍数 后 出 不 难 将 它 化 为 正规 的 : 


1 COST Binw Coamr ginne 一 
J VF Vr VT Vr (I) 
设 在 区 疝 La,51 认 给 了 任 一 直 交 条 {pw(2)}. 
我 们 变 米 将 定义 在 [gb] 办 的 画 数 展 为 下 列 形式 的 “ 画 数 中 的 胡 
数 ””， 
fx) 60goCe) Fer) 4 et opalt) 十 …* (18) 
要 决定 这 展开 式 的 系数 , 我 鸽 先 慢 敲 这 拌 展开 是 可 能 的 , 然后 仿照 
上 面 那 个 特例 的 手续 进行。 有 即将 展开 式 责 边 乘 以 pntx), 再 逐 琐 
积分 起 来 : 


3 二 
| fos)ae= 袜 ops(e)pn(z)ea 


由 站 交 性 [ 参 哺 (157 和 (16)]， 右 边 所 有 积分 除 一 个 外 全 作为 0 于 
是 不 难得 出 ; 


og ene 0, 1, 2 (19) 


[公式 (7), (11), 1) 是 这 公式 前 特例 ]。 

如 果 一 个 般 数 (18) 的 系数 由 公式 (19) 所 定 ， 则 它 称 为 所 给 面 
数 的 (广义 ) 铺 立 叶 航 数 , 而 其 系 数 称 为 对 画 数 系 {pn《z)} 的 (广义 ) 
健 交 时 系数 。 在 正规 函数 条 的 情形 公式 (19) 特 别 简单 ; 此 时 


吾 


oo (2) pn (CT) dy. (19a) 


当然 , 达 里 仍 可 重复 上 自 末 尼 所 吏 的 酷 。 对 所 给 西 数 fe) 做 
出 的 广义 傅立叶 级 数 只 是 形式 上 与 恋 醒 数 发 生 关 有 对。 在 一 般 情 形 
醉 数 J(?) 与 其 (广义 ) 伟 立时 航 数 之 阅 的 这 种 关系 可 类 示 为 ; 


Or 


fe) ~ Dougn Cz). ~ (18) 
0 
也 和 三 角 疾 数 的 情形 一 样 ,这 裔 数 对 画 数 f(z) 的 驳 禾 性 向 待 研 究 。 


$ 232， 函数 的 傅立叶 钥 数 展开 式 


399， 癌 题 的 提出 。 狄 里 希 茶 积分 ” 仙 (x) 是 连结 图 数 或 过 
段 速 芒 画 茹 , 共 周 期 为 gr。 我 们 算出 下 列 常数 《 它 的 傅立叶 系数 


Can -+| Fw) eos 五 二 | fw) pin md (1) 


-= 下 


(m=, 十 2 … (m=1, 2,3, "1 ) 
大 用 来 组 成 芒 画 数 的 傅立叶 毅 数 : 


f(o) 一 号 + S71 (anoogmy+ ba ain nt), (2) 


艇 者 可 注意 到 这 里 的 表示 法 与 997 段 里 各 有 不 同 : 采 数 ao 我 们 更 
在 是 接 sn 的 一 般 公式 取 m=0 定 出 的 ; 和 上 段 公式 (7) 不 一 样 ; 同 
时 当 数 项 则 写成 写 的 形状 。 
附注 各 果 阿 数 F(w) 是 在 任何 有 限 区 网 内 汉 和 这 续 的 大 是 
有 周期 gn, 加 此 
Flut2r) 一 本 人 全) 
期 沿 长 37 的 区 间 的 积分 


让 十 中 吾 


| Fw dw 


地 


的 什 与 4 无关 。 
事实 上 , 限 工 连篇 画 数 王 的 情形 时 我 们 有 


条 寸 业 可 站 十 入 二 


| F(aduw = jeoar | Feed 十 | FC) dau. 


一 2? 一 
如 果 在 最 后 一 个 积分 里 作 置 换 4=2m 十 #, 划 它 化 为 积分 


| 十 9zr) dt = | Pd 


因而 只 是 正 负 号 与 第 一 个 积分 不 同 。 如 此 ， 所 考虑 的 积分 六 于 等 
于 积分 z 


人 (Cu)aw, 


它 已 宅 不 售 品 了。 不 难 疼 这 粘 果 推广 珂 任意 逐 段 过 左 画 数 的 情形 。 
这 话 我 们 太后 要 用 于。 悔 别 是 ， 在 决定 担 立 叶 系 数 的 公式 (1) 
申 积分 可 以 沿 任何 长 27 的 区 镁 来 取 ; 例如 , 可 以 写 
= 2 | fix) cogmrdr, bn, = 二 | 于 fo sin mrad (a) 
(m=0, 12,-…) | (m= 1, 2,3,.…) 
等 等 。 
要 蔗 究 级 数 (2) 在 任何 定点 z=xo 的 性 状 我 们 芍 出 其 部 
分 和 ” 


革 
sn Cro) = 字 + (onoogmrot bm sinmro) 


m=l1 


的 方便 移 才 出 式 。 将 wo 及 5 换 语 其 积分 式 (1) ,将 常数 Cosmzo, 
sinmxo 移 到 积分 号 下 : 


se) = | Flast 


证 出 
十 二 | f Cw) [eosmuoosmezrot sinrmy sin mre jy = 


Wl 、“， 


- 一 or 


9&_- 


-1 [fH |S ooem(w— zo) Vd | 


中 = 
水 难 脸 赴 恒 等 式 
1 ,= . 
吕 + 之 cosmo 
1 : ~ 1 和 1 — al 了 _1 一 
s+") sin(? < 
ein C2n+ 了 三 
2sin 本 | 
用 它 来 变换 积分 号 下 的 式 子 , 散 于 得 出 
id (COR 十 1Y<— 5 
ss(xo) 一 二 ie fu du (3) 


Dein 


这 个 积分 通常 称 为 狄 里 希 莱 积分 (虽然 傅立叶 早已 接触 到 它 ! ) 
因为 我 们 在 此 所 处 理 的 4 的 画 数 周期 为 27, 所 以 按 前 面 说 过 
的 话 积分 区 问 可 换 成 任何 同样 长 的 区 间 , 例如 [zu 一 oo xo 十 7] 


Tt sin (2n+ 1D) ”5™ 2 


i | ff 一 一 一 一 -人 du 


中 一 这 
= 2gin 9 


用 置换 t=4# 一 zo 将 此 积分 变 成 : 


sin(w+ 1 二 
一 一 一 一 2 


2sim 全 


galzo) 一 上 # fxo Tt #) 


T 


然后 将 此 积分 拆 成 两 个 :| + ,并 奖 第 二 个 积分 改变 其 变数 的 下 


避 
| 


. 一 加 9 一 
负 号 而 化 归 同 一 区 疝 0, >]; 于 是 得 到 傅立叶 级 数 部 分 和 的 最 后 
表 出 式 如 下 : 


到 让 世 [| 缠 十 一 |] 
eu(zo)= 二 | [fn +#) +f (zo Da (4) 


D Dgin—t 
2 
如 此 , 问题 就 化 为 研究 这 个 含 参 变数 的 积分 的 性 状 了 。 现 在 
法 @， 而 这 却 是 至 今 我 们 对 含 寡 变 获 积分 求 极限 时 所 用 过 的 惟一 
的 方法 (参天 第 十 式 覃 )。 这 种 情况 在 本 章 我 们 要 系统 地 加 以 研究 。 
400， 基 本 预备 定理 ”在 楼 纺 我 何 的 研 窒 之 前 , 先 来 赴 明 下 面 
这 一 对 以 后 花莲 很 重要 的 黎 曼 定理 ; 
如 果 画 数 9(t) 在 某 有 限 区 隔 [o 6 内 束 缕 或 逐 段 连 悉 , 则 
而 
lim jc)oingis=0 
此 
lim Ja) cosptar—0. 


其 明 我们 只 要 假 说 西数 g(2) 素 续 而 证 明 第 一 个 极限 就 


使 了 。 
预先 注意 ， 无 葵 是 怎样 的 有 限 区 虽 Lg, 让， 我 人 总 有 这 样 的 
估计 : 
| sin 人 直人 = ee < (5) 
我 们 用 一 些 点 
bE Pd (86) 


如 ”在 这 情形 积分 寻 下 坦 起 当 no0 肘 守 全 省 上 有 概 隅 。 


一 和 一 
将 区 间 分 为 如 部 分 , 并且 相应 地 将 积分 也 分 戌 % 个 ; 


# 
| g(t) sinpidt -三 | gCt) einpidt. 
以 ms 志 示 0) 在 第 小 区 间 中 的 最 小 入 ,于是 可 将 此 式 变 
{scsinpar= 
EE msingtdt 加 | 


如 果 o 是 醒 数 9 蕊 在 第 :个 小 区 间 丙 的 摆 幅 ， 则 在 车 区 疝 内 
红 昌 一 aiAai 由 不 等 式 人 5) 现在 不 难 答 这 个 积分 得 出 如 下 的 
估计 : 
四 1 0 ?+ 二 
[Dampaa < 二 wiAlt [ml 
E 一 让 {=0 
输 定 了 任意 一 数 a>>0 我 们 先 选 择 一 种 分 法 (6)， 使 以 二 
Ea 
a ay’ 
Swat 
+=0 
这 是 可 以 做 到 的 , 因为 画 数 9 是 连续 的 。 现 在 , 因为 mi 已 由 此 定 
出 ,所 以 可 以 到 
p> 人 Dim 
而 对 这 些 j 慎 得 出 
De 


js {£) einptat =s 


如 此 就 焉 明了 本 定理 。 


一 归 ]| 一 

请 该 者 注意 ， 这 里 已 加 定时 了 积分 所 趋 的 极限 而 没有 用 到 积 
分 号 下 的 极限 过 程 。 

如 果 寺 得 咕 出 传 立 吁 般 数 的 公式 (1), 则 可 由 此 得 出 下 面 第 一 
个 直接 的 推 区: 

还 毁 加 杭 本 数 的 傅立叶 系数 am, 5。 在 ma 一 co 时 欧 于 0。 

401、 局 部 化 原理 “上段 趟 明 的 预备 定理 的 第 二 个 直接 推 只 
是 所 性 "局 部 化 项 理 "。 

到 任意 一 正 数 8<m, 将 (4) 式 中 积分 拆 成 两 个 : 


贞 


人 = | + | 如 果 第 一 个 写成 
工 [fao 十 们 二 Fa 一 中 fo Ly 
| 2sin3t | 3) 
则 显然 正 束 前 的 汪 数 
fro tt)+f (ro ~t) 
ain 
是 区 间 [3, 内 的 深 段 连 种 醒 效 ,因为 分 子 上 的 + 的 画 数 是 这 样 
的 西数 ,同时 分 尽 2sin 二 上 在 这 区 问 内 不 等 于 0， 是 保持 过 态 。 接 
预备 定理 这 个 积分 当 ne 时 起 于 0， 如 此 傅立叶 般 数 部 分 和 
snlx0o) 的 极限 的 存在 以 及 此 极限 的 值 都 可 以 只 由 下 列 积分 完全 
确定 : 
Bi in(nt 了 
pa(s)= ttre 二 和 十 fa -tI 0) 


Zin Dt 


”但 这 个 积分 只 包含 西数 了 (x) 相应 于 自 变 数 由 % 一 3 变革 zo 十 8 
的 那些 值 。 这 简单 花 东 就 且 明 了 下 面 的 “局 部 化 原理 ? 


En ie me- | 。 mr 一 一- 二 


一 避 2 一 

定理 坪 数 了 (x) 的 健 立 叶 级 数 在 其 点 ro 上 的 性 状 @ 完全 
关于 开本 在 各 加 人 过 所 取 的 人 贡生 全 直 小 名 坟 中 的 从 

所 以 ,比方 说 如 果 取 两 个 这 样 的 数 ,它们 在 点 zo 的 任意 小 
邻 域内 的 值 相同 ， 则 无 花 在 这 邻 域外 如 何不 同 ， 这 两 夯 数 的 博 立 
叶 级 数 在 点 xo 的 性 状 总 是 一 样 的 : 或 者 同 为 收获 ,并且 收 做 于 同 
一 个 和 ， 或 考 同 为 发 散 。 如 果 注 意 到 这 两 个 画 数 的 博 立 叶 系数 是 
取决 子 全 体 丽 数 值 并 且 是 可 以 完全 不 同 的 ， 这 个 精 果 就 显得 更 信 
人 MT 

定理 通常 称 为 黎 曼 定理 , 因为 这 是 他 在 1858 年 所 址 明 的 

个 基 一 各 的 定理 的 共 ， 但 是 应 雯 指 出 , “局 部 化 康 理 ” 的 概念 
已 见 子 奥 斯 膀 罗 格 拉 德 斯 基 1828 年 一 篇 关于 数学 物理 的 蕉 文 里 ， 
也 反映 在 罗 巴 切 夫 斯 基 1834 年 关于 三 角 航 数 的 碍 党 里 。 

402， 函 数 的 傅立叶 执 数 奏 示 法 ”我们 已 经 得 出 过 傅立叶 灿 
数 部 分 和 sn(zx0) 的 积分 表示 式 (4), 现在 磷 模 研究 它 的 性 状 。 

在 此 我 们 对 两 数 f(z) 加 上 更 强 的 条 件 ， 即 假说 它 在 区 网 
[一 7 内 逐 段 可 微分 @。 

于 是 成 立 这 一 般 的 


定理 ”如 果 丽 数 f(x) 有 周期 2 且 在 区 间 [ 一 六 天] 内 水 段 可 


ee a a CL ee 


gf to 士 人 + 了 ft Tg 一 
So 下 . 


- 


中 我 们 指 的 是 独 数 在 点 坊 上 的 皮 茹 性 和 发 散 尾 以 及 (在 收 基 时}) 最 数 育 怎样 的 
和 等 请 况 。 

加 ” 轴 数 f(z) 在 下 直 情 形 下 种 为 在 区 于 [4,5] 内 梁 各 可 答 的 后 区 间 可 分 为 衣 
限 多 暴 , 在 每 眉 内 部 区 团 数 艾 可 给 分 ,而 在 况 点 上 如 不 但 有 极限 慎 , 并 各 以 这 些 极限 信 
入 着 豆 数值 叶 也 就 有 单 仙 导 数 。 可 习 想 旬 深 收 可 葵 分 国 歼 是 由 一 些 在 部 分 天 区 间 书 
可 玖 分 ( 故 也 媚 少 ) 的 豆 数 “ 牛 加 ?起 来 的 , 只 是 在 “ 衡 按 点 《以 及 总 区 山 红 两 竟 4 与 
圭 丽 数 征 要 收 别 规定 。 . . 


一 403. 
如 果 读 醒 数 在 点 zx 上 连 粮 ; 则 总 和 显然 等 于 f(zo)。 
臣 明 注意, 等 式 (4) 对 每 个 满足 所 下 条 件 的 画 数 都 成 立 。 匣 
果 特 别 取 f(x) 三 1, 则 sa(z) 三 1 而 由 (4) 得 


洪 边 滋 以 党 数 0 而 由 (42 减 去 之 ,得 


sn(z0) — Bo = |[f aot #)+f(ro—t)— 
必 


: 1 
Binl 如 十 -一 -上 
— f(xot+0)— f(ro—0)] ny 


二 [ro 人 er ias, (9) 


运 里 
(=| fmt) feotd) 


# 


(x0— HF) — Ga-9| 之 C10) 
一 gin-Lt 
2 
如 桌 能 确定 这 画 数 逐 段 连 禹 ， 虽 由 400 段 的 预备 定理 已 可 瓜 知 积 
分 (9) 在 % 一 oo 时 有 极限 0。 但 在 区 间 (0, 内画 数 9( 切 一 般 是 
连 炳 的 , 至 多 可 能 要 除 出 有 限 个 点 , 在 这 些 点 上 蔷 画 数 有 中 跃 ， 因 
为 画 数 了 是 这 禅 的 。 剩 下 成 问题 的 只 在 画 数 多 人 于 + 一 +0 时 的 


性 状 了 。 

我 们 来 让 明 这 有 限 极限 的 在 在: 

ED —E. 

于 是 售 8 站 二 (至 舍 此 植 未 正式 定 闵 ) 因 而 g( 科 在 点 1 一 0 成 为 
连 蔗 ， 如 此 预备 定理 就 可 应 用 了 。 但 等 式 (19) 右 边 第 二 乘 数 显然 
有 和 樟 限 1; 现在 来 看 方 括号 中 的 式 子 。 

为 简单 起 见 先 说 点 zo 获 在 画 数 长 鸭 是 可 微分 的 区 疝 的 内 
部 。 于 是 fxo 十 人 = 了 (axo 一 0 一 fxzo) 着 且 比率 

Tse + He), Te He) (11) . 


每 个 都 趋 于 极限 产 (xo), 而 […J] 趋 于 0。 如 果 加 是 “ 衡 搂 点 ， 则 此 
时 它 可 以 是 连 炉 点 ， 也 可 以 是 斯 点 。 在 第 一 情形 我 们 又 轴 到 比率 
《11), 但 它们 这 回 趋 于 不 同 的 极限 一 一 各 趋 于 右 导 数 及 堪 导 数 ( 图 
?49)。 在 不 违 奔 的 情形 也 可 得 类 似 的 烙 果 , 但 这 茜 夯 数值 长 zo) 要 
换 成 那些 “粘连 ”成 所 给 医 数 的 吉 数 之 值 xo 土 )， 丽 醒 上 比 率 的 极 
限 则 为 那些 画 数 在 x 一 zo 时 的 单 侧 导 数 (图 746)。 


~、 图 ?4. 

如 此 , 我们 的 精 苑 在 一 切 情 形 都 成 立 。 

403， 非 周期 阅 数 的 情形 ”整个 上 面 所 建立 的 理 静 的 出 发 点 
是 :假设 所 给 丽 数 对 x 所 有 实数 值 都 有 定义 并 且 有 周期 2r。 然 而 
最 常 过 到 的 是 非 周 期 狂 的 画 数 f(xw)， 有 时 甚至 只 在 区 间 [ 一 mm 和] 
内 和 给 出 。 


—405— 

为 了 能 在 这 种 男 数 上 应 用 所 岁 的 理 瞪 ， 我 们 引入 一 个 丁 助 
醒 数 六 (来 替代 ， 其 定义 如 下 。 在 区 闻 ( 一 mm] 内 我 们 全 六 与 
了 重合 : 

fr(w) f(s) (~r<wn), (12) 

然后 令 
: f*(-m)=f*(7)=f(m), 
大 将 画 数 f*(z) 按 周 期 性 规律 六 展 到 x 的 共 余 实数 值 上 上 内。 

对 这 样 梅 成 的 一 全 周期 为 gr 的 画 数 了?(z), 已 故 可 以 应 用 所 
醋 明 的 展开 定理 。 但 如 果 房 著 的 点 so 严格 地 落 在 一 m 与 之 网 ， 
则 由 (12) 只 须 处 理 所 和 给 出 的 画 数 疙 z)。 技 同样 的 理由 展开 式 系数 
也 就 可 以 用 公式 (1 算出, 不必 转化 为 功 数 站 (x)。 简 而 慎之 , 以 上 
所 趣 全 部 征 果 可 直接 措 到 所 给 的 丙 数 了 (x) 上 来 ,而 没有 用 到 精 助 
画 数 说 (x)。 

但 是 要 特别 注意 的 是 区 阅 端点 4 一 土 9。 上 比方 谣 ， 在 点 w 一 了 
上 应 用 和 2 段 的 定理 于 画 数 六 (z) 时 ， 则 巴 须 考虑 辅助 画 数 x 一 
左边 的 值 (这 里 与 所 答 面 数 相应 值 一 致 ), 双 须 考虑 六 (四 的 在 z 一 
7 机 边 之 值 ( 这 里 已 痢 与 了 (在 z= 一 右边 之 值 一 致 )。 所 以 ,对 
于 z= 二 土 7 应 取 作 .56 的 是 

sotOT m0) fmt + 0) , 


-Lr+% + 0) | 


如 此 即使 所 答 画 数 f(z) 在 z 一 十 "是 过 态 的 , 但 价 若 它 没有 周期 
2m， 因 而 fm) 二 了 一， 则 在 满足 逐 段 可 微分 的 条 件 之 下 埋 立 
叶 般 数 之 和 将 为 

fm tf), 


一 上 0 一 
猎 异 于 (一 7)， 妈 蜡 于 了 (wn)。 对 这 种 西数 展开 式 只 能 在 开 区 风 
(一 mm 7) 内 成 了 并。 z 

下 面 的 话 储 得 臣 者 特别 注意 。 如 果 三 角 级 数 (2) 在 区 网 (一 
7] 内 收 合 子 画 数 了 Cz), 则 因 共 各 项 有 局 期 2r 故 也 到 处 都 收 笋 ,而 
共和 5(w) 也 成 x 的 周期 画 数 , 共 周 期 为 27。 但 此 和 在 所 说 区 网 外 
面 一 艇 已 与 丽 数 (xz) 未 必 一 致 (即使 它 在 到 实数 轴 上 都 有 定义 )。 
以 后 将 举例 来 说 明 这 背 。 

最 后 指出 ， 区 尚 [一 wm, mr] 也 可 换 成 任何 长 gr 的 区 加 [a， 
恬 十 27T]。 。 
404， 任 意 区 赣 的 情形 ”我 们 假设 夯 数 f(z) 给 定 在 任意 长 
27 的 区 问 [ 一 1, 4] 内 音 且 在 其 内 深 息 可 微分 。 如 果 利用 证 换 


= 加 一 志 守 站 入 区 )， 


肛 可 得 一 在 区 同 [ 一 ,m7] 内 的 画 数 了 也 ) 也 这 段 可 微分 , 对 此 
已 可 应 用 前 息 所 脸 。 我 们 看 出 , 除 上 断 点 及 区 加 端点 一 m 往外 , 它 可 
展 为 傅立叶 般 数 ; 

玉江 -和 + eneoony + basinny) 


如 画工 


其 系数 可 用 欧 拉 - 伟 立 叶 公式 来 决定 : 


_ 工 + (EM)eoonyay, 5 =i 的 mo 


(n=0, 1 2 . (n=1, 2,3,."") 
现在 今 


_ 人 呵 和 
2 一 


而 变 画 原先 的 变数 2 于 是 我 们 得 出 所 输 画 数 f(x) 的 这 种 型 式 略 
异 的 三 角 展 开 式 : 


-一 和 7 一 - 


fiw) 一 公 十 ba COs + Brain. 站 ) (13) 
Nl 


这 里 余弦 与 正弦 之 角 都 是 -的 借 数 而 不 是 的 偿 数 ,决定 这 展开 
式 系数 的 公式 也 可 用 同一 置换 变 成 : 


上 I 


dn = 二 | flw}oon dr, br = 了 (zy aim dz, (14) 


t t 


一 
(8=0, 1, 3 .…) {R=1, 2, 98， …) 
对 区 阅 的 贸 点 w= 十 i， 前 段 半 于 点 w= 土 " 所 襄 的 话 也 仍 适 
用 。 最 后 , 区 疝 ( 一 1, 1 也 可 换 成 任何 别 的 同样 长 37 的 区 个, 特别 
如 区间 (0, 21 ]。 在 这 情形 公式 (14) 变 成 


31 2t 
tn = | flix) eon 二 dx, bn= | fr) sin — dx (lia) 
让 0 


(n=0, 1, 2,:…) (n= 1,2, 和 
405， 只 含 余 纺 或 只 含 正弦 的 展开 式 ”首先 注意 , 如 时 在 区 间 
[一 2 wr] 内 输 了 一 个 奇 画 数 jz) ( 连 炉 或 还 段 速 午 ),， 则 


| flw)ar=0. 


一 有 


这 不 难 莽 明 ,只 要 将 积分 | 天 为 两 个 积分 之 和 的 形式 : | 二 | ,而 在 


到 
"一审 站 一 百 


第 二 个 不 分 中 以 ~z 代 就 行 了 。 同 样 可 证 , 了 (x) 为 侦 页 数 时 有 


| T(x)dr=2 rom 


一 下 


更 在 识 fx) 是 在 区 再 [ 一 mr] 内 逐 艺 可 徽 分 的 偶 画 数 。 陡 是 
弱 租 (zw) sinnz 成 为 奇 画 数 , 而 接 上 面 襄 的 有 


PP 一 二 | flr) singradr =0,. 


一 宇 


如 紫 ， 偶 两 数 的 博 立 叶 级 数 只 含 余 嘴 : 


了 -a Doosng, (15) 


因为 在 这 情形 下 f(x)cosnx 也 成 偶 画 数 ， 所 已 应 用 上 上 面 瑶 的 第 二 
如 可 以 将 展开 趟 系数 me 写成 ; 


o- 三 fa)oomnzas Ca=0,12) 69 


0 


如 果 fw) 是 奇 医 数 ， 则 flr) cosne 也 是 奇 画 数 ， 从 而 


ms= 过 | f(s) cosnzds—0 {n=0, 1, 2 ，…)， 


一 时 


我 们 得 到 精 论 : 沿 莉 数 的 传 立 叶 航 数 只 含 正 驶 : 


人 


了 [2 一 Seinaz， {17) 


Li 


在 此 由 于 乘积 f(z) sinnx 是 慢 画 数 可 以 写 : 
ba |fCs) sinnzdz (n= 1,2,3,.…). . 《18) 


顺便 指出 , 每 个 答 定 在 区 中 [一 mm] 内 的 画 数 fx) 都 可 到 为 
一 个 偶 画 数 与 一 个 珊 画 数 之 和 的 形式 : 
fa) = fw) fale), 
这 里 
f=, Ff) OA. 


显然 , 男儿 fx) 的 傅立叶 般 数 正好 就 由 西数 亡 (z) 使 剑 茧 的 展开 


一 上 4 一 
式 和 画 数 记 《x) 低 正弦 的 展开 式 所 租 成 。 
其 次 , 我 们 假设 夯 数 f(z) 只 在 区 间 [0, z] 内 答 昌 。 要 将 它 在 
这 区 关内 展 为 级 数 (2), 我 们 对 区 间 [ 一 mr， 0] 内 z 值 任意 补充 这 个 
两 数 的 定义 而 保持 其 水 段 可 微分 性 , 然后 应 用 和 3 般 所 说 的 , 弃 然 
这 夯 数 的 定义 这 样 任意 ， 所 以 用 这 办 法 能 得 出 种 种 不 同 的 三 角 
级 数 。 
利用 画 数 定义 在 区 间 [ 一 x, 01 内 的 任意 性 ， 可 以 使 所 得 了 (x) 
的 展开 式 只 合 余 防 或 只 会 正 瑟 。 事 实 上 , 设想 对 0<z<r 我 们 仿 
了 (一 个 =FCo， (19) 
如 此 苦果 得 出 一 个 区 间 [ 一 mr] 内 的 偶 贺 数 (图 754), 甚至 还 有 启 
期 2r。 我 们 看 到 它 葛 展开 式 只 售 余 羡 。 展 开 式 的 系数 可 按 公 式 
(16) 来 计算 , 其 中 只 舍 原 先 所 和 输 画 数 f(x) 之 值 。 


wu 
要 


一 
1 


- 


司 样 , 如 采 焦 条 件 ( 对 0<x 志 7) 
f(z)=—f(2) (20) 
补充 而 数 的 定义 而 使 它 成 为 奇 画 数 (图 ?55)， 虽 在 共 展 开 式 中 将 

只 出 现 丘 纺 项 。 其 系数 可 用 公式 (18) 来 决定 。 
如 此 ， 在 区 间 [0,] 内 所 和 输 定 的 画 数 在 满足 基 些 条 体 时 斌 能 

展 为 你 蓄 的 珊 数 ， 也 能 展 为 正 续 的 级 数 。 

也 主要 和 转 别 钱 完 的 征 扣 x 二 0 和 =77。 这 里 两 个 展开 式 的 情 
是 不 辐 的 。 为 简 利 起 齿 我 们 假发 所 知 国 数 在 z= 及 z=m 时 巡 


ea 
ee - 
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炽 而 先 来 看 依 余 球 的 展开 式 。 条 件 (19) 首 先 保 持 了 x 二 0 时 的 过 

精 性 , 如 此 般 数 (15) 在 x 二 0 时 就 收 辣子 了 (0}。 其 浆 , 弃 然 
fC(—r+0) = 了 70 = 

则 在 *=z 时 有 类 似 的 情形 。 

俯 正 弦 的 展开 式 情形 就 两 样 了 。 更 在 不 深 论 由 于 条 件 (20) 而 
破坏 了 画 数 连 第 性 稼 等 情况 , 而 只 简单 地 指出 ,在 点 z=0 及 z=m 
于 组 数 (17) 之 和 显然 是 0。 所 以 显然 只 在 f(0) 及 成) 等 于 0 的 
情形 , 般 数 的 和 才能 给 出 这 些 信 。 

如 果 画 数 fCx) 答 定 在 区 加 0, 熙 (0 内 ， 则 用 各 4 段 中 辐 
禅 的 变数 更 换 法 可 将 展开 ffz) 为 祭 驴 级 数 


各 ancos 
或 正弦 级 数 
> nSin 王 T 芝 
的 问题 化 为 刚才 所 计 葵 的 情形 ， 在 此 展开 式 厅 数 可 各 用 公式 
2 T(x)oo09™ dx (n=0, 1, 2 ) (21) 
fn ee (n=1, 2, 3,…) (22) 
算出 。 


4056， 例 下列 各 例 中 所 举 的 画 数 都 是 可 微分 的 或 逐 段 可 微分 的 。 所 以 
晨 开 关 伟 立 呀 颖 获 的 可 能 性 是 无 可 医 疑 的 , 这 一 问题 我 们 不 再 讨论 。 
i) 将 图 数 


f= 


eb ee 


三 区 同性 2 站 展开 之 。 
控 399 段 公 式 (la): 


时 本 - 
mt ea) =0, 
7 

= 二 | 三 osnedx= 闻 ("一 | + 
如 


mr 


+ | ginnrdr=0 Cn=1,2,3,") 


由 


ba = | 2 inneds = 一 让 (= ») 2| 
心 


生 
a 


1 
py | TT 以 pr 


如 此 , 我 们 得 甸 这 特别 镶 单 而 只 合 正 豆 的 屋 开 式 : 


= De [0<<z<23re) 


茹 1 


mm 一 全 | 工 一 


在 3=0( 或 3r) 时 毅 数 之 和 笑 于 0 而 等 式 不 成 立 。 在 起 区 噶 外 洛 式 也 不 
成 立 。 鼓 釉 数 和 SLz) 的 图 介 (图 76) 由 无 限 多 乎 行 扩 段 肥 2 朝 上 一 系列 珀 


羡 点 所 宜 成 。 


本 16. 


2) 由 1) 中 的 展开 式 不 必 半 算 部 可 得 扩 另 一 些 有 起 和 的 展 汗 式 。 我 们 在 
其 中 以 25 代 5 测 以 2 除 符 式 酚 边 , 得 : 


rr ee rp rh 


pe TT 


一 412 一 


条 下 gin 
_ B=1 
由 沾 来 的 谋 开 式 减 于 入 一 甩 江 式 , 得 


sin (2E—17» 
-之 DT (OZ) 


如 果 以 SCz) 卖 示 这 个 般 数 之 和 ， 划 SC0) = Sr) =0， 改 变 z 的 正 负 号 ， 
由 正 嘴 的 奇 性 知 在 区 闻 ( 一 m 0) 内 5(x) = 一 二 对 其 他 了 什 则 8() 可 按 周 
期 性 规律 得 马 ， 例如 对 区 间 (2m 3r) 又 是 8)= 工 ， 等 笃 。 泗 数 8(w) 的 图 


象 见 图 77; 图 78 现 才 示 胡 数 的 各 个 部 分 和 还 沙 通 近 于 这 不 过 和 绪 画 数 的 情况 。 


较 97. 


附注 ”如 果 在 所 和 论 的 展开 式 中 售 z= 过, 则 得 出 我 们 所 熟悉 的 菜 F 居 
效 般 数 [255 段 , (20)] 


”_1_li i 1,.. 
zi 李 十 司 7 


将 这 里 所 得 展开 式 与 1) 中 展开 式 合 起 来 不 难得 出 图 数 > 的 般 数 : 
oS TSD (ge) 
| 区 一 二 机 
我 他 只 对 0<y<r 直 搂 和 仁 出 这 个 等 式 , 但 它 显 狼 对 z= 也 成 立 , 并 且 它 的 丙 
边 显然 都 垃 示 奇 丽 数 , 所 以 这 展开 式 对 整个 区 章 ( 一 7) 都 正确 。 
在 + 由 一 。 变 到 十 ce 时 这 条 数 和 的 图 象 不 准 吉 为 图 79。 图 80 刚 为 这 部 
分 和 


, SiNn2z sinar altls sinfiiz 
y= 0) = sing— St 人 十 开 


的 国际 。 


—413-— 


图 "73. 


医 0. 


3) 

(0 将 倡 画 数 fC7) = eos 9z 在 [一 m7] 内 以 余 惑 展开 之 ， 

《的 将 奇 画 著 户 (z) = sinaz 在 {一 r, 7) 内 佐 正 站 展开 之 (这 里 假 现 4 不 
尺 获 数 ) 

4a) 我 们 有 有 


—415— 


Sin mr 
i |eosazdz= Sar 
- T 
由 


nm 7 


(0 oy -|cos dro03N2dr = 
必 


一 二 人 心口 号 《全 十 卫生 十 迷人 名 i 一 nTiAdx= f《 -Dr 和 1 3 下 全 


全 ft 
al 
| TT COSUT "Se 
2 sinar -各 + 立 (- Dn 《一 "< 
C5) 答案 ; 
好 sin gg. 


了 Dee  【〔 一 cz<co)， 


附注 ”我 人 而 便 指 及 ，xz=0 时 出 人 a) 可 得 用 ; 


1 1 一 玫 公克 
二 而 ”下 二 之- Cam) 一 【和 和) 
或 者 令 ar = 刚 
1 I 
Sing 4 2 1)"; Fs mr 


n _1 
-了 + 三- 一 [a pn 


区 十 各 
I 
(这 里 = 是 任意 的 数 , 只 要 不 是 " 的 倍数 )。 我 们 租用 了 丽 数 -的 “做 分 数 


展开 式 ”( 这 在 293 段 30 及 308 段 1" 中 已 用 到 过 


由 )。 在 (中 全 5 一 ”区 可 得 
志 殴 数 ctgz 的 " 简 分 数 展开 式 ”: | 


i we" 2s 
"gst 5 天 


1 .su 1 + 
= 地 + 2 + 


一 手术 忆 寺 放下 


4) 将 图 数 


一 416 一 


在 区 出 ro, 中 内 傅 余 续 展 开 之 。 
不 难 用 公式 (16) 算 出 : 


2 人 mm sin nz 
二 一 一 一 一 一 
生 3 性 


一 a 一 mr Si TH 一 
作 . 


必 各 直 


= cosnz| 一 -了 -|eosnzdz 一 坟 Co 一 于 2, 3 oe, 
p . 


以 区 两 [0, rj 导出 的 展 江 这 


全 9 ~ 
Pt FR 二 一 让 站 中 失 着 
和 2 B > mn 


Wl 
填 实 上 芒 至 在 区 同 [0, 27] 内 也 成 并 ;因为 等 式 两 边 在 4+ 代 以 37 一 + 时 其 值 不 
变 。 

附 什 ”如 果 在 此 侣 zx= 小 邵 得 著名 的 欧 拉夫 数 ; 


407， 连 续 函 数 展开 为 三 角 和 多项式 级 数 ”在 是 明 关于 傅立叶 圾 数 展开 式 
定理 时 [402 段 ] 我 们 为 重音 起见 是 限于 逐 段 可 微分 男 激 的 。 事 实 上 , 郁 这 样 
展开 的 醉 数 类 , 其 范 画 远 比 此 为 广 ， 但 仍 不 能 包括 一 切 周 期 3v 的 连 糖 画 数 ! 
[大 天 424 段 ]。 在 某 种 意义 上 这 里 发 生 一 个 类 人 也 在 278 段 妖 过 的 本 数 的 里 才 
外 展 开 的 情况 。 井 且 除 了 那里 所 奸 关 于 展开 任意 速 汗 画 数 为 代数 多 项 式 均 
名 收 伊 灯 数 的 粹 尔 期 隐 拉 斯 定理 计 同 一 作 才 还 证 明了 第 二 个 关于 展开 局 期 
2r 的 任意 过 氏 画 数 为 三 角 多 项 式 均 句 收敛 烽 数 的 定理 , 也 朗 展 为 形 如 


[2 
dAot > CAioosEe Bsin ke) (23) 
天 一 二 


一 芷 ?一 


的 和 的 定理 。 如 性 , 和 前 面 一 样 ， 屡 无 式 应 用 范围 的 扩 庆 基 甘 虹 开 趟 项 的 性 
质 的 虽 池 化 费 得 的 : 由 简单 的 单项 式 变 生 多 项 式 之 和 。 

第 二 粹 水 捧 有 险 近 斯 定理 也 和 第 一 定理 一 样 可 用 序列 的 糯 芽 陈 壕 渤 如 下 ; 
挫 尔 斯 脸 拉 斯 定理 如 果 殉 数 Fe) 奔 区 照 [一 "] 内 束 征 共生 有 局 类 


fi 一 了 一 
te 
下 为 三 角 甸 项 式 的 形式 。 这 是 因为 , 按 识 共 的 三 角 公 式 , 所 有 可 能 的 乘积 
Qoska: nalr, eoskz: sinle, sinkzrsinlx 


都 可 者 尖 这 种 多 项 式 的 形式 , 例如 ， 


OSEr og lr 一 于 cos 【中 十 1)s+t eos(h—! ls 


如 果 我 人 5 候 是 明 , 对 任何 一 获 斌 2 及 必 可 找到 这 样 一 个 三 角 交 项 式 字 (zh 
使 对 所 有 上 [一 一 于 ] 内 的 生存 ! 
lf —T(r) | < (24) 
则 本 定理 就 浆 明 了 。 
”下 不 准 对 侦 苹 数 六 四 的 和 请 形 求证 明 。 利 用 第 一 继 尔 斯 附 拉 斯 定理 [278 
段 ] 我 好 首先 做 下 这 样 一 个 代数 霓 项 式 PAD, 合 对 区 了 疗 工 一 也 1] 内 所 有 + 值 
有 
[farecos tf} — Pt)| te, 
这 星人 t= ou 而 0 拓 ?<m 移 们 条 此 全 区 间 租 出 
] Fe) 一己 (cosz] | <E. 
咎 于 图 数 六 ww) 和 cosz 的 偶 话 , 这 不 等 式 在 x 入 以 一 z 时 十 成立, 也 即 对 区 孟 - 
[一 趾 内 所 用 什 都 成 立 ,而 由 于 周期 性 在 会 区 阅 { 一 oo, 十 ce) 内 世 仍 成 立 。 
因为 按 开头 时 所 广 的 ， P(eos7) 一 式 可 写成 三 角 多 项 式 的 形式 ， 所 以 对 所 浪 
虚 的 情形 我 全 的 蒿 断 已 性 明基 对 的 。 
现在 来 看 一 般 的 稼 形 一 一 册 期 汶 3r 的 任意 丽 数 
he 1 A 


' Bn 


号 我 站 总 相国 数 六 5 按 胃 期 性 地 扩 民 到 安 区 了 半 C 一 2， 七 co 下 。 
苔 ”加 忙 arccost 秆 这 济 区 问 10, ]。 4 


一 418 一 
- 皖 所 性 中 的 存在 巡 余 的 多 项 式 TCw) 和 了 st) 使 
ARCOLACGIE SAGELACIE 
由 这 有 
| 方 sinzz 一 sinzz| < 地 | sing—Ty: sinzl<< 工 ， 
然 局 将 这 些 不 等 式 加 起 来 , 则 有 
Ifiay sin?w— Tatz) | < 立 ， (20) 
这 里 了 sk 是 三 角 甸 项 式 


Ta 一 1 Sinss 二 Ta Sng 


(大 风 开 头 所 委 的 济 单 事实 )。 
同样 对 面 数 f(z+ 2 ) 册 可 拷 到 一 个 三 角 多 项 式 了 (2), 便 使 熏 
|f za 十 二) sin? z 一 Ti(z]1 < 二 


这 里 以 一 子 代 = 并 区 796(e) 表 示 狼 过 此 代 搞 后 由 Ti(o) 所 得 出 的 三 角 多 项 
式 , 我 们 得 到 


If Cz) eon? — Tele) 1 < 《26) .- 


最 后 , 令 荆 =T 十 Ts) 由 (25) 和 C26) 利加 得 生 (24)。 如 此 本 定理 钙 胃 了 ，。 

这 个 定理 也 可 用 接 灼 的 语 首 陈述 如 下 [ 窑 阅 278 段 ]j: 

二 个 以 2" 为 周期 的 如 镇 可 数 f(z) 可 以 展开 成 一 个 由 三 角 多 项 式 各 成 
而 均 与 站 钱 寺 农 的 毅 疲 。 


§ 3， 傅 立 叶 积分 


408， 僵 立 叶 积 分 作为 做 立 叶 舌 数 的 极限 情形 我 们 要 在 路 重 沪 一 下 吉 
六 时 导致 其 积分 公式 时 的 站 法 要 点 , 巡 种 想法 虽 欠 严格 而 其 朋 撒 位 得 注意 人 D。 

如 果 琐 效 fz) 狠 定 在 一 个 有 限 区 章 [ 一 4,7] 网 ， 期 在 一 定 的 条 件 之 下 
《我 们 主 上 不 研 究 它 科 ) 可 将 它 在 下 区 辣 内 者 为 三 角 才 数 : 


hE 


+: 


fri = + cos 二 TD DO 


呈 哥 西 出 名 立地 竺 出 过 这 个 全 起 。 


这 则 
: 1 
am=T | f Cu) eos 一 to b b= thr 


好 了 4。 


(m= 1 3, +"*) (Cm =, 2, 3, **) 
[ 参 顷 名 段 ] 交 系数 wm 和 Bu 换 本 天 天 站 天 加 了 生机 竹本 下: 


fo) -于 | rowant D+ f (WW) eos ST Cus) GD) 


t=1 
中 在 宙 男 数 ja 在 整个 无 筋 区 闻 ( 一, 十 o0) 内 都 有 定义 。 在 这 情形 ， 
不 渝 # 如何 ， 相 应 的 了 (zw) 箔 在 任何 [>> |x| 之 下 恒 可 表 为 展开 式 (1)。 这 里 
我 们 取 1 一 十 2 时 的 极限 而 艾 法 建立 此 展开 式 的 “ 模 耻 形式 *。 
关 半 等 式 (4) 右边 第 一 项 自然 可 遍 为 它 的 于 0。 至 于 有 边 的 无 穷 灯 数 
部 分 ， 册 我 们 可 将 余 弱 生 下 系数 下 看 作 某 一 个 由 z=0 连 粮 变 至 十 oo 的 变 
数 = 的 高 散 值 


而 境 量 
上 za 一 Za41 一 5 二 一， 


显然 在 1 一 下 5 时 趋 于 0. 在 这 科 志 示 法 之 下 我 向 的 籽 数 可 写成 ; 


1 Si {seveos: sm HO— I. 


m=1tl . 一 上 


它 好 信 是 区 本 Lo 二 oo 网 # 的 画 数 


i Treoeesze 一 区 本 时 


的 积分 和 。 皮 1 一 十 ce 时 的 航 限 , 部 由 狗 激 得 出 一 积分 ; 这 样 就 得 出 下 列 挤 立 
时 积分 公式: 


2 地 


fiw) = 了 人 zz | eosg {st— TIA, 
/ . 


下 上 
他 例如 侵 吏 | fds 收 合 时 这 就 成 为 图 是 的 事情 ， 


一 420 一 7 
划 将 准 角 佘 薄 让 入 这 公式 也 可 表 汶 ; 


fiir) 一 | [ec cossw | bts) sin ar da, 
0 . 


ata)=. rf fluyeossudu, big) = 本 Fu) sin suda. 


这 里 可 明 帕 土 出 与 三 角膜 开 式 的 相似 注 : 只 是 将 取 自 然 数 值 的 容 蛮 数 m 的 
成 溃 镀 变化 的 参 变 数 3 ， 而 无 短 般 数 抠 成 积分 。 蒜 数 ol#) 和 5C8) 定 扶 千 
十 就 怕 是 傅立叶 采 溉 。 
当 级 , 这 些 想法 只 是 提示 的 性 畦 ， 傅 垃 时 公式 成 立 的 实际 条 位 还 有 行 久 
明 。 而 在 作 严 密 葵 三 时 我 们 仍 将 遵循 有 尖 直 立时 才 数 的 基本 渝 瘟 步 曼 。 
409. ” 吗 备 甬 明 关于 网 数 ef 我 们 洪林 假 踊 : D1 >: 二 让 区 区 网 


ee Dn 


Pe 


评 之 我 全 这 才 直 机 分 


地 


TA -fa | ftw) CE 全 一 Bo) ty 


[1 一 是 


这 时 44 是 一 个 任意 的 有 限 正 数 ， 而 mm 是 2 的 任何 一 个 定 箱 。 这 个 积分 雯 更 ， 
沁 傅立叶 般 煞 部 分 和 和 相似 : 由 直 取 4 十 o 有 时 的 极限 可 得 到 地 立 呈 积分 


中 后 中 中 


二 + ji G03 CW — Ty} dd | (2) 


对 性 何 有 限 且 >0, 按 298 段 完 理 4 ”我 后 有 


fae| FW eo CHW— rol du = feo) esse-ae = 
[9 | . . 
-je ) -人 do. {3Y 


如 果 酌 葡 头 由 在 区 上 亲 [ 一 —B,B] 内 水 绩 刚 丰 式 丰 络 可 由 所 褒 定 理 推 届 ; 
在 租 皮 的 情形 这 定理 顷 各 诈 应 用 十 识 国 数 在 上 面 连 秆 的 外 个 区 三 上 。 
但 积分 
+ 
§ ftw C09 一 . (4) 


”一 此 1 一 
被 防 个 假设 汶 收 斋 的 积分 : 


+ 


| apm 


所 猴 利 所 以 在 s 值 的 任何 区 内 上 对 3 均 勾 地 收 人 航 (在 = 十 0 及 4# = 一品 寻 ). 
如 此 ; 积分 
. 二 
|f00 COsatw— To) dt 
-EB 
在 B 一 十 史 时 均 色 地 趋 于 其 极限 (和 。 所 以 ,如果 在 等 式 (3) 中 取 B 一 十 oo 时 
的 极限 , 出 在 左边 积分 中 可 在 积分 号 下 取 和 极限 [296 自 宝 埋 1]。 避 由 此 对 4) 


和 人 


得 十 人 州 积 分 形式 的 表册 式 : 


J[4]1= 2 | f(A ee), 


冲 一 注 语 


它 必 犹 里 着 荣 积 分 诅 像 1999 民 3 开 且 击 笑 上 世 怡 恰 起 这 伴 的 作用 。 旦 秋 谤 的 
实 扫 不 难 将 它 化 为: 


和 


+ 
TM) | fet th) at = 


= {fo tt) tf tat (3) 
各 
为 了 以 后 的 需要 对 400 段 基本 项 备 定理 作 这 一 明显 的 村 流 : 
如 果 珠 数 9(t 在 区 关 [o 十 ce] 的 拔 一 交 限 部 分 内 都 乏 段 速 结 皇上 月 在 这 
~ J osinpidt =0 
(同样 也 有 
Be {oC oospt dl =0). 


如 炭 上 , 指定 任 昌 一 数 &>0, 我 们 先 选取 一 个 这 样 .大 的 4 使 


中 类 响 305 改定 译 由 其 中 被 俱 辆 数 候 惟 基 如 钙 的 。 这 里 我 站 不 作 政 样 的 侦 疫 。 


-4 了 


4 。 
| lg Clat < 
™ 二 
因而 玩 育 
: + 十 的 
| fc sinpeat | {lg(t) at 
过 过 
插 且 不 苦 电 是 下 痒 的 数 。 然 后 在 积分 
志 
gc) sinptat 


上 直接 应 用 400 艇 的 预备 定理 , 如 时 对 充分 天 的 了 有 
此 
je sinpiadt | < 

对 同样 那些 p 值 显然 兴 
[jz sinptdt| < 人 


法 就 是 所 权证 明 的 。 
#410. 用 傅立叶 积分 训 出 画 数 党 全 与 402 段 的 定理 相似 , 这 里 有 
定理 ， 苞 兽 数 (x) 在 * 的 其 一 有 限 区 则 为 泛 收 可 微分 芍 且 在 区 间 
[一 =, + oJ] 内 移 对 可 积 。 于 是 在 经 一 点 sm .上 其 逢 站 于 积 分 部 收 铸 ， 并 
县 高 全 
9, = | fa —D) 


Pd ee Yr re TE ee ed ed ed ed 


1=0 | at [4 的 
心 
[和 参 隔 的 3 段 附 汪 ; 393 般 , 3 两 这 革 以 常数 9 出 由 等 这 个 ?两 过 疾 去 之 ;得 
J (AY -8 = 


=3 {f(t tf -Hf +0) -fs -0 Aigt, (0) 
小 


了 


一 
取 一 常数 > 而 将 此 积分 号 成 
| frott}—f (rot0) foo —t)— fir m0] graer 
四 t —+ 
和 


+ AIL + He -#2) gin Mdt 25) sihAta, 
i - 3 
第 一 个 积分 在 4 一 ce 时 趋 于 四 这 可 以 像 铀 了 明 402 段 的 定理 那样 来 区 明 。 第 
二 积分 中 的 分 式 ， 连 同 了 了 , 在 区 古 [h, 9] 的 任何 有 限 部 分 中 都 是 近 段 连 粮 的 
图 数 ; 此 外 这 贺 数 在 该 区 后 还 稳 对 可 积 。 所 以 ， 按 前 艇 末 尾 的 疾 第 二 积分 在 
4 一 ce 时 也 有 极限 0。 最 后 , 在 第 三 积分 中 合 441=# 而 将 硅化 为 


me 
2 | 2 
El 当 


的 形状 , 如 此 它 在 4 一 ce 时 也 赵 于 0。 由 此 我 人 可 下 车 草 总 , (6) 式 在 4 一 ce 
时 有 极限 0, 部 积 分 (2) 存 在 有 等 于 So。 

411. 傅立叶 公式 的 种 种 形式 ” 假 廊 上 面 所 哈 储 立 叶 公式 成 立 的 条 件 已 
多 实现 , 我 们 为 甬 单 起 见 将 识 为 男 数 /zc) 在 所 考虑 的 点 4 上进 丢 , 或 者 在 不 
溃 态 的 情形 出 私 为 满足 荣 件 


心 


于 是 在 任何 情形 我 们 都 有 
] 全 相隔 
flry = "|" | fw) Sos 3 (Wy— du, (7) 


一 他 


由 于 六 层 积 分 显然 是 * 的 介面 归 这 公式 也 可 写成 : 


中 党 民 四 


f(D jor fe corse a : (C8) 


一 


其 次 不 难 证 明 , 在 410 段 所 作 关于 贺 数 ft2) 的 一 般 假 设 之 下 租 分 


J sin stt— wat Cy 


世 存 在 。 这 个 积分 还 是 * 的 过 粮 高 数 并 有 旦 显然 是 青 丽 数 。 
一 般 说 来 , 对 这 个 画 数 已 独 不 能 避 胜 由 一 oo 至 十 ~ 的 非 正常 积分 存在 。 
在 对 任何 羡 数 p(#) 由 一 至 十 on 的 积分 也 即 必 与 N 独立 趋 于 无 短 时 的 


—d04— 
极限 


对 
lim | ps de, 
WH hr 
不 存在 时 , 也 可 以 存在 相应 于 圣 殊 很 没 于 = 六 的 极限 。 这 种 极限 防 哥 正 的 只 
法 称 为 积分 之 主 但 并 雪 成 VY.p. (Falewr rrincipale): 
+ 一 训 
V.p. | oC)ds =lim | (Code 
一 上 m Ho 
如 果 一 个 积分 在 寻常 非 正 常 积 分 定义 之 下 存在 出 它 显然 与 其 主 值 一 至 。 
二 于 栈 妆 !9) 是 的 再 菌 数 , 我 们 有 


Af 业 喇 
dg | Fa sing (wu— zduml), - 
-= = 


井 且 在 半 一 = 时 也 得 共 极 除 为 4。 和 如此, 在 任何 情 戎 


二 加 + 


VW. P- { az {f(sins Cu—s)du=0. 


.| pth 


将 此 等 式 乘 以 世 而 与 (8) 相 加 , 即 得 关系 式 


十 是 +m 


f(r) = 二 { da | Fl) ats (wz! gy, (10) 
狼 里 计时 积分 理解 汶 主 值 意 必 下 的 积分 。 公 式 的 这 一 形式 是 哥 丁 最 先 提 上 及 
的 。 
同 到 公式 站, 将 它 写成 : 


Ce 


f(s) 加 | csaoae | 7 gog gua 十 
2 
| gin sds | f (0) sin sudw. 
如 果 f(u) 是 各 图 数 , 基 四 
Te eos Wd -ff Cos udu, fi {wu} gin sud = 必 , 
2% i a 


而 我 们 得 到 一 个 只 合 余 翅 的 简化 公式 : 


fx) =3 |eosardar|f GOR Suds. (11) 
0 9 、 


闭 梯 , 在 f(x) 是 奇 琅 数 的 情形 我 们 可 得 到 一 个 只 合 正 号 的 公式 : 


TL =2 singTdal fl gins a 

fs) "| 所 ) sinzua aa 

表 在 讼 图 数 (x) 只 在 区 间 [L 十 内 葵 轧 拌和 且 在 该 区 腊肉 满 二 类似 以 
前 面 对 侈 区间 ( 一 oo; 十 =) 所 设 的 条 件 。 了 于 是 , 将 醒 数 f(x) 用 等 式 

f= = 

开 狐 到 区 间 ( 一 , 0 上， 我 们 在 第 一 情形 得 一 个 区 间 ( 一 ce, 二 ce) 内 的 俏 羡 
多 ,在 第 二 情形 得 一 奇 画 数 。 如此, 对。 的 正 值 我 们 锋 可 利用 公式 ( 卫 ), 也 可 
利用 公式 (12)。 

如 时 在 上 成 T= 0 假 证 丽 烽 乒 世 是 连 艇 的 , 则 公式 时 巧 在 这 一 点 上 可 以 应 
用 ， 闪 为 画 数 的 偶 式 开拓 仍 在 此 保持 束 粮 人 性。 公式 (11) 则 一 般 在 点 z=0 上 
不 能 适用 : 它 上 只 在 六 们 的 值 是 个 的 情形 赴 能 答 甩 此 人 菠 。 

这 些 想法 完全 上 与 科 5 息 对 盆 立 叶 黎 数 史 的 相似 。 

#12， 伟 立 叶 奖 的 在 我 们 的 仍 误 之 下 健 袜 叶 翁 式 (10) 园区 间 (一 o0， 
十 吕 ) 册 所 有 7 什 都 成 了 并。 这 公式 可 以 想像 是 十 面 两 个 县 苇 辟 加 起 来 的 : 


一 {18) 


和 站 HY KI 


公式 则 图 数 f(z) 灰 成 为 国 数 F(z) 的 信 立 叶 ( 疤 ) 变 突 交 《区 别 在 ;处 的 正 负 
全 15。 注意 一 舟 双 来 , 即便 了 是 笑 画 数 时 , 画 数 了 也 是 复 国 数 ; 但 这 里 也 可 很 
哈 尿 区 数 了 是 复 茵 小 。 

等 式 


有 网 
fz) -| Fiale tos, 


其 中 fx) 是 粮 定 的 , 可 以 看 作 是 对 积分 号 下 条 知 男 数 页 (2) 的 积分 方程 。 这 
个 友 稳 的 解 可 由 公式 


中 部 果 基 于 /0 只 人 上面 所 招 的 假 改 -出 后 一 积分 理解 为 * 志 值 "的 意义 。 


.426 一 
FC4) -二 [fC et 


得 到 。 自 然 , 这 两 个 等 式 也 可 凋 换 地 位 。 
现在 癌 到 公式 (11); 它 对 = 的 所 有 正 值 寿 成 立 ， 振 且 可 将 它 表 为 下 列 画 
个 公式 的 选 加 {这 辕 两 式 均 有 实 什 且 完 全 对 称 ): 


rr 


pels) Af ZN) osouan, 


二 C14) 
fr) EN (8) G09 tad5. 
司 样 至 式 (12}Y 也 可 分 解 成 两 个 : 
mt 4 sine , 
{15) 


fp) = VE Cs) gin wede. 


图 激 (s) 和 (1) 各 多 为 贡 数 /2) 的 佬 立 叶 休 弦 变换 和 正 救 空 换 。 我 们 秦 
到 , 画 数 上 四 了。( 衰 FF) 得 出 的 方式 丛生 (或 下) 由 于 得 岂 的 方式 一 样 , 换 
句 亲 壕 ,本 数 洲 -与 巴 。(F,) 互 为 余 艾 变换 《或 正 艾 变换 )。 哥 西 将 一 对 画 数 / 
与 Po 或 了 与 了 各 称 为 第 一 类 共性 画 数 或 第 二 类 共 屈 男 数 。 这 里 (14) [或 
(15)] 中 的 年 个 等 式 也 是 可 轩 作 一 个 积分 态 程 ,其 中 积分 外 图 数 是 检定 的 , 而 
积分 号 下 的 面 数 是 所 求 的; 解 由 另 一 等 式 给 并 。 

比 蒂 国 激 F, 了 和 也 我 们 可 以 设 :; 在 了 (zx) 为 懈 国 数 时 , 有 

F(8) Fo(s) 
( 范 数 也, (#) 以 但 的 方式 开拓 到 4 二 0 的 秆 上 )) 而 在 了 (2) 为 青 图 数 时 : 
FF(#) =iF, (2) 
(页 数 (2) 以 麻 的 方式 开拓 到 8<0 的 值 上 )。 在 一 般 请 形 其 而 数 f(z) 可 分 
解 为 则 图 数 与 奇 画 数 之 和 1: 
gr) = LS) +/ —%) (gy) = /四 -Ka 


于 是 
F(a) = Gs) +iH(a)D. 


DDete) 站 示 图 数 (2) 的 余 束 或 换 , 盯 s(2) 表 示 AT) 的 正 肢 变换 。 


rr 


一 电 1 一 
鳃 于 这 填 情 况 我 们 只 可 举 祭 引 变 所 和 正 走 恶搞 的 例子 就 够 了 。 
I) 度 图 数 f(z) =e (gq>0, 了 3 人 3 于 是 其 余 范 变 换 为 


a 2 a 
Ft) -V2 00s dr =4/ Lr 
Dp 


币 正 交 变 痪 为 


了 go 2 
Fx) = = eg #20 一 | 
| TT 
因为 e 9 在 区 间 [0 2] 内 可 积 务 , 所 以 应 成 这 下 列 相互 关系 ; 


Ba goes dre 《czD) 


本 
0 
we 


于 de 一 oo (Cx). 
各 


但 


或 - 
oo 
Cogs dil Tr 
dr "| d=— 0, 
E #1 a 马 


我 站 认得 这 些 积分 就是 热 太 的 扯 芝 拉 斯 儿 分 [308 段 ,4 J]。 
如 此 , 我 们 在 这 里 有 


-i 


NF 本 ta 
这 机 对 国 狐 作为 第 -- 类 及 第 二 类 共 元 图 数 ( 按 哥 西 的 意义 ) 的 例子 。 如 果 我 


们 不 知道 拉 普 拉 斯 积分 , 其 所 耕 的 理论 痊 二 了 计算 它们 的 途径 。 
43) 更 在 来 看 这 样 一 个 国 数 , 以 等 式 
1 ,0 二 r<a 时 


Fn = 到 ， 一 上 《有 时 (o>0) 


0 时 


为 其 定义 。 在 这 情形 


一 是 J _ = 
五 oz) 一 V 2| GCOS FAA = V es, 
归 


要 以 这 个 二 于 来 了 难 瑟 博 立 时 公式 , 我 们 找 轴 所 得 殉 儿 的 余 莎 变换 ; 
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怠 ] 
2 [es Nas LEAF, 
及 


如 果 将 二 积分 写成 . 
1 sin (一 号 295 二 1 rn {ou— 4 Ty 
去 | 2 | 3 + 
0 


由 立即 可 以 看 册 工 293 附注 ], 它 的 值 事实 上 与 原来 的 医 数 了 (2) 一 激 。 


$4。 三 角 涵 数 凶 的 封闭 性 与 完备 性 


413， 冰 数 的 平均 光 近 . 傅立叶 级 数 段 的 极 值 性 质 ”如 果 对 任 
何 一 个 图 数 (4) 我 们 取 另 一 画 数 glx) 作 为 它 在 区 则 [a， 6 内 的 近 
似 式 ， 别 这 近 侯 式 的 精确 庶 可 按 不 同方 式 进行 估 讲 。 自然 应 以 差 数 

r(w) = (tr) — gL) 
作为 考 虚 的 基础 。 

和 如果 我 们 对 这 两 个 和 面 数 在 一 团 各 别 到 米 的 点 上 的 离 甘 是 同样 
关心 的 ,在 这 种 情形 可 取 共 最 大 高 差 

2 


作为 近似 性 的 测度 。 
但 我 们 常常 不 考虑 画 数 在 一 切 点 上 的 “ 均 名 * 近 仆 佬 而 字 考 不 
共 平均 近似 人 性。 在 这 情形 则 取 共 平均 高 盖 


由 
slr) Laz 


杠 


3 = 


或 均 方 帘 差 (以 后 我 们 经 常 要 用 的 ) 


| le (Cr) dy 


作为 近 们 性 测 诬 。 但 不 用 这 个 式 子 ,而 改 用 下 面 较 箭 单 的 量 : 


4 
古 

A =|*(s)ar= (ba) 
[了 


则 更 为 方便 。 
重新 间 来 考虑 区 间 [a， 引 内 一 个 任意 的 直 充 醒 数 系 {pm(z)1 
Cm 二 0,1,2,…})[398 眉 ]， 设 f(x) 是 一 个 输 定 在 同一 区 问 内 的 图 
数目 而 % 是 一 个 固定 的 自然 数 。 我 们 米 考 虑 这 样 一 个 癌 题 : 由 最 
先 n+1 全面 数 9 的 所 有 继 作 相合 
crn (ty) =Oopolt) + Cpt) Tt Onpn (Ly {1) 
中 ,其 中 系数 Co O01,…，C 是 任意 的 ， 戴 找 出 西数 办 o) 的 最 佳 近 
似 式 ( 基 佳 是 指 均 方 根 离 差 而 言 ) 换 名 请 说 , 要 使 


而 
A = |[f (2) —orn ls) Paz 


达 最 小 值 。 
这 里 将 ea(z 痪 成 共 蝴 开 的 才 出 式 ,得 


An 一 | 疡 (oaz- 2 了 Cn |f (2) Pm CE d+ 


二 


加 6 天 
+> 0% | (rar 十 2 cnco|wr {x ) pn Cr dx, 
Ek < 


4 一心 时 


最 后 一 个 和 ，, 固 所 说 功 数 系 区 葡 丽 消 关 。 引 人 大 常数 


及 画 数 所 四 的 (广义 ) 情 立时 系 儿 


由 ”和 村 常 一 样 ， 我 们 让 为 所 有 所 者 虑 的 棋 数 以 及 9 和 和 广 都 是 建筑 的 成 者 (更 
一 般 地 ) 是 深 段 建 稻 物 。 


一 .430 一 
5 


om = f(a pale ds, 


可 将 An 的 表 出 式 写 成 ; 


An=|P(e)ar—2 SiMenOnt Shan0s, 
Ti Th 


亚 


加 减 XsC3 使 总 和 号 下 成 完 至 平方 , 疙 子 得 出: 
-far Dans Dn (Gn en) 
T= 吵 二 必 


现在 可 以 看 出 , 在 最 后 一 个 和 等 于 0 时 , 也 就 是 
人 一 50， Oi= 601, 机 On = Cn 
的 时 候 ,Aw 达到 其 最 小 值 。 
如 此 ， 由 所 有 人 届 (1) 式 那 样 的 多 项 式 中 正 是 (广义 ) 健 立 叶 级 
数 自 
. sa) = Copolt) + Cpr Ce) + er en CL) 
使 4。 迷 到 其 可 能 的 最 小 什 
可 » 加 
5 7 一 ss(D]as= | f(a)as— Nn (2) 
， 但 站 时 系数 又 一 次 表现 出 这 么 引信 注 意 的 性 质 ， 它 在 某 种 意 
闵 上 成 为 所 有 可 能 系数 的 “最 佳 ” 者 ! 此 外 很 值得 指出 的 是 , 对 固 
定 n 什 是 “最 佳 ? 的 系数 在 % 人 更 大 时 仍 保持 最 佳 的 地 位 ， 只 是 再 
添加 一 些 新 的 系数 。 
等 式 (3) 叫 做 有 具 赛 尔 恒 等 式 。 由 此 得 出 不 等 式 
Pcs jPaou 


及 ( 取 % 一 ec 时 的 极限 ) 


时 
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3 Anes f°) dr (8) 


这 叫做 具 赛 尔 不 等 式 。 奇 好 的 是 ，(3) 式 的 般 数 总 是 收 基 的 ， 元 葡 
了 (os 是 所 考虑 的 这 类 丁 数 中 的 哪 一 个 。 

Bn 拘 大 小 随 名 的 增 大 而 递 碱 ， 因为 在 它 的 表 出 式 (3) 添加 了 
新 的 负 项 。 越 大 ， 共 和 越 “平均 "着 近 所 考虑 的 画 数 了 (c)。 王 是 
自然 发 生 这 样 一 个 问题 : 能 否 匈 ”的 增 大 得 到 任意 小 的 均 方 离 差 ， ， 
也 即 % 一 co 时 是 否 854 趋 于 DY? 

如 果 这 情况 实现 , 我 们 就 说 sn(2) 平 均 趋 于 f(z( 要 注意 完全 
不 是 指 en(z) 在 寻常 意义 下 : 对 了 (x) 的 “接点 ” 收 禾 )。 由 具 塞 尔 恒 
等 式 可 以 看 出 ，sal%) 的 平均 收 黎 于 7(2) 就 等 价 于 成 立 这 个 革 式 


[参阅 (3)]: 二 Nes roe | (人 


这 等 式 叶 做 封 阴性 旋 程 。 如 果 它 对 每 个 连 如 画 数 了 Ca 都 实 
现 ， 则 丁 数 条 {ya(2)) 本 身 就 称 为 封闭 的 。 

414 三 角 函 数 积 的 封闭 性 ”现在 我 们 特别 应 用 以 上 群 的 赦 
于 区 周 [0, 2 下 内 的 三 角 商 数 系 : 

1, cogr, sinw, COB2%, gin2x, ,CO5mYx, sin mt, + (5) 

竹 进 行 对 论 时 ， 迷 里 用 三 朋 多 责 式 

Tyr) Ao D1008ms Businms) 《1n) 
来 代替 和 式 (1), 它 位 对 男 数 Cz) 的 “ 玫 均 ”近似 性 可 出 
An i fw) -Take ]2az 

来 类 征 。 由 一 般 葵 丰 推 知 ， 在 固定 的 了 了 入 过 由 相应 的 伟 立 叶 色 


名 为 方便 起 见 以 后 总 量 坟 区 阅 [O,27- 海 优 据 ，。 
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数 段 gf) 一 一 -|- aoosmet bsininry 


el 
使 得 最 A 并 
最 小 逢 权 雪 由 等 式 


-| CGO -saz= 


一 | (x) dw— EE 3 Camt bm) | 、 (ea : 


于 =1 


未 出 , 它 就 是 丽 数 采 (5) 的 具 塞 尔 恒等式 ， 由 它 可 和 一 艇 情形 一 样 


推出 健 立 叶 系 数 至 方 所 钥 威 的 般 数 的 收 铸 性 及 具 塞 尔 不 等 式 : 


3 (a2 52 Ja (3a) 
m=1 ' 
但 对 所 过 虑 的 具体 三 角 画 数 系 这 个 粘 果 可 以 精确 化 而 前 段 末 
尾 所 提问 题 可 以 完 妈 解 闫 。 凤 ， 成 立 下 面 这 个 重 变 的 
定理 ， 无 瑜 f(z) 且 区 加 [0,27] 内 怎样 的 洒 让 速 炉 面 数 , 对 它 


业 联 


可 有 lim 3 — lim | [fw) ~ s(2) Jraw =0, 


ee 


从 而 s4(w)“ 古 均 " 收 钱 于 了 (x). 
换 句 话说 ,对 上 述 画 数 f(z) 卉 成 交 封 并 性 方 各 


9 


时 
5 (十 约 ) 一 = 二 | f*(x)drD (4a) 
2 0 ~ | : 

D 县 际 下 克基 向 而 避 拔尖 看 扩 近 于 这 个 关 生 的 间 大 但 关 及早 的 严 二 下 
似乎 旧 到 1892 年 子 由 de la Valle§ Poussin 答 出 。 对 宣 沈 图 数 末 寺 央 性 理 注 及 甘 
碟 月 查 稳 筷 各 的 是 上 耻 罗 其 数学 家 BB, 让 .Drerzon 院士 (363 一 19283。s 寺 阅 性 在 程 ? 
这 个 名 称 就 出 于 但。 


um 一 -rm - 
TT 
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十 明 时 我 们 将 全 方便 而 采用 这 两 种 等 价 的 陈述 法 。 证 明 分 成 
几 步 求 群 。 

1°、 首 先 建站 一 个 辅助 不 等 式 。 我 们 取 两 个 深 段 如 加 的 画 数 
了 F(z), 了 Cw), 并 且说 fz) 一 了 (x) 十 fCw)。 以 字母 上 短 戟 坎 示 相应 于 画 
数 了 和 了 的 量 ,我 们 显然 有 

了 一 sa 一 (了 一下) 十 中 
由 初等 不 等 式 (a 土 站 ?sz2(w? 浅 6 有 
(Ff — sn) <3 (Ff— an) (Ff— sa):], 

由 此 得 


| Saar | -mart | 6- (6) 


如 果 在 % 一 co 时 右边 两 个 积分 都 趋 于 0, 则 左边 的 积分 也 趋 于 
0。 换 各 话 说 : 部 果 封 纲 性 方程 对 两 画 数 六 与 f. 务 别 成 并 ; 划 它 对 


共和 或 关 f 一 了 十 了 也 成 立 。 这 灶 采 显然 对 随便 风 少 个 夯 数 之 和 都 
成 立 。 ， 

2 ， 现 在 我 们 来 看 这 个 只 取 两 个 值 的 简单 夯 数 万 fo): 

{41， Ussxa 时 ， 
1 一 2 
天 全 一 | 在 守信 各 二 《027) z 

对 这 个 面 数 不 难 站 接 三 泪 封 六 性 方程 成 立 ， 只 要 根据 下 面 已 知 的 
展开 陈 [ 参 关 406 段 , 4) 及 附注 ]: 


事实 上 , 对 我 们 的 画 数 - 


1 工 了 局 in% 
a 一 二 | dr Ws cosnx= 上 » SR RS， 
万 7 


由 


_ 4 一 
pb 1 1—oeosng . 
a 


站 比 


oo MOE ) = Sin 942 十 -cosnm ~ 


外 一 工 


1 一 egsaa - a ofamnea a, 


了 


= 二 11 [ma 


1 


显然 ， 如 将 数值 1 换 成 任何 共 他 党 数值。 时 ， 公 式 (49) 也 仍 
成 立 

3°， 设 了 os(2) = 有 人 -六 (0 一 ao<8<9r); 因为 对 务 数 
”天 和 对 卫 性 方程 成 立 ， 所 以 由 1° 它 对 其 差 fs 也 成 立 ( 叱 差 在 
区 问 [e, 8] 内 部 到 数值 1， 在 区 赔 和 外 取 数 秆 0); 并 且 达 里 数 筷 1 也 
可 换 成 任何 常数 Cs 

现在 我 们 取 一 个 任意 的 深 段 常数 画 数 了 eg@。 因为 它 除 有 限 
允 个 点 上 的 数值 以 外 都 可 表 为 若干 个 天 地 所 考虑 类 型 的 画 数 之 
at 1 知 等 式 (48) 对 它 也 成 立 。 

4"， 最 后 来 看 任意 的 逐 跨 巡 种 丽 数 , 我 们 叉 可 以 ( 除 有 限 多 个 
上 之 入 外 ) 交 它 看 作 若 二 西数 f(z) 之 和 ， 每 个 画 数 都 在 基 区 间 
[oa; 8 内 连 灶 (这 里 0&a 过 8 起 2m) 布 在 区 闻 外 则 等 二 0. 由 1 要 
证 明达 定理 只 要 对 任何 这 一 类 型 的 丙 数 十 明 封 阴性 方程 成 立 就 
行 了 。 i 

预先 将 不 等 式 {6}) 作 一 些 变换 。 即 ,由 上身 塞 尔 恒等式 (2a) 一 一 
如 果 将 它 应 用 了 于 两 数 了 一 显然 有 


ee 


D ”这 就 是 膏 , 基 李 区 则 可 分 成 有 限 兴 层 ， 在 短 臣 内 部 力 数 保持 一 常数 秆 。 


Tr i . 
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Eg | 此 可 
| -50% par |]raz 
0 0 

所 以 不 等 式 (6) 如 果 写 成 这 样 时 只 会 加 强 : 


| reo et) asa) | L760) an) + | FC) Yao , 
' | " (00) 
此 时 我 们 售 前 其 为 了 = 了 HI 
回 到 上 面 襄 过 的 画 数 了 ， 我 们 来 胜 明 对 它 可 以 做 这 样 一 个 深 
段 常 数 画 数 了 ,使 奏 特 基本 区 阅 [0, 3rJ 闪 有 


|f() -FD 1<Y 过， (8) 

梧 实 上 , 按 下 有 障 定 理 的 推 若 [55 段 ], 区 则 [a,8] 可 分 解 为 有 限 

多 眉 [ow B11(i 二 1, 3,…,n); 使 每 段 中 画 数 的 摆 幅 小 于 二 现在 

仿 男 数 子 在 每 个 区 间 [ao 80 (< 的 内 等 于 了 (ab) 而 在 区 间 [aw pu] 

内 竺 于 fo)， 在 区 间 [o 8) 外 则 设 了 一 0。 显 然 ， 面 数 了 就 是 所 

求 的 。 
如 果 取 了 = 了 一 了 划 由 (8) 有 


| 了 << a， 各 此 jr 


但 自 8° 知 不 名 式 (7) 有 边 第 一 个 积分 在 no- 时 赵 于 0 大 且 对 光 
分 大 的 a 值 网 小 于 过。 对 这 些 ” 值 有 


Pi 


| [re -sa(2) Yar<s, 


0 


这 就 完成 了 不明 。 
畦 例 ， 由 此 可 推 知 ， 三 角 画 数 系 (5) 在 区 间 [0，3mJ 内 是 圭 
于 的 。 


一 烛 6 一 “ 

41t5。 三 角 丙 数 系 的 完备 性 上面 走 大 的 一 般 定 理 有 一 系列 
_ 礁 葵 ,也 是 同 有 意 六 的 。 
由 它 可 处 明 

定理 ， 除 关 全 各 于 0 的 丙 数 以 外 ,不 存在 这 样 的 这 模 隐 数 , 必 
在 区 阅 L0, 2r]P 内 相交 于 三 角 交 数 系 (5) 的 所 有 醒 数 

1. cosz, Binz, cogdr, sindm 7 ongme, gin fp, «7. 

换 铝 吴 魏 , 如果 一 个 在 区 闻 [0,9] 肉 束 续 的 画 数 了 (其 伟 立 
上 叶 和 柔 数 全 等 于 0 则 蔬 画 数 也 就 得 等 村 0。 


re rr TT ar ar er 


事实 上 , 抄 封 闭 性 方程 对 这 种 数 有 
中 
| [Fa Tdx C—O. 
0 


为 为 这 里 被 积 而 数 是 非 负 的 ， 所 以 对 [0, 27] 夫 所 有 的 卫 更 应 
恒 有 | 


ve Tax=0. 


傅 上 良 微分 之 ， 工 考虑 到 锌 积 面 数 的 连 靠 性， 得 [183 各] 但 
等 式 
fr) =0, 
定理 中 所 就 的 三 角 面 数秒 的 性 项 就 称 为 它 的 完备 性 ， 这 就 是 
就 , 三 负 图 教 系 在 建 米 图 数 类 中 是 完备 的 。 
和 总 人 克 小 尖 珊 辐 娄 fi1t2) 和 fs(2) 让 相同 的 谷 立 叶 条 


Ce 


rr 


三 月 两 归 采 完 和 性 的 另 一 际 过 让 
附注 一 切 上 面 兴 的 新 对 任何 在 某 区 网 [w，5] 认 封 了 的 直 交 


中 或 在 人 征 虱 绚 的 长 25 的 区 则 内 ， 


一 和 5? 了 一 
画 数 系 Lp。(o)) 也 保持 有 将: 由 封闭 性 方程 可 得 出 完备 性 药 , 等 等 。 
416. 广义 封 阳 性 方程 设 痊 了 两 个 注 数 f (四 和 和 g( 疏 ， 和 在 区 
问 [0，2] 内 器 颍 或 深 自 连 种 ， 干 是 f+g 和 fg 也 是 同样 的 西 
数 。 如 果 各 以 any Ban 和 om Bm 表示 画 数 了 和 8 的 傅立叶 系数 ， 别 
画 数 了 土 9 的 傅立叶 系数 显然 是 a 十 ams bw 十 Bno 
分 别 应 用 封 队 性 方程 于 画 数 +g 和 了 一 g, 得 


0 SE Com tem) Cs + pn)? ie 
和 
3 Son on + (bn Bn) -2 [f —g Td. 


加 时 将 这 两 个 等 式 丙 边 相 减 , 则 由 恒等式 、 
(g++o) (nb)=4ad 


得 出 下 面 的 广义 封闭 性 方程 
om 十 (Wntm + bnBm) = 过 | Dead . (9) 


方程 (4a) 可 由 此 取 9 二 了 得 出 。 
附注 在 区 癌 fe， 六 内 任意 喜 交 画 数 和 (pm (2 的 一 般 情形 ， 
如 圭 关 性 方程 (4 对 每 个 这 粳 或 运算 乏 种 画 数 都 成 立 ， 则 对 两 个 这 


种 豆 鸡 世 成 并 广 沁 封闭 性 方程 


下 


全 ,Nmnemym 一 ee gt) dz, 


这 里 cm 和 Ys 是 图 数 六 和 5 的 广义 傅立叶 系数 。 证 切 法 党 驴 与 刚 
地 -一样 。 

417， 储 立 叶 级 数 的 逐 项 积分 找 们 仍 假设 (0 是 区 周 [0,97] 
内 的 添 段 加 攻击 数 ; 并 说 


一 上品 -一 


他 十 位 ,cosmaX 十 bninm% (10) 


家 1 
是 它 的 条 并 人 夺 狼 数 。 
琵 外 我 们 下 考虑 一 个 看 数 9(x)( 也 是 膛 股 连 种 的 )， 它 的 定义 
是 这 样 的 ; 
. 1,， Owxo 时 ， 
se) = 在 共 他 点 于 。 


其 傅立叶 系数 为 


1 be 
1 1 | 
人 一 一 |， 人 一 -一 | oo 
[1 万 # th 他 昱 
心 必 


局 m 一 1 [sinmads (7% CO= 1, 2,3,.**). 
Ir 


0 


如 果 对 这 些 画 数 应 用 广 半 封闭 性 方程 (9), 旭 得 
js rt fareomme thnsmm de [Go (C11) 


如 此 , 醒 数 f() 的 积分 可 由 其 相应 情 立 叶 级 数 逐 项 积分 而 得 。 
这 里 奇妙 的 是 ,我 们 已 都 证 明 , 即使 不 假设 航 数 10) 本身 收 化 于 而 
数 f(z), 傅立叶 级 煌 也 总 是 可 以 深 项 积分 的 1 了 

荐 至 还 可 以 指 江 在 公式 (9) 里 将 硬 数 9 的 全 立时 系 族 4 bn 


换 成 其 已 知 表 出 式 


鳃 机 时 本 


Gam 一 二 | gw) cosmrar, Bm = 圭 | re) ginmzdr, 
恬 


0 


(m=0, 1, 2, -…) (m=1, 2,3,") 
就 将 它 化 为 等 价 的 彩 式 ; 


加 最 泥 卫 图 证 由 全 立 开航 数 诗 若 到 项 积分 的 是 罗 巴 雪夫 斯 打 (13 和 4 华 )。 


一 439-- 


2 me 


| Bi ger)drt > | (gnooamy +t Dnsinme) g(a = 


站 mn 
= | flw) g(x, 


这 个 等 式 可 以 这 样 解释 : 两 数 f(z) 的 傅立叶 级 数 (10) 基 至 在 各 项 
心 以 函数 g(z) 后 仍 可 到 项 积分 一 一 共和 即 画 数 了 与 9 之 蓝 积 的 
积分 。 这 里 积分 芒 对 区 则 [0，27] 而 可。 如 果 我 们 三 觉 兴 超 的 是 
任何 别 的 区 间 [0,zo](0 一 zo<2m), 则 有 只 须 在 此 区 间 外 合 g(2) 一 0。 
”418， 几何 的 解 条 ”我 们 要 对 证 者 介 和 一 种 完全 新 的 观点 来 
看 本 节 所 咯 过 的 东西 ,现在 只 沱 虑 某 有 有限 区 问 [a, 5] 内 的 连 生 西数 
fx) 天 取 任 一 封 了 [413 段 ] 直 诡 画 数 系 {pn(z)}〈 也 都 是 回炉 画 
数 ) 作 基础 ; 为 简单 起 见 甚至 假 届 这 茵 数 系 是 正规 的 , 如 此 有 

而 

|[esoyas=1 (m=0, 1, 2 小 《19) 


实 


例如 , 读者 不 妨 识 想 所 谈 的 是 正规 三 角 男 数 系 


1 COgP ET #2 Sin oa gine 
Var MAT VT MT VT Vi’ VF? 
其 定义 区 间 是 [0, 3r ] 或 [ 一 ,mr 工 参阅 398 段 ， (17*)]。 
我 们 把 所 有 画 数 f(x) 看 作 其“ 矢量 空间 ”的 元 素 广 而 将 两 个 
这 种 元 素 的 相 加 及 一 个 元 素 的 乘 以 一 个 数量 。 自然 地 定义 为 
e+， 地 =a(o). 
“矢量 "了 =f(z) 之 长 (常常 称 为 共 横 ) 则 理解 为 非 仙 之 数 


PEN [13) 


这 个 长 显然 只 有 硬 数 f(x) 恒 等 于 0 时 才 等 二 0; 相应 的 “矢量 "就 
是 我 们 这 空间 的 “ 雳 矢量 ”。 


一 440 一 
要 了 验 评 “长 ”这 个 名 称 是 合理 的 ， 须 检查 其 是 可 满足 所 调 ” 三 
角形 公理 "[ 参 并 125 段 , (2)] 
、 上 十 列 科 1] 用 十 1 
也 即 不 等 式 


4 | +g(w) Pdr | 


- < [fr) TAx+ er - 


Y 
两 边 平方 起 来 则 化 为 — | 
有 j 9 
reorcoad <| [fw) pa yx) Yaw 


这 就 是 布 尼 亚 科 夫 斯 其 不等式?, 它 可 算是 我 们 已 砍 到 过 的 碳 丁 
代数 不 等 式 


>a > a 时 >_ 6? 
三 t=ml t= 二] 


的 积分 类 比 : 参 阳 125 段 及 第 一 上 雹 第 一 分 册 237 页 谍 注 ]。 布 居 亚 
科 夫 斯 基 不 等 式 可 与 梳 西 不 等 式 一 样 证 基 ， 变 数 z 的 二 来 三 顶 式 


{Ezf C2) +gCe) jae= 


全 ， » ， 
=2|[f (2) Tazt+2s|fF(a) ge) drt [LgCz)]?ds 


WD ,Hf, RyEAKROBCIER ISO4 一 ITS 的 ) 院 十 是 俄罗斯 数学 家 。 他 这 和 不等式 发 表 于 
18 的 水。 通常 设 丈 为 Sashwarts 永 吾 起 , 其 灾 Schwarts 的 营 作 中 各 1884 证 可 出 
更 此 式 。 


pp 


不 取 负 值 , 所 以 
访 本 » 
[00 Pas- fg(a)T as) f(s) g(a! >0, 
全 秘 。 
建立 一 个 “矢量 ”与 了 同 的 “ 骨 ” 的 概念 :9 二 亲 (j, 办 ,对 于 我 
们 是 方便 的 ,这 个 角 以 下 列 等 式 作为 定义 ; 


(GLE 
并 (C15) 


60 一 
Jiue: dx" 中 gC2) Tdx 


此 


由 不 千 式 (1 和 知 些 式 布 边 稻 对 值 不 会 超过 1。 两 数 fs 与 g(x) 的 
“区 欧 [398 段 上 


[rreoa=o 


贡 等 价 于 cos8 一 0, 如 此 角 忠 成 直角 。 
- ” 撑 措 的 定义 [大 阅 (13)] 我 们 出 (15) 得 


-Ke 人 Da 罗列 :oost 
因此 有 理由 将 左边 的 积分 团 作 “矢量 呈 与 的 数 积 : 
OTLOL 


如 果 矢 量子 是 “单位 矢量 ” 即 其 模 [ 弄 一 六 虽 数 积 
了 .= 1 了 cos8 
可 看 作 “ 矢 是 党 在 此 单位 矢量 上 的 射影 ; 


np 
9 


一 442 一 
如 果 苯 了 一 个 “矢量 ”序列 {js}, 则 其 极限 就 是 指 这 样 一 个 “ 儿 
量 ", 对 于 它 
在 ”co 时 ] 声 一 有 -0 
同 到 相应 的 画 数 {fn(z)}, 了 (ww), 我们 按 模 的 定 浆 [ 套 疗 (13)] 有 


ji f tw) Jdr 0, 


各 此 多 最" 序 到 中 的 收效 于 极限 矢量 了 无 非 就 雪 示 画 数 序列 
杂 z(20 的 平均 收 笋 卫 极 限 画 数 了 (x)[413 段 .。 

更 在 问 到 所 藤 的 址 交 而 卫 正 规 的 [ 湖 开 (12)] 画 数 条 {pm(x)} 
上 来 。 它 可 解释 为 一 租 相 互生 下 的 “单位 欠 是 ”5。)。 氏 然 这 画 数 
系 拨 假设 是 封 并 的 , 则 它 也 是 完备 的 [415 自 , 附注], 而 这 就 表示 ， 
在 法 基 本 闪 位 和 匡 素 (5o) 轩 不 能 本 活 加 任何 新 的 革 位 矢量 售 与 所 
有 9m 都 相交 了 ， 


我 们 来 考虑 任何 “估量 "了 在 菜 基本 “单位 矢量 "3 上 的 射影 
cn 一 T. 了 一 六 和 一 人 (cgn(a)gz 
Tr 此 


我 们 鞭 得 这 就 是 醒 数 f(z) 的 广义 传 立 吐 系数 之 一 @。 册 为 画 数 
fw) 由 共 傅 立 叶 系 数 惟 一 地 决定 [415 段 , 附 注 ] 所 以 “入 量 ” 了 也 
就 由 其 在 基本 系 储 %) 的 “ 猪 革 位 矢量 ”上 的 射影 惟一 地 决定 。 

乘积 cn-ga(z)， 即 多 量 cm 一 fn， 自 然 可 称 为 “矢量 呈 沿 
"单位 笑 晤 ”这 方向 的 分 量 。 

现在 我 们 怎样 解释 夯 数 fx) 的 广义 傅立叶 级 数 [398 段 ] 

Copott) +t cpa(t) + empm Ct) 十 16) 

呢 ? | 

普 先 我 们 看 出 ,山村 汪 数 条 {pm(w)} 假 设 是 封 前 的 , 故 级 数 (16) 


名 记 短 图 数 {9mtcz7 证 正 规 的 ,如 此 所 有 Xm 三 1[ 才 并 (12)]。 


的 部 分 和 sw{x) 在 % ”ee 时 平均 收敛 画 数 六 [413 段 ]， 而 这 就 

表示 ， 如 有 让 仇 性 理解 为 平均 收 航 划 展 为 傅立叶 表 数 总 是 可 能 的 。 

换 句 话说 ，“ 矢 曼 ”5 趋 于 极限 “ 尔 量 ” 户 这 可 写成 如 下 展开 式 的 

形式 : 
f= coFot 6 地 十-… :十 mm 十 于 -十 了 十 

邯 每 个 天 量 f 都 可 表 为 其 所 有 沙 站 他 矢 呈 "方向 的 分 县 之 和 这 就 


是 博 立 吓 狐 数 展 开 式 的 几何 意义 | 
封 章 性 方程 [413 段 ] 由 于 (12) 可 写成 : 


[uw Pdr= So 


Tm 二 


= 
“和 欠 最 ”长 的 平方 特 于 其 所 有 分 量 长 下 方 之 和 。 这 就 是 华 达 哥 拉 斯 


定理 的 自然 扒 广 (相应 于 奉 面 上 “一 矢量 分 解 为 两 个 互相 淹 志 的 分 
量 ") 
再 来 看 下 面 的 广义 封 半 性 方程 [416 段 ,附注 ] 


昌 本 时 有 对 


a wo 
jf (ga 他 om， 


这 里 co。 是 夯 数 了 的 博 立 吓 系数， 而 y。 是 画 数 9 的 傅立叶 琢 数 。 
如 果 将 它 写成 : 


| 了 j= Djcnym, 
t= 个 


央 可 以 看 出 它 与 寻常 三 砍 空 两 中 两 和 失 量 数量 积 表 为 宇 个 相互 刁 演 
轴 上 射影 的 袁 册 式 相 似 [388 段 , (1)]。 
要 揭 赴 所 考虑 这 种 图 数 空间 与 寻常 欧 氏 肉 间 的 更 深 太 的 相 


似 性 , 我 们 第 一 须 将 所 考虑 苞 数 类 扩充 , 第 一 须 将 所 用 积分 定义 扒 
广 。 这 些 以 后 将 在 所 谓 实 次 画 数 渝 中 族 [ 参 并 附录 第 四 部 分 ]。 

附注 “与 所 有 违 炬 西数 的 集合 { 及 的 矢 基 解 释 平行 ,也 可 考 虚 
共 点 的 角 种 ,而 将 各 违 炉 面 数 了 =-f(z 看 作 其 所 狂 成 空间 中 的 点 。 
在 这 情形 宜 以 如 下 方式 引入 两 个 “点 ” 汪 =f (zw) 与 9~g(w) 间 的 路 
将 p(F, 9): | 


pF,0) =1¥ -#1 = Cf) g(a) Pde. 


前 面 所 讲 “ 矢 最 ” 汪 之 长 无 非 就 是 “点 ”了 与 “原点 ”0 的 距离 。 
如 果 下 9g, 记 是 我 们 这 “空间 ”中 的 三 个 “点 ”， 央 “三 角形 公理 ” 
成 立 而 取 如 下 的 形式 : 
Plf, Rptf, 9)+ ply, hy. 
这 形式 可 由 前 面 的 公 庆 中 以 了 一 站 代 子 以 了 一 站 代 闻 得 出 。 


§5， 三角 轿 数 简 史 


#419， 驻 振动 囊 题 这 个 车 名 隔 是 吸引 了 二 入世 起 许多 杰 抽 数学 家 的 注 
意 , 对 于 任意 图 数 能 委 刀 为 三 角 秘 数 这 个 阅 晤 的 提 内 起 了 重要 的 作用 。 所 以 
我 全 首先 答 访 考 介 丰 这 个 明 题 及 其 解 窗 。 

。 吊 有 一 条 均 甸 的 琵 , 其 长 为 两 端 园 定 于 xz 朝 上 点 z=0 及 z=1 处 , 并 
生 在 茶 强 妃 作 用 之 下 党 此 地 处 于 平衡 状态 (图 81)。 发 想 在 时 和 上 =0 证 荡 在 
友 幸 面 中 ( 斤 方 脸 这 平面 是 欠 站 的 ) 从 平衡 全 置 咎 于 扣 后 呀 其 自然 昌 。 也 是 
兹 上 的 司 开 姑 在 苹 欠 让 平面 中 撼动。 如果 假 雹 艾 上 每 点 下 (其 横 坐 奈 为 四 

严禁 向 积 焉 方向 振动 ， 出 其 站 时 浏 
f320 的 位 置 可 由 其 杖 坐标 # 来 决定 ， 
它 雪 示 蔷 所 对 平衡 位 置 的 良 差 。 这 直 
了 坐标 是 丽 个 变数 和 上 的 本 数 ， 
图 81. y= ytp, 1), C1) 
0D 为 确定 起 内 听 们 只 候 座 拔 动 号 内 解 目 状态 开始 的 。 欧 拉 的 解 腔 是 度 招 这 个 
候 散 前 (参阅 下 慨 )。 


一 和 4 生 一 


待 鼎 定 。 
基尼 使 间 六 入 化 的 ) 人 下 之 下 号 纲 锭 可 由 下 ， 太 参 共 分 态 各 未 措 寺 
自 空 
5 (2) 


这 单 < 是 一 个 常数 , 下 决 于 蓄 的 物理 性 夺 。 
除去 这 个 方程 以 外 ， 所 求 的 丽 数 Wo +) 还 脆 注 足 几 个 别 的 繁 件 。 首 硅 
是 , 要 满足 所 请 边界 条 件 : 
y0, 1) =D, ytl, t)=0 (tz0), (3) 
家 有 下 开本 党 一 上 名 后 如 时 在 和 结 时 列 + 一 0 续 卡 点 的 高 芒 


TY 
Ea Tar 


yn, 0) = f (2), A 


如 此 ， 用 于 将 卫 国 上 拓 为 求 下 村 个 图 数 y(%y t》， 宇 对 0 和 zr 二 1 以及 
t0 满足 方程 (3) 以 友人 条 件 (3) 和 (4)。 

附注 序 然 在 t+=0 时 化 为 了 (x) 的 画 数 ye +) 应 满足 五 程 (2) 及 条 件 

《3), 里 吕 是 在 彻 寻 时 齐 ， 划 画 数 f(z) 本 身 必 搞 假 设 在 区 疗 [0, 站 内 可 微分 

两 次 , 着 且 还 贺 满 足 委 件 

以 及 f=0, fID)=0, “ (5a) 

IFAD=0, fA)=0. 56) 

420， 光 上 央 具 尔 及 欧 拉 的 解法 ”这 两 位 学 普 最 先 明 自 地 列 措 方程 (2)。 它 

的 通 解 两 人 都 玫 为 如 下 的 形式 - 达 妆 具 在 先 (174?7 年 ), 欧 拉 在 后 {1748 年 )]J; 

=pts+aty Ty tr—at), . 《67》 

这 里 ptw) 和 Yo) 过 了 示 对 所 有 自 变 萄 值 答 骨 的 “ 任 塞 " 面 数 。 为 了 我 们 的 月 

人 全 要 证 (0) 式 在 2 和 二 的 一 切 佳之 下 属 满 中 条 件 (2》 而 不 论 中 和 


=0 (OreE1), {4 


| 


现在 发 生 这 村 一 个 加 如 便 选 择 这 些 而 数 ,使 边 异 杀 件 及 彻 然 第 件 也 
满足 , 郎 使 [大 天 (3)] 
yat) ty at)eD, plltat)tyll—at)=0 (tz0) (3a) 
并 是 使 [次 于 (4 
pert pm) = fs), ps) ys) 0 (021). (da) 


王妃 前 基底 注 。 


— dd46— 
在 此 暴 然 画 数 p(w) 只 要 对 %>>0 来 决定 ,而 责 数 (对 9<1 来 决定 。 
首先 将 等 式 (4a) 第 二 式 积分 , 得 
br) = 区 (四 四 (0Sre1). 
于 是 , 由 其 第 一 式 知 现 而 数 都 等 于 去 了 (2); 如 此 , 在 区 西 [0; 林内 它们 已 多 


图 总. 
凌 定 了 { 其 阔 象 艺 图 名 所 表 曙 入 0M). 因为 医 数 9 只 在 区 阐 人 5 二 2) 内 还 
， 有 符 决 定 ,而 凡 数 只 在 与 它 不 交 选 的 区 并 ( 一 后 全 内 还 有 待 址 定 ， 所 羽 为 
写 赴 来 昼 单 一 点 可 将 画 数 符 续 光 摸 成 ?天 在 迷 些 区 并 闪 由 条 件 [ 寡 并 (3a)] 


PTE) pr, (C7) 
《Te 
pitt tetl—z) = LB) 
出 发 来 岂 定 图 数 pir). 


首先 在 (89) 中 低下 0 或 对 1 我们 就 能 在 区 癌 人 ,2 门 内 决定 p: 
pl+o)= p(s) = — 训 f(1-2) 
{图 忠 上 曲 礼 ANB)。 现 在 , 夯 煞 "在 区 疝 [0, 27] 内 已 靶 完 侈 确 定 , 由 (5a) 
又 有 
(0) =9(271) =0. 
我 们 来 获 明 它 一 般 有 周期 37, 因此 在 整个 区 国 (一 0 十) 内 也 部 己 各 
决定 了 。 
上 先 设 ;六 -了 在 (8) 中 售 z=E 二 于 是 由 (7) 得 
一人 一 起 一 四 二) 
闻 样 , 当 < 一 1 时 在 (8) 中 让 == 一 (十 1 中， 再 优 据 (7), 仍 得 出 同样 精 果 。 
一 般 , 可 按 欧 拉 表 有 式 得 昌 画 数 ? 的 图 象 为 一 "要 蚂 由 钱 " 如 图 82。 它 应 训 对 
称 于 原点 , 因为 出 (7) 知 p (x) 是 帝 图 狼 。 


@D 可 以 不 每 积分 常数 口 也 不 至 总 红 一 般 性 ， 因 为 由 9 减 去 十 O 面 在 上 加 部 
口 后 证 史 式 总 可 实现 。 


~ 


一 时 7 一 


因为 区 涩 汶 (*) 在 区 间 [0, 门 内 有 两 个 导 醒 数 择 其 还 满足 条 件 (5a) 和 
(56), 所 以 可 对 明 按 上 选矿 式 决定 的 男 数 "(z) 是 到 处 二 次 各 微分 的 , 包括 类 
接 各 段 曲 久之 点 如 (k=9, 士 凡 三 2, …) 在 内 。 所 求 之 解 可 用 这 个 柄 数 责 为 

yp oat) tatr— oat) 人 9) 
的 形式 。 

421。 截 劳 及 但 尼 尔 - 具 努 里 的 解法 DP。 从 在 1713 年 答 劳 研究 过 拉 紧 
的 弦 的 运动 间 题 并且 决定 了 共振 动 周 期 。 他 的 胆 发 点 是 一 个 内 属 上 与 方程 
(2) 等 价 的 命 月 。 糙 果 他 得 且 这 样 一 个 推荐 ， 和 如 果 弦 整个 振动 ， 其 它 在 每 时 
剂 有 正 落 曲 鳃 弧 的 形状 。 

当然 , 这 只 是 嘴 的 可 能 振动 形式 之 一 。 由 戴 劳 的 葵 代 可 推 知 存在 无 数 多 
这 种 形式 ;只 要 将 弦 分 为 # 符 分 (azz>2) 在 每 部 分 中 备 别 应 用 前 面 的 精 喻 就 
行 了 。 在 这 情形 著 的 形 状 是 + 个 相 楼 的 正 镍 曲 访 红 。 

我 们 将 用 而 分 析 的 方法 得 出 方程 人 2) 所 有 这 些 竺 解 ， 并 生理 接 由 三 程 用 
发 。 发 甩 求 的 解 ( 异 于 我 们 所 不 感 兴趣 约 明 显 解 雾 ), 可 素 为 琴 图 数 之 积 的 形 
式 , 其 中 一 个 只 含 2 而 另 一 个 只 会 t; 

y= Xr) Tt). 


志 各 (2) 在 这 情形 成 为 : : 
XT ea? 

(这 里 带 搬 的 字母 表示 对 列 数 所 依 转 的 变数 的 导数 ) 或 最 后 成 为 
= . (10) 


有 办 次 这 等 式 左 边 .与 7 无 关 ,而 右边- 与 + 无关， 所 以 其 共同 值 事实 上 印 征 fs 无 
关 , 也 与 t 无 关 , 县 归 薪 为 一 常数 ， 我 们 设 它 取 一 a222 的 形式 (>0]， 于 是 
太 程 (10) 折 成 琴 个 : 
MT=0 "TAT 0; 

这 而 个 党 繁 分 方程 的 通 解 各 有 下 别 形 状 ; 

T=Accsurt+ Besinant, 

X=0eosNrt Deinas, 
要 图 数 y= 下 7 也 满足 边 浴 条 你 (3); 则 画 数 并 应 满足 总 条件。 全 其 中 x= 人 0， 
并 且 看 上 且 0C= 负 倒 x= 1 并 者 虚 淹 DD 已 不 能 为 上 剧 得 条 件 


全 ”了 aniel Bernonjlit1700 一 1182) 是 Johann Bernoulii 的 儿子 王 且 是 了 aier 
的 天 友 。14125 到 11 吕 年 在 彼得 僵 科 学 棕 活 路 地 工作 。 


一 上 坚 8 -一 


sinal =0, 
由 此 有 和 1 =#m 而 为 为 自 航 数 。 如 于, % 只 能 有 下 人 州 诸 仁之 一 : 
可 2 所 林 
外] 一 一 一 A = ey 二 一 DD 


t 1 1 
如 果 训 为 驼 上 所 有 点 的 和 束 都 等 于 ,上 则 人 (0)=0, 申 此 了 =0. 在 X= 
时 以 如 玫 示 常数 4， 我 们 得 方程 (2 的 上 述 那 一 柔 列 特 解 ; 


Ps 1 t: sin™T x, 
如 果 弦 是 按 这 样 的 规律 振 午 的 , 见 所 有 它 的 点 邦 近 同一 周期 
- 21 
Tn 
而 振 劲 ， 这 周期 相应 于 其 一 害 高 麻 的 营 。 短 点 振动 
的 振 饭 草皮 决 于 其 位 置 而 锋 于 
jb,sinT wl. 


t 

从 站 可 务 为 # 个 相等 的 段 ， 击 一 段 中 的 点 全 趟 
于 回 一 相位 ， 相 许 酚 能 斯 处 于 和 相反 的 相 亿 。 对 mm= 
1, 3 3 和 等 请 形 张 的 位 年 逐 一 夫 册 如 图 中。 分 隔 西 
段 之 点 处 于 帮 正 状态 ; 这 训 是 所 缚 "证 的 ”节点 。 一 
段 的 中 点 一 所 讲 “ 访 腥 * 一 入 最 类 振幅 而 振 劲 。 

在 达 骨 内 尔 和 欧 拉 关于 总 捧 动 间 是 的 一 般 研 究 后 限 洲 中 瑰 了 上 售 尼 尔 - 
具 妈 里 41753 年 ) 关 于 同一 题 肯 的 论著 。 具 努 里 注意 到 续 握 动 形 式 之 繁多 是 
戴 芝 已 称 知 道 的 ， 根深 声 型 现 罕 提 用 了 这 个 论 肠 : 这 类 汪 贡 网 时 妆 引 ， 


| 


( 失 我 们 的 就 大 是 "起 加 >) 如 如 用 天 的 公所 动 可 二 等 式 


[a 村 a | . 
好 二 > bs, co t sin C11Y 
生 王 寺 


素 博 进 。 基 萌 由 冰 一 成 分 久 起 定 ; 它 的 相应 周期 是 了 二。 台 甩 能 发 昌 的 


其 他 的 苦 , 到 称 座 苛 , 可 由 其 他 县 分 决定 。 它们 的 相应 局 期 是 T= 六 4 7o= 


叫好 蜡 我 佣 将 鞠 系 式 C0) 的 常数 秆 到 成 322 的 形式 ， 拓 能 涉足 痪 点 条 件 的 只 
有 一 个 恒 等 于 0 的 攻 数 到。 


一 籽 9 一 


=- 言 7o…。 如 果 用 乎 指 按 佳 臣 的 中 心 , 期 基 营 , 和 奇 泛 谷 立即 油 欠 ,因为 对 于 


这 些 营 , 小 里 恰好 是 波 腹 。 站 怠 中 心 有 波 荫 的 偶 泛 普 划 完全 保持 不 变 。 对 于 
侦 斌 若 来 中 第 二 泛 若 就 处 于 基 贿 的 地 位 , 而 喜 就 发 出 世人 原来 高 一 们 的 和 
是 物理 内 容 的 丰 管 ,而 久 完全 符合 炙 瞪 这 使 员 努 遇 宁 应 解 (1 人 而 不 
取 胸 拉 解 (9)。 应 喜 说 , 欧 按 自 己 也 探 玫 解 (11), 但 只 作为 可 能 的 特 解 。 对 于 
上 由 努 里 斑驳 一 — 届 自己 凶 训 一 一 他 的 解 的 一 般 性 开题 当时 是 不 清楚 的 ,但 他 
并 不 献 为 其 他 的 解 (如 果 存 在 的 医 ) 宽 能 有 怎样 (物理 的 ) 高 闵 。 

现在 我 们 依据 上 而 所 座 理 区 来 是 明 , 公式 (11) 在 系数 的 适当 渤 捍 之 下 信 
已 公式 (9) 完 全 等 同 。 当 然 , 在 此 我 们 假 肯 以前 对 了 (x) 所 加 的 那 此 条件 [419 
段 , 附注 ] 晤 满足 的 。 

我 们 就 由 系数 5 的 选择 开始 。 如 果 我 们 要 使 从 式 (IT) 狂 出 满足 初时 条 
件 ( 人 ; 


yes 0 = 2 【De 区 
的 名, 出演 人 1 中 售 了 = 而 永 有 


p22 sin Tz= fry 【02 ). (12) 


周 为 汞 数 了 tw) 而 微分 并 且 在 区 并 [0, 站 两 端 代 海 0 所 志 具 要 取 :大 网 #405 . 
碾 , (22)] 


: 
bp, = | fr) sin dy C4=1, 2,3..) 


如 
央 开 式 (12) 就 在 至 区 上 肠 上 都 成 立 , 这 就 是 所 要 喷 明 的 。 
但 颖 阁 (12) 对 一 切 值 者 成立, 并 且 在 一 co 至 十 so 全 区 再 上 可 用 它 完 
甩 一 个 冰 狂 
Pr) -二 Yo， si ， 


2 Re 
如 起, 在 区 病 [0, 门 内 下 个 国 数 等 十 诗 f(z); 紫色, 不 难 直 接 北 狂 , 对 于 它 条 件 
《7 和 (8 者 六 足 。 由 上 尼 已 可 推 郑 ， 它 恰好 与 前 和 绩 骆 的 那个 曾 涩 ?一 狂 ， 因 为 
所 有 上 述 策 件 , 加 宪 一 起 , 可 将 它 惟一 地 和 确定。 
现在 我 们 可 忆 净 已 粮 知 道 的 欧 拉 解 (9) 志 为 : 


号 内 弩 路 未 诺 及 洒 数 全 田 。 


一 450 一 
-二 E . na ine se = So baoos et sins, 
择 到 于 

各 此 展开 式 (11) 在 上 壕 系 数 选 捍 法 之 下 事实 上 给 由 方程 (3) 的 解 ， 并 且 与 以 
前 的 解 完 全 一 样 。 

422， 关 于 兹 詹 动 间 题 的 竺 论 ”这 场 华 少 沿 首 再 个 方向 层 开 。 

首先 是 ,尽管 达 邮 具 尔 和 欧 拉 所 提 用 的 解 形 式 上 相似 , 但 不 久 就 在册 来 ， 
两 位 学 若 在 下 列 问 是 上 意 哆 极为 分 歧 ， 在 分 析 中 容 疙 考点 什么 样 约 责 数 ?等 
吧 是 , 宰 示 站 的 和 始 形状 的 面 数 了 应 识 是 怎样 的 而 数 ? 

欧 拉 不 要 求 , 这 国教 在 整个 区 间 [0, 1] 内 以 入 一 的 分 析 式 子 来 定义 {这 类 
酌 数 欧 营 称 为 " 秆 炉 的 ")。 它 可 以 是 "混合 的 "， 部 在 区 间 的 不 同 部 分 以 不 局 
的 式 于 粉 则 。 踊 摔 计 为 花 至 可 能 般 记 用 “全 千 可 来 的 曲 说 ” 来 决定 弦 的 和 妈 
位 置 : 办 为 在 这 情形 可 按 他 所 指出 的 方法 作出 而 数 的 图 象 (图 82), 而 由 此 
图 象 已 不 难 依 几 何方 式 确定 任何 时 齐 纺 的 形状 。 

法 期 由 杀 的 见解 则 不 知 : 会 他 和 看 水， 不 管 是 出 发 的 画 数 j(z), 还 是 那 在 
无 穷 区 间 里 能 拨 它 决定 的 图 激 9(z)， 都 应 融 注 特 入 一 的 分 析 规 律 。 开题 的 
分 析 解 涂 只 有 当 “ 撕 动 强 的 种 种 位 置 可 忆 概 插 于 同一 方 各 ”时 六 是 可 名 的 。 
后 寄 达 骨 具 尔 集 中 其 反对 意见 于 曲 术 间 王 ,这个 曲率 应 就 在 所 有 点 上 都 是 确 
定 的 , 因为 在 方程 本 身 里 出 现 第 二 阶 导 数 全 部 然而 当 任意 答 用 并且 。 的 图 
象 由 一 些 片 自 “下 全 "起 来 时 就 不 保 钙 共存 在 了 。 

如 果 避 来 方 程 (2) 城 立 , 则 最 后 这 种 想法 不 能 讨 为 没有 一 点 驶 服 力 [参阅 
我 们 前 面 在 而 数 了 所 加 那些 限制 (419, 附注 )]。 

关于 "任意 的 面 数 "一 -它们 最 先 在 做 仿 微 分 方程 时 用 更 一 的 性 厦 的 
问题 中 在 数学 家 中 长 久 地 引起 了 等 花 。1787 年 一 两 位 学 着 均 包 去 区 一 
彼得 保科 学 院 还 为 这 等 痊 轩 题 悉 竺 奖金 ,于 1790 年 授与 路 易 ， 附 尔 波 格 ,其 
呢 点 与 欧 拉 接 近 。 

更 在 罩 到 第 二 个 刍 询 问题 ,其 基本 夫 容 与 本 随和 史 有 直接 台 采 。 这 回 欧 近 
和 法 朗 具 尔 在 同一 市 面 , 两 人 都 反对 员 始 时, 积 为 从 的 解 不 是 一般 的 , 因为 它 
远 未 穷尽 蛇 振 动 的 一 切 可 能 规律 。 

菊 袜 清楚 地 翌 解 , 一切 都 归结 为 这 个 阿 题 :是否 任何 ( 东 靶 的 和 和 组 形状 
的 ) 图 数 了 如 甘 展 为 倍 舱 正 效 的 极 数 ”他 自己 对 这 旧 咕 的 答案 是 否定 的 。 首 


名 ”这 就 与 解 常 微分 方 各 时 所 遇 的 企 意 常数 相似。 
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先是 , 苇 的 位 因 所 沿 的 初始 曲 乒 可 以 完全 不 能 以 任何 方程 过 出 ， 即 特别 是 不 
能 表 为 姑妈 里 方程 (12)。 但 部 使 它 可 表 为 分 析 式 , 剧 这 式 于 黄 可 能 并 不 具有 
且 方 程 (12) 示 出 的 每 一 曲 结 共同 的 那些 特点 。 这 些 导 点 中 第 一 是 执 坐 标 ( 杰 
华 标 的 图 数 ) 的 奇 性 , 第 二 是 这 泗 数 有 周期 21。 

欧 拉 的 反 脱 需要 解 积 : 般 知 图 数 f(x) 只 在 由 0 理工 的 区 表 内 检 出 , 在 这 
区 关内 这 些 特 点 概 本 表 弄 不 出 来 。 但 当时 还 歌 认 如 果 恋 数 在 其 区 间 变 化 时 
两 个 解 分 析 式 有 得 洁 党 的 们 划 它 们 帮 区 是 外 也 到 处 恒 等 。 所 以 , 比方 咒 , 如 果 
溪 数 了 (w) 在 区 两 (% 7) 内 用 决 沿 有 第 二 种 性 盾 的 代数 式 答 卉 ,有 由 于 上 商 襄 
的 , 紫 至 在 这 一 个 区 而 苑 男 内 它 也 已 烃 不 能 与 (12) 见 样 的 式 于 一 致 了 。 

法 朗 贞 尔 在 其 反 脱 由 还 更 进一步 : 依 他 所 见 , 英 玛 朗 使 殖 拉 的 弟 线 各 部 
苍 都 由 瓯 一 的 分 析 式 联 系 起 来 ， 则 它 也 仍然 不 必须 遵循 内 始 里 所 指 型 的 规 
律 。 如 此 法 朗 上 只 尔 和 否定 了 恰 怡 清 足 他 自己 的 要 求 -一 要求 振 过 的 荡 的 种 种 
不 同位 置 都 “由 同一 方程 所 概括 > 一 的 解 。 

在 具 努 里 这 一 方面 则 他 现在 坚决 主张 , 像 (13) 那 样 的 态 程 包括 所 有 的 曲 
” 茜 : 旗 然 拥有 无 限 多 系 效 ， 就 可 使 它 所 麦 几 的 曲 斌 通过 无 喻 多 少 个 侍 先 给 定 
的 点。 此 时 窑 他 用 中 苇 别 有 价值 的 仍然 是 在 于 间 题 的 物理 方 画 , 即 “能 将 存 
在 于 自然 界 的 看 起 来 不 服从 任何 闪 衬 的 运 疡 化 为 入 单 等 时 运动 …m。 

423， 夯 数 的 三 角 展 开 式 。 采 数 的 决定 “在 所 有 这 些 庄 渝中 最 合 人 惊异 
的 是 : 欧 拉 此 寺 自 己 已 杷 拥有 代数 醒 数 展 为 三 角 圾 芍 的 例子 (当然 完全 是 形 
式 地 得 来 的 )。 

在 “微分 举 "(1755 年 ) 里 我 们 可 技 到 展开 式 


sin 2 号 ii 号 全。 六] 了 东亚 


站 站 二 一 一 十 -一 一 一 3 十 了 


二 
+…= 蕊 (13) 


姜 。1760 年 乱用 欧 技 1754 年 和 J | 
疙 DOE 一 u 
1+to — renas 


田 发 并 且 例 a= 十 1 而 得 用 发 散 笑 数 


= toafsanogds teeos drt ee dr 


COSTT- COB2TT OBSBr + eos 4x "= 一 位， 
(14) 
OST COS2m| OS3E Cm 0n8dz 二 ,= 去 


然后 将 第 二 式 逐 项 积分 而 得 直列 桔 果 : 


-一 一 .rr 


sin (15) 
[参阅 和 06 段 , 2)]， 欧 拉 解 释 道 : “党 六 附加 常数 的 必要 ,网 为 在 x= 有时 总 和 
本 身 化 为 09。 对 这 些 及 类 似 的 展开 式 的 应 用 范围 欧 拉 坟 有 性 何 指 基 。 

有 字 的 号， 欧 拉 省 有 由 采 数 (14) 的 第 一 个 逐 项 积分 以 得 岂 展 开 式 (13》。 
这 是 后 来 (1772 年 ) 了 .内 狗 里 耶 伍 出 的 。 他 商 先 强 鹿 , 等 式 
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sinzt 二 
牛 积分 常数 的 决定 须 要 “让 ?例如 ,不 能 简单 地 全 w=0 来 决定 ; 具 弩 里 令 
z= 世 并 利用 著名 的 燕 上 尼 北 般 数 [255 段 (20)] 而 时 至 笃 式 


工 二， _ 工 ™ 
C- 工 ~- 椰 十 二 一 …= 工 ， 由 此 得 C= 世 


具 努 里 (最 先 ) 明 确 指出 所 得 展开 式 的 应 用 范围 , 一 -由 有 2v 的 区 同 , 而 对 
2 二 02) 风 等 陈 不 成 并 。 于 外, 对 其 他 区 间 ; 出 2 著 他 用 dr 盏 6r 等 等 划 
积分 党 数 都 须 相 应 地 子 以 改变 (虽然 这 也 “与 束 粹 性 规律 溃 突 ”)。 

如 何 确 定 焉 先 答 定 的 圆 数 的 三 角 展开 式 季 数 这 一 重要 间 奸 一 一 依 一 般 
形式 一 一 似乎 是 蜂 导 由 克 莱 罗 提出 的 ， 见 于 其 1757 乐 一 篇 理论 天 交 学 的 谢 
交 。 其 中 谈 到 圆 数 在 由 0 于 = 的 区 现 内 傅 余 荡 的 弛 当 展开 式 。 作 葵 秒 解决 
一 个 折 播 法 站 是， 将 规 数 限制 于 有 限 多 项 (” 项 ) 而 全 其 和 与 癌 一 数目 等 距离 
应 上 的 事 数 人 一 至 ; 系数 则 以 某 种 和 的 形式 很 出 。 顷 后 他 只 是 “ 语 无 完 
实 慎 上 郎 是 家 极限 , 而 以 我 科 所 数 悉 的 积分 表示 式 的 形式 确定 “精确 ”的 系数 
值 L405 段 , (16)]D。 

这 笠 的 会 式 1777 年 欧 拉 自己 也 会 得 内 ， 宕 用 的 正 是 我 们 现在 通行 的 方 
泌 , 也 即 用 滨 项 积分 的 方法 。( 欧 拉 的 论文 被 迟 了 很 外 首发 表 出 来 一 - 书 克 
证 1798 年 了 )。 欧 拉 将 其 糯 果 陈 迹 为 “一 般 定 理 " 的 有 形式， 其 条 件 中 合 有 医 
数 能 展 为 祭 肢 级 数 的 假 踊 。 亚 于 大 责任 意图 数 都 能 有 这 种 展开 式 则 在 此 未 
提 及 。 

对 待 这 个 阅 题 的 术 庭 的 炎 折 点 是 上 一 世 和 健 立 叶 关 于 热传导 的 数学 更 
软 的 研究 。 直 些 傅 究 于 1807 年 起 由 已 歼 科学 院 以 各 别 通讯 及 备 忘 的 形式 作 了 
报时, 着 大 部 总 畏 于 "“ 笋 的 分 析 理 答 ”(1822 华 ) 一 著作 中 , 此 书 很 快 就 广泛 流 
伴 。 

伴 并 叶 与 欧 拉 一 样 也 用 过 项 积分 法 建立 了 丽 数 的 三 角 展 开 式 柔 数 的 各 


中 ”内 许 法 疝 题 一 一 联系 对 所 动 弄 忒 出 题 一 著 于 学 后 也 由 拉 档 裔 日 解 次 。 


一 粳 )3 一 一 
分 公式 。 由 子 用 和 这 些 公开 能 组 容易 屯 算 出 “党 全 任意 的 男 芍 "的 系数 , 他 有 了 了 
所 有 这 称病 改 才能 如 此 灵 开 的 信使。 在 健 立 叶 疝 时代 入 士 中 产生 深 剂 印象 
的 是 在 区 天 各 部 分 各 :有 上 不同 写 律 的 画 效 的 展开 式 , 例如 
1 cosna sn Ey 当 科 达 人 直达 上 ， 
nl 忆 0， 光 站 we 时 。 
简 垃 二 (在 由 1 至 * 区 疝 中 1) 将 倍 醒 数 eosz 用 正弦 展开 ,而 音 丁 数 sins 用 
余 总 恨 开 。 这 些 输 以 前 的 香 法 一 个 坚决 的 打击 ; 所 只 “ 讶 合 " 画 数 - 革 ' 连 模 " 贾 
数 ( 按 拉 的 罗素 半天 了 同时 .以 部 关于 “ 任 划 " 珊 数 的 志 角 展开 的 

在 采风 内 下 以 让 扩建 立 展 开 式 是 政 久 于 相 度 的 图 
数 的 ， 另 一 方面 ， 沈 些 展 开 式 在 数学 物理 中 找到 了 越 来 越 广 大 的 应 用 。 但 
是 ,尽管 如 上 旺 ， 生 立 叶 的 思 狠 起 初 柜 少 得 到 同情 : 乏 项 税 分 法 当时 虽 已 汉 用 ， 
倡 它 术 是 证 明 而 是 假 窑 展开 式 的 可 能 懂 , 乔 后 者 频 有 有待 吐 贡 |! 

424， 伟 立 叶 胡 数 收 竹 性 证 明 及 其 他 辐 题 “ 不 鱼 ， 傅 立时 自已 在 其 著作 
未 尾 已 轰 尝 起 是 明 男 涩 的 沽 角 展 无 式 的 正确 , 但 他 的 前 敌 在 分 析 的 严 涛 性 方 
面 是 远 远 不 够 ， 员 然 已 那 以 几何 形式 才 肌 的 基本 站 人 多 事实 上 是 正 葡 的 。 后 求 
上限 鞍 有 别 的 作案 进行 过 尝 喜 , 其 中 包括 尊 西 , 但 这 些 尝 醋 也 引起 了 到 对 。 

对 和 企 立川 的 大 葵 栓 由 第 一 个 弃 正 严密 的 焉 明 的 是 独 利 希 荣 (1829 年 ) 这 
个 三 明 笑 质 上 月 了 傅立叶 自己 的 想法 。 虽 然 在 葡文 的 标题 上 中 还 有 “任意 画 
获 " 的 字样 , 但 事实 上 宪 利 着 茶 精 确 地 限制 了 他 所 省 塔 的 副 数 类 ;这 类 画 数 在 
区 间 [ 一 m 中 内 有 定义 振 且 有 静 ， 逐 段 速 秆 并 有 旦 逐 段 单 赤 四。 如 果 通 数 f(z) 
满足 这 些 条 件 , 则 如 狄 利 着 蒸 所 星 明 ， 它 的 搂 傅 立 吐 公式 组 成 的 三 角 才 数 在 
一 二 区 之 wn 时 收 元 于 和 和 

ftz 十 拉 十 Kz 一 0 
2 


而 = 年 * 了 时 收 航 于 划 
fi—r+d) + 0) 


撤 过 涉 乓 的 后 Gaad 1895 生 》 学 已 到 去 斯 共 出 手册 这 联 开 定理 的 


DD Leter G. Lejeune Diriehlett 论 省 已 知 范围 内 袁 示 任意 男 数 的 三 角 雪 数 收 
禾 往 习 尝 站 科 去 数学 具 才 ， 及 瞧 第 二 Et 1914;,3—23 点 加 


让 


声 ”这 识 是 柄 基 本 区 阅 可 分 为 育 限 和 多段 短 忠 岂 画 数 都 各 剧 草 砚 恋 瑟 。 
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坚 明 , 亿 在 画 数 上 瑚 上 上 另 一 些 与 狄 利 希 菜 不 同 的 条 位 。 即 田 巴 切 夫 斯 基 假 发 
函数 一 般 是 可 微分 的 , 最 多 娶 除 去 有 限 个 跷 财 点 ， 以 及 琅 数 或 导数 让 这 边 或 
那 边 起 于 无 穷 的 点 ; 同时 画 数 二 要 像 持 可 税 分 一 一 依 正 常 或 非 正常 的 意 
文中 。 狄 利 希 茶 条 件 与 史书 切 夫 斯 大 条件 两 者 之 中 ， 流 有 一 个 能 包括 另外 
一 个 。 

后 素 训 的 学 考 建 立 了 一 系列 基于 牌 立时 抽 数 收 笋 于 原画 数 的 更 一 般 的 
蛮 分 利 定 法 。 

在 三 角 窜 数 询 发展 中 于 苗 要 地 位 的 是 获 易 的 一 篇 著名 的 葵 葡 四 5 成 于 
1854 第 , 刊 再 于 1867 年 )。 机 开 尖 先 略 述 这 癌 旧 的 历史 。 有 然后 妊 定 积分 概念 
的 精确 北 井 峙 建立 其 存在 的 条 件 。 晶 此 推广 了 傅立叶 孝 攻 揭 应 用 范围 5 例如 
搞 清 了 狄 利 希 桨 定理 中 任何 关于 夯 沼 这 模特 的 修 设 都 是 不 必要 的 )。 全 训 答 
文 主要 内 容 却 是 考 磺 尽 
， 全 十 > a cognzt ba sinns. {16Y) 

n=l 
这 一 般 形式 的 三 角 胡 数 并 且 根 明了 用 这 类 磷 数 卖 示 周期 2v 的 任意 图 数 了 (x) 
的 必要 杀 体 。 对 航 数 (16) 黎 受 伍 出 极 数 
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它 是 由 胡 数 (16) 藉 丙 次 形式 的 滩 项 积分 得 旧 的 。 在 9s 一 0 及 bu 一 0 的 候 足 
之 下 ( 间 贿 总 可 化 为 这 种 情形 ), 后 一 禾 数 在 一 oo 亚 十 oo 全 区 关内 均 久 收 圾 
并 且 在 其 中 定义 一 个 连 燥 丽 数 F(z)。 祝 文 的 最 后 部 分 餐 醉 数 F(x) 的 性 属 
及 其 与 莉 数 f(x) 的 关系 。 与 狐 贤 论 交接 近 的 有 一 柔 列 中 的 学 考 的 作品 ， 利 
-用 了 他 用 求 研究 租 数 (16) 的 小 法 和 他 所 得 出 的 一 些 精 果 。 

首先 发 生 了 因数 的 三 角 杉 展开 式 的 惟一 性 隔 题 : 须 知 输 二 这 种 展开 式 
的 柔 数 的 欧 拉 -位 立 叶 公式 是 用 般 产 的 过 项 积分 法 建立 起 来 的 ， 而 在 上 让 和 
后 秆 期 中 已 叶 品 到 这 种 方法 是 不 能 元 条 件 条 用 的 。 第 一 个 提出 上 述 阿 题 的 
是 海 湿 红包 (1870 年 ) 但 其 完 双 的 解决 是 这 时 候 康 托 尔 答 出 的 , 他 峡 明 了 下 

QD HH JoGantnon 殖 “关于 三 角球 数 收 禹 性 ”及 “无 狗 静 数 履 铸 性 列 疙 
法 所 从 集 第 五 从 ,195T, 亿 一 80 及 81 一 162 页 )。 


国 Bernhard 及 icmanz 7 给 用 三 和 角 节 获 袁 示 图 数 的 可 能 性 以 附录 科 去 数学 从 
书 , 也 类 第 二 华 1914 27 一 85 页 ,或 交 铝 1948 第 3225 一 261 页 )。 
.也 HainetIB21 一 1881) 是 姓 国 数 半 条。 
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两 冰 个 一 艇 的 定理 : 如 果 柄 数 f(x) 在 区 闸 [ 一 mr] 内 能 因为 像 (16) 耻 屠宰 的 
各 区 , 刚 这 种 展开 式 是 性 一 的 。 上 述 众 一 性 在 所 说 区 间 中 育 一 些 这 样 的 例外 
点 时 也 仍 戌 立 。 在 这 些 点 上 不 各 道 般 数 的 和 是 上 计 么 ， 也 不 知道 它 是 再 居 贷 
《不 过 如 果 这 种 例外 点 的 介 合 是 无 黎 的 , 则 亿 还 须 有 茶 一 些 限 山 )。 

夯 汶 所 20) 的 这 个 惟一 展开 趟 的 订 数 又 如 何 呢 如果 能 有 这 种 展开 式 的 
话 )? 是 否 总 是 和 硬 立 中 的 活 数 一 样 当然 ， 近 问 皮具 能 对 凡是 开 现 于 欧 
撞 - 泣 谋 叶 公式 中 的 积分 都 有 意义 的 屠 种 丁 数 来 提出 。 根 奇妙 的 有 是， 这 则 题 
的 答案 高 是 肯定 的 。 起 先是 18732 华 阿 斯 科 里 由 对 束 粮 丁 获 如 以 确 浆 ， 络 后 
古井 注 年 福 - 波 阿 - 雷 车 名 苛 芷 币 可 积 画 狐 节 以 碚 立 。 后 来 这 精 果 还 推广 
到 于 | 二 的 可 积分 西洲 下。 达旦 作品 最 先 有 力 地 强 当 了 研究 者 对 健 立 叶 科 


| 
ea 


rr 


立 叶 级 数 , 不 过 他 不 能 歼 明 。 吕 的 数学 家 似乎 也 有 同样 的 信念 。 但 是 枉 : 波 
阿 - 轩 莹 超过 一 邓 放 能 然 的 蔡 就 闪 栈 明 狄 利 庆 药 的 候 祝 后 , 于 1876 年 举例 扒 
翻 了 它 。 他 做 放 了 这 样 一 个 各 入 面 获 ”在 任意 小 的 区 剖 中 各 有 无 努 多 个 点 
使 它 的 伟 立 叶 般 数 成 为 发 散 。 

关于 历史 谈 到 这 里 就 精 束 了 。 员 然 三 角 条 数 若 的 和 等 内 分 无 疑 赂 于 分 
析 原 理 的 玲 轩 ,但 进一步 的 发 展 就 要 素 涉 到 演 着 所 不 然 秋 的 雯 精 下 的 要 人 和 
知识 了 。 

425，、 攻 妊 锐 我 们 要 在 此 强 嗣 措 册 三 角 艇 数 哈 在 数学 分 析 史 中 所 点 的 
导 甸 地 位 。 | 

首先 是 ; 密切 回采 冰 这 种 理 褒 的 是 丽 数 构 侈 本身 的 明确 化 。 欧 拉 -S 但 尼 
尔 ， 具 努 里 关于 “任意 ” 俩 数 展 为 三 角 般 数 的 第 论 大 有 助 于 消除 蘑 些 仿 见 和 


nh 


和 


性 现 题 的 。 现代 安 贡 各 玫 广 义 束 和 物 给 也 营 始 于 波 奖 杭 关 才 三 角 坝 数 求 


号 Julio Axoolig18d43 一 1896) 是 意大利 歼 学 家 。 
号 了 .Ga Boia -keymopnarlgs3l 一 38989) 是 逢 国 数学 豪 , 生 于 瑞士。 
二 Sim#on Denis Poissont iT8IT 一 1340) 是 法 国 杰 出 力学 家 物理 学 家 侵 数 学 家 。 


~ 由 6-_- 
和 的 研究 。 划 至 有 些 精 到 的 分 析 概 念 【 例 如 ， 数 项 炎 数 的 起 对 政和 全 -与 非 郁 对 
政 黎 及 本 娄 桥 数 的 均 司 有 收 知 王 非 均 习 收 航 等 ) 即 使 其 旧 现 二 三角 缮 数 印 葵 
死 关 , 但 它们 世 立 即 被 应 用 到 这 种 才 著 上 , 后 者 似乎 成 了 其 重要 性 的 斌 金石 。 
这 种 情况 孚 今 仍 日 旭 此。 

三 角 才 数 在 数学 先 理 及 才 区 技术 部 门 中 有 直 护 的 应 用 (闭关 让 前 面 所 莽 
性 振动 同 巅 之 例 当 可 对 此 有 点 投 念 ,但 应 用 带 闭 于 广 的 是 所 崩 “ 广 疼 痊 立 叶 
家 数 ”) 即 依 种 种 别 的 过 交 贡 炽 又 的 展开 式 ) 三 和 朋克 开 趟 可 算 作 它们 的 重创 向 
它们 的 理论 上 忆 亿 站 时 禾 数 座 窗 本 地 交 炽 在 一 起 。 


附录 ”数学 分 析 进 一 步 发 展 概况 


赎 消 尘 担 了 数学 分 析 基 硕 知 识 之 上 后 , 当然 乐于 知道 目前 租 成 (广义 的 ) 数 
学 分 析 的 各 种 科 日 的 情况 , 踪 迟 只 龙 一 个 大 咯 的 坦 语 也 好 。 


I. 微分 方程 


关于 分 析 的 这 一 却 门 纺 考 在 天 学 旨 程 里 巴 者 知道 -- 点 , 因此 现在 可 以 款 
得 简 咯 些 。 

在 葡 积分 发 展 的 “ 员 前 期 ”, 已 灰 册 现 了 当时 所 湖 “ 杞 钱 间 题 之 池 *?， 也 即 
四 刀 链 性 必 来 求 原 国 线 的 四 是 。 在 牛顿 与 效 卜 尼 黎 的 著名 通信 中 提 玛 过 这 
此 导 题 [228 段 J; 那里 荣 F 尼 歼 最 先 条 用 了 “微分 方程 "的 名 称 。 

牛 层 在 其 
县 时 的 关系 一 -我 后 在 225 股 已 趣 指 出 它 就 是 常 微分 方 手 的 一 般 求 积 六 是。 
牛顿 一 盘 证 用 野 般 数 来 镍 的 而 不 力求 将 解 考 为 “有 限 的 ”分析 式 。 药 上 尼 想 
及 只 努 里 兄弟 对 微分 方程 花 了 很 多 力量 , 有 时 也 利用 了 无 劳 家 数 。 但 正 是 他 
们 最 先 条 魏源 就 用 化 为 永 积 米 解 其 些 尖 型 的 一 阶 微分 方程 。 

二 到 -二 义 世 筷 , 微分 方程 的 更 花 才 发 展 到 自 成 独立 学 科 的 地 步 。 在 此 起 
重大 作用 的 是 欧 拉 的 大 时而 多 样 的 作品 。 

我 们 训 记 得, 常 向 分 方 科 的 “全 解 "( 即 通 解 ) 及 “ 凋 解 " 的 概念 就 是 欧 拉 所 
建立 的 ; 他 对 于 不 包含 在 从 积分 年 的 解 ( 奇 解 ) 世 杭 得 不 少 。 他 广泛 地 发 展 了 
积分 因子 的 方法 , 不 仅 是 对 一 阶 方程 的 ， 并 且 也 有 对 高 附 方 积 的 。 欧 拉 还 创 
造 了 用 特征 方 笠 来 解 党 系数 入 性 齐 次 微分 方 入 的 方法 并 且 央 明了 其 第 对 分 
的 形式 。 联 系 落 图 膜 振动 问题 , 欧 拉 最 先 涯 典 到 一 般 的 加 柱 国 数 方程 


(tl 
> 人 tir = 


(后 来 称 为 " 具 购 尔 方 程 ”), 万 将 其 解 去 为 无 穷 扫 数 的 彤 式 。 党 向 分 方程 的 第 
一 竹 近 亿 衣 东 也 出 于 葬 拉 之 手 。 

欧 拉 以 及 更 静 和 网、 拉 格 明日 每 竹 卜 开 此 各 涩 学 过 的 工作 大 大 址 推进 了 党 
徽 分 友 几 的 此 式 的 理论 。 


站 
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二 - 


一 4 和 一 

更 在 来 严 仿 微分 右 程 。 在 这 方面 欧 拱 也 有 很 大 的 功 鳍 。 忆 对 一 阶 态 各 
作 了 及 参 研 宽 。 另 一 方面 ， 八 多 力学 和 物理 学 辣 题 常常 使 欧 拉 混 虚 到 二 阶 
(及 更 高 阶 》 的 方程 中 。 偷 油分 方程 的 特点 是 在 解 里 出 现任 意 画 数 。 这 情况 
是 达 朗 具 尔 最 先 以 总 的 振动 方 穆 为 例 指出 的 [420 绑 ?， 但 欧 拉 则 利用 任意 画 
数 , 使 由 所 洪 嵌 的 癌 题 产生 的 初 然 条 件 也 得 到 满足 , 而 由 此 将 研究 进行 到 底 。 

让 欧 拉 同时 代 的 但 尼 尔 - 具 努 星 的 种 种 作品 也 对 数学 物理 后 来 的 发 展 
起 了 重大 的 影响 。 他 提 甩 解 缠 性 柔 振 动 问题 的 一 般 态 法。 在 此 所 求 相应 方 
程 之 解 分 解 为 一 芭 列 最 障 单 的 解 ; 水 振动 方程 之 授 训 其 一 例 [421 腔 ]。 数 学 
物理 在 十 九 世 所 之 初 已 烃 繁 荣 起 来 , 并 且 是 与 流 阿 发. 傅立叶 . 芋 西 及 奥 斯 胸 
办 格拉 短期 基 等 等 的 名 字 分 不 升 的 。 

提高 严 省 性 的 一 般 什 向 自然 9| 起 了 微分 方程 (或 右 程 组 ) 的 解 的 存在 新 
遂 。 这 里 关于 常 微分 右 程 的 最 中 结果 是 哥 西 得 漠 的 , 关于 仿 微 分寸 程 的 千 果 
则 是 苏 非 亚 ， 柯 瓦 列 夫 斯 卡 娅 久 得 出 的 。 

前 一 世 各 之 来, 由 于 力学 和 天 文学 的 要求 ， 出 现 了 党 散 分 专程 及 这 种 广 
程 儿 的 定性 理 答 , 即 按 坟 程 本 身 求 尖 定 解 的 种 种 性 畦 而 不 用 积分 起 求 。 这 种 
理论 的 贷 基 者 是 潮 加 震 和 李 亚 普 亦 夫 有 @。 李 亚 普 猪 夫 的 坦 想 在 苏联 数学 家 的 
著作 中 有 了 了 进一步 的 发 展 。 

我 们 还 要 指出 , 最 近 时 期 一 些 年 轻 的 分 析 科 目 一 一 餐 变 柄 数 诡 及 证 桓 分 
折 一 一 对 祯 分 右 程 开春 (特别 着 仿 徽 分 石 程 ) 发 汪 了 确定 的 影响 ( 参 闫 第 五 章 
及 第 六 章 )。 芝 种 影响 不 仅 反 映 宕 微分 方程 理 葵 的 一 般 观点 及 其 基本 梅 侈 的 
理解 法 上 , 关上 且 也 在 这 种 理 葵 黑 #| 册 了 重要 的 具体 结果 。 


IE 变 分 法 


变 分 法 产生 于 十 七 世 筷 之 末 部 在 “无 和 穷 小 分 析 ” 本 身 建立 之 后 不 久 ; 但 它 
辣 时 冯 粗 威 所 踢 泛 豆 分 折 的 一 部 分 ， 后 者 是 本 世 扎 地 发 展 起 来 的 (关山 第 六 
章 )。 : 


中 ”这 类 疝 是 有 相应 五 程 立 解 法 粗 成 上 中 数学 物理 的 对 梨 ， 

加 bo 中 ai 及 acHTECHES 也 DTekC&AL LSS0IS91) 是 第 一 个 女 数 学 元 授 。 

加 ”法 国学 者 4. PoincareE(1854 一 1 和 23 有 下 俄罗斯 鸭 士 页 TEKoataDp Maxair0- 
BRT JIyHDBILBOT 一 协 培 ) 是 呵 位 刺 出 的 数学 家 


懂 育 一 条 平面 曲线 (图 84) 
y= (FELER). 
我 们 来 浴 虚 ，1) 以 它 为 描 的 曲 鳃 梯形 的 
面积 己 , 2) 曲 针 弧 长 8,3) 鼓 曲 权重 z 葛 
涟 加 所 得 曲 语 之 加 积 8,4) 以 此 曲面 为 界 
的 汤加 体 之 体积 P。 这 些 例子 中 的 量 部 是 
取 尖 十 妆 钱 的 形状 的 ， 或 才 纵 取决 于 现 数 
a 
201, 205, 198 壮志 i， 


卫 1 | 
P= { yx)as, SS | Vir ta Ta, 


地 人 


(1) 


二) 了 


bi 


我 全 大 由 ， 机 上 # 在 性 处 于 肯 严 量 ” 的 地 位 ， 它 的 炊 定 就 慌 一 地 决定 每 
个 量 和 的 值 。 在 逮 料 的 情形 ， 邵 鸭 诅 涂 9 = V9) 接 类 一 这 内 有 有 权 一 容量 拘 数 仿 
与 之 类 应 时 ， 则 此 变量 称 为 隐 涩 ¥ 的 泛 聊 而 罕 成 

二. 


(1) 中 的 泛 醒 都 是 上 列 泛 到 的 特例 : 
UD) = | lo wo)az= { PayCeharCz)da (3) 


小 里 了 理解 为 三 个 自 变量 的 已 知 疾 数 , 而 y=y(x) 是 x 的 任意 ( 退 杆 可 笋 ) 可 
数 , 只 要 能 使 被 积 式 太 积 分 有 意义 就 行 了 ， 
我们 筑 在 耻 二 对 () 型 汪 太 宁 除 述 蜡 午 间 的 变 分 法 同 题 如 


1 


人 


sb 


在 一 _ 数 生 与 之 得 库 ， 再 在 运 画 中 [对 散 个 六 数 Kz) 有 一 个 数 与 之 入 应 。 


一 上 

钱 上 之 什 只 与 它 在 殉 分 “接近” (在 基 种 意义 下 } 所 求 量 六 上 之 值 比 较 , 不 难看 
出 这 时 单 变 昌 误 多 变数 图 数 情形 的 “局 部 ” 极 秆 定 广 相 似 之 处 [112, 151 
段 ]。 

变 分 法 通常 算是 起 头 于 1696 年 ， 当 时 物 翰 : 具 努 里 以 解 ( 代 里 略 所 提 上 由 
的 ) 捷 狠 丙 题 * 序 最 回 降 曲线 操 题 ,来 向 其 同时 代 的 数学 家 挑战 。 癌 题 是 这 样 
的 : 由 壕 精 两 个 不 问 在 一 锥 全 钱 上 的 点 4 与 的 一 茹 曲 类 之 中 找 册 这样 一 条 
曲 洲 , 使 一 个 质点 (只 在 重力 影响 之 下 而 光 初 速 ) 滩 该 匡 由 点 4 潍 降下 点 的 
时 而 最 是 。 所 求 曲 粮 得 出 是 一 条 旋 输 伐 , 其 府 是 水 平 钱 而 尖 识 在 点 4。 

这 说 是 一 个 类 型 (2) 的 泛 辆 辣 症 , 圳 化 
标 帆 市 列 医 85og= 识 ) 是 束 精 点 AA0, 0) 
和 了 (zu 1) 的 任 一 曲线 。 罕 一 个 具有 厦 
量 w 的 质点 沿 虹 上 曲 米 由 位 故 4 移动 昼 位 置 
时 ， 重 力作 的 功 是 ng' 奶 它 核 “ 动能 定 


律 ”应 敲 等 于 扔 慎 点 的 动能 这 。 由 二 有 


及 ds 1 ,wVIH 上 gs 
ay Vg vy 
对 和 四 0 至 zz 积分 越 来 闪 于 得 抽 由 “ 管 癌 于 了 所 沈 总 时 间 了 的 圾 田 芭 如 下 


TaT(y) = 5 j /3 dg, (8) 


它 正 是 属于 (2) 的 形式 。 

在 这 了 辣 题 之 后 浴 首 有 另 一 些 间 题 ; 它们 的 解法 全 不 一 样 , 每 个 都 震 要 特 
琶 的 办 渤 ; 发 生 了 一 种 与 无 究 小 分 析 洪 成 之 前 的 嘻 一 脐 妇 相 你 的 情况 

由 1726 年 起 彼得 你 科学院 的 刊物 上 开始 发 表 欧 拉 关 于 这 新 于 和 极 值 呵 转 
的 一 系列 作品 。 它 们 间 转 于 吉 闭 的 徐 著 : “ 求 具有 极 大 极 小 性 必 的 则 敌 的 证 
话 ， (744 年 ) 四 。 这 里 最 先 给 出 了 解 种 种 类 型 变 分 法 跨 吓 的 一 般 的 “ 直 
让 " 方 法 。 欧 拉 坊 折 钱 荐 代 此 楼 而 将 实 分 法 间 题 化 为 求 多 变量 名 数 的 极 亿 虹 
题 。 

例如 ， 在 最 简单 的 变 分 问题 的 情形 ， 上 面 山 的 就 是 关于 折线 要 标 wp 的 


全 有 了 移交 版 (TTTH, 19347。 
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丁 疲 
> | x gt), ay ) A 
的 娄 秆 。 合 于 式 对 任何 丢 标 的 导 图 沼 竺 于 吕 ， 饮 拉 散 二 得主 二 阶 微 分 太 
到 一 臣下 


或 者 写成 展开 的 形式 
Fy— Fy Pr — PYyr gy =), 

如 叱 ， 这 个 方程 卖 甩 曲 醒 y=y(z) 使 泛 图 (2) 法 其 极 值 的 必要 条 件 。 如 果 我 

们 能 智 合 这 异 条 件 y(z0) 一 p，y(21) =Wy 而 解 出 欧 久 微分 方程 ， 则 常常 可 以 

立 序 得 出 所 求 的 曲线 。 例 妇 , 在 捷 线 前 题 的 情形 可 以 皮 [ 稼 天 (3)] 


而 欧 永 访 积 有 这 冬 的 形状 : 
2yy’ ty 二 +1=0, 
由 此 不 玲 降 阶 而 求 得 首次 积分 
3 十 1 一 2 
世上 比 
Wy 
这 里 命 # 全 (一 cos 人 我 森 求 得 = 的 代 一 sos 三 配 区 = 人 一 qim 全 十 
十 G2。 恨 定 t=0 时 曲 宁 通过 起 点 , 朗 得 如 一 必 壳 数 喇 岂可 击 曲 线 通 过 第 二 
个 二 人 知 皮 末世 定 。 如 些 就 得 于 上 面 所 肪 的 蒜 炉 入 。 


dr = 


了 了 诡 分 法 这 -和 歼 数学 学 到 的 和 字 。 

竹 后 , 当时 还 年 轻 的 拉 格 席 日 建 江 了 灾 分 的 万 法 而 在 变 分 潜 历 风 中 揭 开 
了 新 的 一 页 “ 变 分 站 "这 个 名 称 世 前 南 此 而 来 。 在 17 庆 年 他 写 情 告知 欧 拉 ， 
而 欧 拓 在 后 来 的 著作 中 世 就 灌 用 了 这 种 新 万 痊 。 变 分 洽 桥 念 与 寻常 苍 析 中 
的 获 分 机 人 金 很 为 类 似 ， 但 所 联 涡 的 不 是 二 的 训 比 ， 而 是 画 数 y{ 0) 的 变化 。 如 
果 量 数 拆 z) 使 这 疼 (CD) 达 共 概 角 ， 刚 性 的 变 分 5 变 成 让 《也 只 是 必要 条 
人 FE: ), 
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变 分 法 的 太史 就 味 到 这 里 为 止 , 我 们 只 再 提 一 提 ， 拉 格 朗 日 的 潼 询 被 奥 
斯 晚 罗 格 往 德 斯 基 推 广 阐 了 多 重 积分 的 情形 ; 以 后 更 建立 了 极 值 的 充分 条 
件 ; 最 后 , 在 近 几 十 年 来 对 欧 拉 的 疙 法 又 重新 发 生 了 兴趣 , 关 且 他 的 方法 咸 了 
解决 变 分 条 题 的 “ 丰 按 " 太 法 的 原型 ( 记 其 是 在 苏联 煌 学 家 的 著作 里 )。 

几乎 所 有 力学 及 物理 的 基本 规律 通常 都 陈述 汐 规 定期 一 泛 丽 的 变 分 应 
豆 是 0 的 “ 变 分 法 原 进 ”。 由 于 这 个 原故 变 分 法 使 许多 重要 的 物理 问题 及 技 
术 阅 题 得 以 解决 。 


III， 复 变 涵 数 诡 


复数 由 十 六 借 筷 之 初 就 常 甩 现 在 数学 里 , 但 钨 历 几 百 年 之 久 才 好 不 容易 
地 乾 慢 被 掌握 了 了 。 直 到 十 丸 世 各， 欧 拉 (我 们 允 得 提起 这 位 多 能 天 填 学 者 的 
名 字 ! ) 才 开始 考 虚 复 变数 及 其 曾 数 。 在 三 十 年 代 和 四 十 年 代 中 他 研究 了 整 
个 初等 复 变 图 数 的 理论 ， 对 此 不 仪 利 用 了 党 航 数 工具 (这 是 由 后 疗 时 代 就 和 
道 的 ), 同类 也 利用 了 无 拷 乘积 下 简 分 式 胡 数 。 我 全 已 烃 知 道 [2354 段 ], 指数 
责 数 上 与 三 角 面 数 闻 的 那个 麻 妙 关系 也 下 于 欧 拉 之 卑 。 
义 )。 在 其 1777 年 而 彼 得 保科 学 院 提出 而 1793 年 才 发 表 出 来 的 一 篇 前 文 
里, 欧 拉 考 卉 了 积分 | 2(s)dz, 而 六 2(z) 理 解 为 一 个 以 分 析 方 式 答 凡 的 而 数 
{比方 挖 以 塞 般 数 办 上 的 )， 并 且 在 于 以 囊 变 数 z 十 好 国 趟 代 xz。 于 是 就 积分 
就 有 忆 (%w 胃 十 和 Cz 98 的 形 装 , 而 被 积 式 并 成 这 样 : 

DM, 办 十 Nm iILar+ dyij =[ Mar— Nay] + LNAaz + Mayit. 
分 别 比 远 所 得 等 式 的 沁 部 和 填 部 导 琉 西 个 积分 

P=|(Mar—Nay), Q=|(NaztMay). 

部 然 数 分 式 M4dz 一 Nay 及 Ndz+Hdy 如 时 各 成 了 及 的 必 当 微分， 着 型 与 
_ 丸 之 间 必须 具有 卖 征 恰当 微分 的 关 和 


aK__ 302N IM 
3 dr ey ar. (4) 


如 王 最 先 以 一 般 形 式 旧 现 了 复 变 画 数 Z 的 实 部 及 万 部 的 贪 疗 数 间 的 关 


人 D ”为 简单 起 时 我 人 今后 乱 通 行 秽 所 但 欧 拉 在 此 还 号 的 是 w 二 工 不 灰 仔 就 引 及 
了 本 村 号 站, 仁 丰 是 立即 通行 。 
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又 @。 这 些 关 采 在 丽 数 论 进 一 步 的 发 展 及 应 用 中 都 将 超重 要 的 作用 。 
哥 西 在 其 ' 葵 虚 限 定 积分 ”(1835 年 ) 中 一 开头 就 建立 定 积分 


+ 


| Cs (5) 


本 看 二 汉人 

的 概念 , 招 它 作为 积分 和 的 极限 一 一 这 与 蜡 熏 积分 相似 [330 马 ]。 但 是 “此 久 ” 
一 璋 是 在 项 论 交 中 别处 提 到 的 , 而 这 里 再 西 审 接 考虑 两 个 具有 { 连 千 ) 导 画 数 
的 单 泣 冲 社 画 数 : 

gs=p(t), 一 X (tteT) (6) 
条 件 是 去 

pet) To PAT) SE Xttoj yo XLT) mY, 

于 是 将 积分 (5) 化 归 对 洋 变 数 + 的 寻常 积分 [参阅 331 段 , (6)]: 


TT 
| FG FXOO Dg FAA Da 
Ea 


这 里 , 还 假 裕 图 数 f(#) 有 ( 严 镀 ) 导 莉 数 而 建立 了 一 个 基本 定理 : 积分 (5) 与 
范 数 (6) 的 选择 法 无 关 ( 即 与 积分 踏 鲁 元 关 )。 癌 四 用 变 分 方法 ， 夫 且 变 定理 
的 东明 。 

关于 画 数 fz#) 的 同一 假 误 之 下 哥 西 在 后 来 恬 表 的 作品 及 败 演 中 建立 了 
沿 隔 界 粹 积分 等 于 0 这 个 事实 ,并 且 推 凡 下 面 以 他 命名 的 著名 公式 : 

f= 
{oy 

这 里 积分 是 沿 复 数 平 画 上 一 个 区 域 ( 玉 ) 和 的 具 钱 (C ) 来 取 的 ,而 = 是 这 个 区 域 
的 任意 一 个 内 点 。 我 们 在 些 遇 到 了 就 类 型 复 变 画 数 的 这 个 奇妙 性质 : 区 域内 
的 图 数值 由 其 边界 上 的 值 慌 二 地 决定 ! 

虽然 哥 西 萨 明 它 的 定理 时 只 假 届 了 画 数 f(z) 于 所 前 区 域内 有 一 阶 ( 巡 
入 ) 导 画 数 , 但 由 从 式 本 吝 却 可 以 ( 线 右 酸 借 助 对 的 积分 号 下 丈 式 徽 分 ) 宙 
楼 推 电 矿 数 f(s) 的 所 有 各 阶 旦 图 数 都 间 时 存在 ,而 且 ; 取 以 ?为 第 符 坟 点 各 
为 中 心 的 图 作 区 域 (下) 时 可 以 肯定 , 西数 f(z) 在 此 贺 失 可 展 为 4 一 ze 的 蚌 
般 数 , 世 就 是 它 的 戴 劳 科 数 [大 半 277 段 ]。 由 此 推出 再 瑟 对 戴 荔 极 数 收 笋 中 


ats 


中 ”但 这 奖 关 素 在 达 期 眉 尔 \1752 年 1 及 攀 拉 的 详 体 力学 研 完 中 日 经 接 触 条 。 


一 证 三 一 


ee Te ee er ed ne ed 


的 邻近 fs) 不 再 是 具有 ( 迄 镇 ) 导 图 数 的 单 值 画 数 一 一 的 距离 。 
由 此 天 明了 像 这 类 莫名 其 妙 的 情况 : 融 数 arctgzx 及 其 导 而 数 [ 二 只 在 


- 工 至 二 工区 间 内 可 展 为 > 的 肾 级 数 , 其 收 各 中 径 为 1。 在 洋 数 轴 上 它 他 一 


般 湾 有 " 奇 点 ” 但 如 果 泪 渡 天 复数 区 域 , 岂 相 应 复 变 画 数 aretgz 及 T 二 -5 吉 


在 大 数 闽 上 有 “ 奇 点 ”* = 土 训 央 此 收 伍 个 径 等 于 这 厢 个 数 的 碘 , 即 等 于 1。 
如 叱 , 修 变 国 数 的 理 瀹 有 时 可 以 帮助 我 们 理解 关于 洋 变 而 数 的 规律 
娶 了 解 清楚 的 是 , 复 变 姜 数 w= 了 (4) 的 导数 存在 的 舌 件 比 起 实 变 图 数 的 
相应 条 件 来 要 严格 得 多 。 须 知 无 瀹 十 hs 以 怎样 的 二 向 趋 近 于 * 极限 
右 妇 及 访 


lim 一 一 一 一 
pt 二 5 


应 球 异 有 同一 数值 。 因 此 , 由 复 变 画 数 (过 粮 ) 导 画 攻 存在 这 一 简单 事实 就 能 
推 田 那么 多 可 惊 的 精 果 其 扶正 的 麻 因 就 在 于 号 。 这 种 惟一 的 导数 闻 看 的 条 件 
的 开题 属 生 得 夺 哉 晚 : 哥 西 于 1847 年 接触 到 这 个 自古 而 你 要 于 1851 年 则 
用 它 作 为 其 秀 妇 “一 元 复 变 本 数 一 般 理 葵 基础 "的 开端 中 。 如 果 合 # 一 x 十 i 
且 则 一 4 计 而 妈 ? 是 实 变 数 zy 的 融 数 , 划 上 述 条 件 化 为 关 柔 式 


a 站 站 和 3 Cda) 


一 一 一 一 二 
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镀 者 当 可 献 虽 这 就 是 欧 拉 方程 ()。 这 些 关 柔 式 也 就 是 复 变 画 数 在 静电 学 、 
流体 力学 .气体 力学 , 强 性 学 及 热 必 理 谢 符 方面 的 应 用 的 医 础 。 

如 果 和 将 复 变 数 z 和 如 解释 为 相 度 平面 上 的 点 ， 则 它 们 之 间 的 柄 数 关系 
加 三 所 就 对 自 亚 数值 平面 上 上 区域 笑 内 的 每 个 点 # 闪 图 豆 数值 平面 上 区 域 
六 内 芍 一 个 定点 加 与 之 相应 . 措 句 话 襄 , 画 数 w= fz) 实现 子 一 个 由 区 域 泊 到 
区 域 党 的 点 变 挤 (图 86)。 由 融 数 了 (#) 在 区 域 兰 内 惟一 导数 的 存在 (上 内 权 它 
不 笑 于 4 ), 袭 概 推 用 了 这 变换 有 一 种 疝 录 的 性 质 : 如 果 在 区 域 芭 内 取 两 条 棚 
交 的 曲 神 (图 86 上 的 ss4 和 zs2), 而 存 区 域 尝 内 取 其 相应 曲 鲁 Wowi 和 Ww)， 
则 西 对 曲线 所 成 两 角 必 相等 (两 角 按 相 同 的 三 向 计算 ): 这 是 一 种 保 角 变 岳 
或 者 哈 , 开 形变 换 ， 

我 形变 贷 ， 联 系 戎 画 地 图 问题 ， 是 远 在 黎 友 之 新 就 轻 欧 王 , 熙 格 朗 日 和 


二 ”大半 具 便 短 . 黎 皮 让 巢 (TogTeInaRaT 19 拘 )) 机- 一 页， 
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画 8. 
高 斯 研究 过 的 , 但 袭 显 号 先 明确 地 把 画 数 ug= 九 坟 活 现 共 形 变换 这 一 性 撒 生 
证 曾 数 有 确定 导 激 这 一 情况 联系 起 来 。 他 害 明 了 共 形 变换 芥 中 的 基本 :定理 : 
一 企图 可 以 由 共 形 变换 变 成 一 个 任意 的 单 束 通 域 (而 在 一 定 条 件 下 这 种 变换 
也 是 叭 一 的 )， 其 近世 里 。 这 种 变换 在 复 变 画 数 答 的 种 种 诡 用 中 常常 用 到 。 
这 一 纪 想 也 就 是 医 柯 天 斯 基 人 建立 机 村 理 答 的 基 瑚 。 
关于 复 谈 画 数 后 来 的 泣 烛 发 展 我 们 不 丁 多 号 了 。 


IY.。 积分 方程 论 


一 个 醒 数 方程 ， 如 果 在 积分 号 下 含有 所 求 的 未 知 硬 数 ， 姑 称 为 积分 态 
程 多 在 求 未 知 画 数 时 如 果 就 由 积分 方程 用 发 , 常 是 比 由 向 分 方程 四 发 更 为 方 
便 。 这 种 情况 该 者 在 徽 分 方 稳 险 中 疆 明 “存在 定理 "时 已 接 希 到 : 例如 , 那里 
方程 式 y=f(z; 四 巡 同和 嫩 条 件 y( mm )= 加 朗 由 一 个 积分 方程 


3 一 | Fe yz i 


时] 


所 替代 ， 随 语 对 此 应 用 逐次 近 近 法 就 很 方便 ， 从 形式 的 观点 办 来 , 在 本 书 中 
在 驱 引 数学 家 注意 祝 分 方程 一 局 上 起 看 取 作用 的 是 亚 坛 尔 所 提 禹 并 解 


[np 
辕 ” 活 种 出 最 上 先 于 1888 年 见于 杜 ， 布 阿 :' 四 丈 交 著作 里 ;他 明月 指出 , 恒 答 才 程 
褒 的 成 就 章 连 激 积 分 方程 和 前 好 究 ,“ 租 对 此 种 方程 , 企 一 无 折 知 ”。 


一目 6- 
决 的 一 个 力学 入 是 820 年 }。 了 耻 是 中 要 的 让 全 一 条 次 委 十 区 上 的 遇 宙 


de TT rmi rr 


现 网 共有 点 之 下 约 一 个 天守 引 让 的、 

可 下 T= pi). 

将 坐标 刺 布 宛 如 图 , 并 设 所 求 曲 刹 的 方程 为 y= 
i 2。 二 y(2)。 在 训导 点 由 初 巡 位 租 也 移 至 MM 时 按 动 
下 一 样 ) 


me = 一 v= = 一 A 3708 二 好 | DD, 
由 此 有 
三 3 
Maga ry 


A PT 
1 [TT vr 
f= 

图 7, ” em vat 


Dv 2gulo)RV T+ Ty (a), 央 我 们 有 积分 方程 
人 ee- 


=p(a), C7) 


OA 一 
让 可 用 来 决定 未 知 画 闭 w(z)。 
焉 增 尔 弟 实 上 藤 至 已 解决 了 较 一 般 的 石 程 


r [2 
J) (ow) 


为 简单 起 见 我 们 姑且 只 葡 态 程 (7)。 
将 鼓 方程 两 边 索 以 -7 二 一 并 依 5 由 0 至 “积分 之 ; 


=pio) OCA), 


f(a)da - ee trar 
Va—a sls a)ta ey 


将 有 边区 次 积 分 中 的 积分 六 序 接 3 络 耻 公 式 
(9) 和 予以 亢 换 @ : 

呈 ” 既 住 其 s= 一 4 对 随 # 的 博大 而 变 小 ， 

加 党 了 吊 4 里 附注 盾 结 区 城 (已 ) 在 此 可 上 总 用 


图 38 中 的 三 角形 。 但 因 a=z 或 mp== 时 被 可 图 数 变 
成 ce, 故 阅 损 积分 次 序 之 合法 性 ， 还 贷 另 行 恰 耳 。 


一 .4567-- 


由 出 
de 
eee 
0 忆 
困 为 内 昌 的 积分 在 此 等 于 L292 段 ， 1)] 所 以 得 到 等 式 


人 Se- dem 


再 依 2 钴 分 之 六 于 得 出所 水 省 数 如 下 : 


1a CyCayda 


以 人 一 全 7 可 JW 一人 


知道 了 wtw) 就 不 崔 定 二 y(tz)。 

亚 后 尔 方 程 一 一 遍 时 候 藻 其 解 洗 的 原理 一 一 很 久 以 后 【188 年 ) 又 克 良 
革 出 推广。 这 六 题 被 优 尔 和 畸 拉 轨 所 完成 。 怕 于 1896 年 开始 发 表 一 系列 研究 ， 
潜 中 秀和 了 诊 如 


Ge (sas = PE)R oe)+ [NG sp C3)ds FC) 


的 积分 方程 的 一 般 理 验 , 而 这 两 种 类 型 的 方程 后 来 也 就 名 家 称 为 第 一 类 及 第 
二 关 ( 伏 尔 转 拉 积 分 方程 *。 这 里 w(zy 是 所 求 的 秦 数 ， 而 入 Cz, 5) 和 F(z) 是 
葵 完 的 琐 数 。 此 后 不 久 , 在 1900 至 1903 年 间 ， 出 现 子 弹 企 德 乾 尔 娓 加 的 关 


于 方程 


, 3 由 
‘ je pC)ds 一 Ra) 及 wo) 十 | Co sw(9)a5 一 PCa) 
芍 卓 越 放 文 。 这 些 第 一 类 及 第 二 类 * 弗 雷 德 贫 尔 姆 方程 " 与 “ 快 尔 特 拉 广 各" 
的 区 肌 荐 这 里 两 积分 限 都 是 常数 。 (但 只 娶 合 >4 于 NN (wy 3)=0 就 可 把 忧 
尔 特 教 方 得 看 作 弗 晨 德 袖 尔 如 方 梨 的 特例 。) 

不 深入 所 玉 弗 雷 德 痪 尔 如 的 理 竹 了 ”我们 只 指出， 它 在 基 种 意义 上 庆 像 
代数 蕊 性 方 程 的 极限 情形 。 

在 本 世纪 过 去 五 十 年 间 , 积分 方程 险 在 种 种 方向 有 了 广 半 的 发 展 ， 并 且 


证 HEEKONEE 采 FDBITEBEE CONEE 陪 士 [1349 一 19157 
人 Uito Volterra(180 一 19 可 } 晨 溃 去 利 类 学 家 。 
二 TFTredholm(il1866 一 1937) 是 现 士 数学 察 。 
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成 为 一 各 研究 自 然 班 保生 重要 而 有 涂 的 工具 。 


VY， 实 变 鸭 激 诊 
虽然 孚 者 数 学 分 析 煞 程 就 是 研究 实 变数 的 负数 : 但 本 标题 所 指 的 封 不 是 


这 个 “十 由 的 "分 术 部 P, 而 是 一 种 比较 高深 和 精致 的 理论 ,并重 是 本 世 坊 初 
地 旧 更 的 。 仔 是 , 它 的 济源 可 以 在 十 作 改 入 未 及 十 丸 世 入 初 发 生 的 邦 个 数学 
中 的 拢 刊 电 潮 中 膨 到 , 入 种 思潮 前 面 已 屡次 提 到 过 。 对 数学 训 明 的 严 知性 权 
求 的 提高 引 起 了 内 老 一 他 数 学 家 一 系列 慎 冲 的 询 古 的 承 疑 。 例 如， 安 活 
(1806 年 ) 及 其 些 学 者 试图 耻 明 任何 连 镇 画 煌 者 可 微分 (只 有 个 别 的 点 除 
外 ), 但 这 引 册 了 波 尔 凶 号 . 厅 尔 期 股 拉 斯 等 等 的 反面 的 例 季 [ 参 间 271 段 ]。 
男 一 上 方面 , 对 一 航 性 的 凯 求 也 就 自然 51 超 了 对 具有 " 岳 理 学 "特点 的 图 数 的 兴 
趣 , 这 种 特点 是 常常 与 我 们 的 下 党 不 一 我 的 。 

这 一 带 有 否定 性质 的 (并 且 #| 起 “古典 ”分 析 代 表 估 物 强烈 不 洪 傅 精 的 ) 
方向 整个 是 我 们 目前 所 坊 这 个 学 科 抑 历 瑞 序幕 。 田 对 旧事 实 的 批 逢 及 对 “ 病 
理学 ”的 兴趣 滤 向 正面 的 理论 ， 在 很 大 程 庶 上 是 由 无 疼 集 食 认 所 促进 的 , 后 将 
在 前 医 纪 的 七 十 年 代 及 六 十 年 代 珊 由 乔治 . 康桥 尔 所 建立 。 他 的 轩 想 当初 
也 通 测 过 同时 代 人 的 反对 ,后 玉 舟 于 对 许多 数学 部 门 一 -特别 是 突变 图 数 


痊 一 -的 发 展 起 了 很 大 的 影响 。 


这 个 独立 的 学 科 于 十 九 世 所 及 二 十 世纪 之 际 在 法 国 煞 学 学 派 的 著作 中 
形成 ， 误 学 流 最 玖 名 的 代表 是 波 置 尔 ( 瑟 Borel 1871 一 1966)， 凡 尔 (R. Baire / 


1874 一 1933) 玉 于 办 格 (A, Lebesgne 1875---1941)。 

波 雷 尔 t1898) 和 着 内 格 (1902) 所 建立 的 线性 点 集 的 调度 柚 念 起 了 和 后头 
的 作用 , 它 可 应 用 主 一 大 类 所 诊 可 测 集 合 上 。 点 巢 瑟 的 调度 % 且 就 是 区 尚 的 
长 谋 概 念 的 推广 。 和 长 许 一 样 , 它 也 具有 可 加 性 , 并 且 是 一 种 更 广义 的 可 加 
性 ,如 : 如 果 有 蜡 贱 合 百 是 有 限 个 或 冀 至 无 团 个 (个 必须 是 可 数 多 个 ) 丽 两 无 
公 光 点 的 可 淹 俱 合 和 

再 再。 再， 

之 和 , 出 召 也 必 可 测 , 并 且 瑟 股 测 座 就 等 二 所 有 EE， 的 测 唐 之 和 【或 测 站 私 数 
志和) 


mE = > mE,. 
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如 时 一 个 点 党 如 可 以 用 有 有限 个 或 :可 数 ) 无 穿 个 区 间 所 人 各 兽 , 前 这 些 区 间 
的 共 府 总 和 再 小 独 任 人 三 粕 度 ， 划 读 成 乐 的 测 弃 等 于 6。 如果 一 个 疼 烤 入 #2?) 在 


bh 


全 区 间 的 所 有 点 上 都 具有 某 种 性 质 ， 只 可 能 让 其 一 济 庆 为 0 的 点 集 上 是 例 
外 , 这 时 我 们 就 吃 融 画 数 在 刷 区 间 内 “几乎 珂 处 "者 上 共有 鼓 性 质 。 我 们 各 用 这 
种 腊 汪 来 陈述 下 列 两 个 翻 遇 格 定理 : 

1。 一 个 在 区 赔 [L658] 琴音 疯 的 图 数 了 C2) 在 此 区 间 内 几乎 到 处 都 有 导 

I， 一 条 有 有 长 的 束 委 由 午 y= 了 (4)(a 志 <<b) 几 乎 到 处 有 二 定 的 基线。 

这 茎 个 定理 可 作为 新 理 答 的 正面 精 果 的 例子 ; 我 人 fj 直到, 这 里 面 淡 有 仁 
么 "病理 学 ”而 是 建立 了 一 般 的 并 且 很 畏 改 的 规律 ， 而 且 这 正 是 在 古典 分 析 
方法 者 现 无能 为 力 的 地 方 。 

在 更 忙 分 析 里 具有 重大 意义 的 是 勒 具 格 对 定 积分 概 例 的 推广 。 根性 喷 
者 记得 这 个 构 金 的 歼 夫 定义 [176 段 ]。 对 于 妹 往 醒 数 的 情 展 人 D 这 定义 是 很 
自 玖 的 : 以 几何 邦 式 来 说 在 4&7 不 大 时 曲 鲁 y= 所 x) 上 所 有 和 2 与 zri 辐 
的 横 和 坐标 相应 的 忒 誉 标 都 与 其 中 作 一 航 毕 标 了 (4) 和 差 很 小 ， 开 且 将 一 个 元 


a 


素 条 近似 屯 代 以 一 个 面积 为 /#7)4zf 的 元 素 短 形 时 可 系 和 的 航 耻 
lim fen am 
二 


就 答 诊 曲 知 下 面积 的 精确 值 。 如 果 贺 数 (2) 不 违 简 ， 划 上 述 那 样 的 替代 法 
就 没有 可 据 了 | 事 灾 上 黎 晕 的 定义 只 延 于 在 其 种 意义 上 吏 与 过 贸 图 数 “ 差 别 
不 多 ”的 很 容 的 一 类 不 束 往 图 激 ， 就 如 勒 具 格 所 指出 的 只 适用 于 “几乎 到 处 ” 
这 炳 的 苹 数 。 

演 考 应 亢 得 , 妇 果 机 数 F(z) 在 区 阿 [a 妇 内 有 溃 禄 导 画 数 mr(z)， 其 按 
此 导 丙 数 不 难 用 下 列 定 积分 “ 注 复 ? 原 责 数 [155 段 和 183 段 (12")] 


Fe) mm CB) [ricsyar+t 0. (8) 


但 在 导 画 数 不 囊 稿 ( 训 使 是 有 蜡 的 ) 的 情形 , 仅仅 因为 "(2) 的 歼 曼 积分 可 能 
不 存在 。 这 个 公式 就 可 能 无 用 了 ,在 1881 和 忒 伙 尔 圣 拉 就 已 做 出 这 种 例 于 。 
所 有 这 些 情 妃 就 构成 建立 新 的 广义 的 积分 构 念 的 定义 的 理由 。 
我 们 对 有 界 豆 数 f(z) 


人 听 下 是 对 于 这 一 情形 怕 贡 远 在 委 韶 之 前 就 咯 过 这 个 定义 。 


一 上 /中 一 
人 AHB (wreb) 
来 觅 明 转 只 模 的 积分 定义 的 主要 忆 洒 。 贡 具 椒 是 将 启 变 数 变 化 区 六 分 算 ， 
而 是 将 和 包 含 国 数值 的 区 隔 L4, B] 分 段 : 
et 
打 且 考 虚 那些 使 图 数值 介 乎 岂 旧 yn 闻 的 点 的 撮合 Ei (i 二 0, 1 一 1): 
YE ED irl: 
在 太 1=Jirr 一 不 天 时 所 有 这 些 点 于 实 上 彼此 接近 ， 例如 网 虱 与 相差 很 
小 。 将 所 有 这些 值 都 岳 成 纪 而 乘 以 集合 下 的 测度 并 柚 出 其 和 


Sy mE . (9) 
时 


当然 , 此 时 乳 候 狐 [a, 5] 中 使 丽 激 了 (2) 的 值 介 竹 任何 责 激 与 B (8> 四 间 的 
悖 些 点 < 的 饥 合 总 是 可 浏 的 ， 只 有 效 桩 的 夯 数 地 是 勒 大 格 所 游 虚 的 并 且 称 
之 为 可 测 的 。 对 于 总 和 (9), 不 论 了 (x) 是 怎样 的 可 油 夯 阁 , 在 Axi- 0 恒 存 在 
一 有 限 的 极限 ; 它 就 是 曾 数 f(x) 由 “ 亚 5 的 对 员 格 积分 而 吉成 


cjrom 


考 民 覆 积 分 的 应 用 范围 比 克扣 的 广大 多 了 。 特 若是 借助 迁 具 格 积分 永远 可 
以 按 有 漠 导 图 数 了 "(x) 来 “恢复 "其 原 图 数 下 (2) 


Fa) 志 Drazto. (Bay 


荡 员 必定 义 也 可 推广 型 无 界 图 阁 的 情形 ;此 时 所 得 积分 是 息 对 收 钱 的 。 

后 来 积 分 概 金 还 有 了 进一步 的 推广 一 推广 到 积分 可 以 不 是 艳 对 收敛 ,但 其 
有 太古 窗 的 应 用 。 
泊 的 红 站 痊 是 时 果 洁 大 Ca 借 折 下 自 卫 必 也 本 习 re no oe 及 挤 金 
院士 (Iarozaii Hakonesuy Ny 1883—1950), 下 面 举例 引 桓 催 个 基本 定 
理 ; 第 一 个 恬 于 叶 果 党 夫 , 第 二 个 中 于 重金 。 它 们 去 明了 , 忌 管 现代 西数 跑 所 
研究 的 对 得 非常 一 般 ; 但 在 某 种 意义 上 ， 所 与 而 典 分 析 的 联 系 总 是 不 断 的 。 定 
理 如 下 : 

I 任何 可 测 画 数 序 草 {f(z)}， 具 要 和 忽 暑 扫 个 测度 任 闪 任意 小 的 点 集 , 则 
其 向 极限 画 数 7 fi) 的 收 化 性 就 或 为 均 习 阅 。 
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下 任何 可 测 醒 数 Fo)， 只 要 忽 聊 某 一 测度 任意 小 的 点 梨 , 则 它 就 成 为 姻 
粮 的 。 

莫斯科 学 小 前 功 夸 不 仅 在 于 实 变 画 闸 论 本 上 沁 的 进一步 发 展 , 记 宪 现 子 将 
其 各 合肥 五 法 应 用 干 曙 的 分 析 部 门 里 以 及 松 率 次 星 。 

至 今 我 们 所 识 的 只 二 所 刘 座 性 蛛 数 询 ， 甩 利用 移 主 庄 是 点 集 的 测 诺 将 
念 。 新 的 图 数 驴 的 另 一 分 支 , 所 滑 措 述 图 数 答 , 导 源 于 内 尔 (1899 年 ) 及 勒 具 
格 (1905 年 ) 的 著作 , 在 簿 这 图 数 洽 中， 按 腿 不 连 镇 两 数 和 如 何 由 逐步 取 极 限 而 
形成 的 骤 点 ， 研 究 它 们 的 构造 科 性质。 这 些 研究 紧 容 联系 党 找 述 集合 洽 , 这 
蜂 研 究 的 尼 由 区 册 (或 烛 形 等 用 一 系列 简单 运算 所 得 三 的 越 来 身 复 染 的 感 | 
要 类 。 在 和 这 种 理论 的 进一步 深入 发 展 中 起 主导 作用 的 也 是 削 金 及 其 学 生 举 。 

这 里 我 四 评 提 一 提 一 枝 数 学 分 析 , 且 所 给 鬼 选 醒 数 蔽 。 它 所 处 理 的 是 坪 
狼 的 近世 才 出 法 闽 题 ,利用 种 种 分 析 工 具 ， 例 如 最 箱 单 的 是 代数 多 项 式 及 三 
和 角 多 项 式 。 

切 凤 谢 夫 (TadEyrni Jeponnd Te6mm63) 次 其 “所 饥 焉 行 外 边 形 机 构 理 
前 "中 C1854 年 } 芝 中 指 且 , 戴 劳 炎 瘦 段 


Tao fC) + SE Cea) tt Ls) 


当 作 机 小 (2) 卖 示 武 时 只 罕 点 z= 附近 比 别 的 同 次 多 项 式 好 些 。 和 如 泉 菊 
的 是 在 固定 区 并 [o 可 内 用 ， 下 多项式 近 位 裘 示 画 数 的 ， 风 "村 在 喜 区 间 内 
它 与 f(z) 的 离 莽 的 界限 小 于 所 有 其 他 辣 次 多 项 式 的 帘 差 界限 "时 戴 劳 多 项 
式 还 不 知 别 的 多 项 式 Pu 人 人) 好 。 如 此 第 一 次 类 轴 了 “最 估 近似 允 顺 式 * 的 加 
请, 由 这 种 多 项 式 以 
na | Pntr) 一 天 (| 

有 最 小 可 能 值 这 个 条 件 为 其 定 允 此 值 式 通 党 守 以 (J)。 切 及 沸 类 的 研究 

在 1885 年 天 尔 其 脸 扯 基 发 表 了 -个 定理 [ 278 自 ] 击 此 明 由 了 对 [am 加 

内 任何 束 往 面 数 了 (z) 有 

lim B,Cf)=0; 
当然 , 反 过 来 只 机 这 个 关系 成 立 认 数 了 也 就 必定 束 煤 。 这 就是 苑 数 /的 构 光 
性 慎 ( 带 烤 性 ) 号 万 .( 让 的 性 态 ( 趋 于 0) 之 阳 的 相互 关系 的 最 简 的 例子 。 


吕 开 .J. 切 具 而 法 全 集 卷 (科学院 出 版 槛 1947)23 一 51 再。 
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切 只 响 夫 和 维尔 斯 脸 拉 斯 交 想 法 在 6. 了 ， 伯 局 斯 坦 院 上 ( 生 于 1880 年 ) 
及 其 他 和 苏联 数学 过 以 及 美国 学 者 世 洲 组， 杰克 松 (1888 一 19467 等 的 册 究 中 
有 了 重 吉 的 发 形 。 其 奔 在 这 些 著 作 中 的 一 条 鲜明 钱 求 是 丽 数 Fa) 的 微分 性 
大 及 其 他 构造 性 厦 与 B.C) 趋 提 于 0 的 速度 的 粗 巨 影响 。 


VI， 渗 通 分 析 


这 是 数 沧 分 析 中 最 年 轰 的 一 枝 : 它 算 起 来 还 凡 有 几 十 年 的 历史 ! 活 计 分 
本 的 监生 与 下 面 的 请 况 有 关 , 有 侄 阜 看 很 不 相干 的 东 耳 ， 孝 可 以 注意 到 共 间 
有 落 类 似 的 地 方 ， 因 此 局 发 人 们 以 它 全 之 由 只 选取 芙 正 属于 本 质 的 去 面 , 以 
使 寻 冰 将 它们 统一 起 来 的 概 爹 ， 以 及 谍 驶 概括 有 关 它 们 的 个 别论 证 的 一 条 
旅程。 

这 里 值得 注意 的 是 , 所 考虑 的 对 条 的 集合 通常 都 在 某 些 古 面 -与 瑰 活 空 亲 
宵 枉 亿 之 处 。 巡 些 焦 合 也 就 中 代 空 间 ， 虽 然 其 元 素性 持 上 可 以 十 各 色 各 样 
的 ; 像 曲 萎 或 此 面 , 自 赤 数 巡 入 严 化 的 一 元 务 数 或 多 元 男 数 , 实数 的 有 限 秀 或 
序列 ( 即 芭 和 月 基数 为 自 变数 人 香 的 各 数 ), 壬 等 。 这 类 “空间 ?我 们 已 纸 在 135 段 
( 俯 厅 贷 术 空间 )，418 段 ( 速 入 画 数 空 间 ) 发 前 面 讲 变 分 法 历史 的 部 分 星光 
温 曲 纹 或 速 辕 可 微分 画 效 )? 温 到 过 。 

在 这 种 空 阳 了 = {o} 里 所 二 虑 的 及 所 慌 痊 的 是 泛 画 算 子 

y=U(x) (10) 
(寻常 “ 夯 数 ” 概 人 金 的 推广 ), 它 按 革 种 规律 或 法 出 对 工 的 每 一 元 索 * 配 必 同 空 
天 或 另 一 空间 了 中 的 一 个 确定 的 元 赫 加 在 了 就 是 实数 抹 合 的 特殊 情形 ， 元 
汪 5 配 志 一 个 数 ,此 时 活 画 算 子 就 下 做 泛 匡 一 一 这 种 松 合 上古 识 变 分 法 的 历 
哆 旦 已 烃 著 过 。 
空间 ,其 中 洒 每 对 点 2 瑟 忒 都 确定 了 一 个 中 语 (" 晓 量 图 数 ”)， 即 具有 下 列 
性 质 的 一 个 非 负 锋 数 p(x, 到: 

1T) plz 了) 一 0 等 价 于 x 二 

2) ppl, 2) = pl ET); 

3) plz 二) 二 p(w FB) 十 plz [三 角形 公 更 ?, 参半 125 及 418 段 ]。 

区 {zj 收 钙 于 般 焉 元 来 加 以 上 下列 关系 为 其 定义 ， 

Ca 一 


在 入 消 形 我 们 号 


一 4 一 - 
才 一 lirnr， 或 2 一 了 
现在 举 几 个 庶 量 空 关 的 例子 。 
上 ,篇 本 空间 -一 一 引 的 或 一 肖 亿 肛 介 je 
在 一 扑 的 情形 元 来 7x 就 是 兴 数 ,而 
pl H) = 平一 于 | ， 
在 ml 时 了 苑 姜 闻 是 实数 序 得; 了 = (8 to 5) 下 里 二 是 后 的“ 坐 
标 ”。 在 这 情况 
pry BE) = VO Et En) 
看 表示 点 的" 侍 标 ”。 
B. 区 肌 [a 内 的 迹 祝 醒 狂 = 二 x( 引 的 空间 带 有 度量 
plmy TY xs 太一 区 (| 。 


.BB. 同 上 站 集合 ;但 澳 了 咏 一 仲 度量 ; 


PLT 区) 一 Wise a 


[zatt)— E(t) 


: 


[参半 418 段 附 站 -。 
让. 实数 序列 
T= CE Eg "rs Ens dy 
其 者 朗 数 半 收 全 的 空 间 度 量 是 


和 和 上 里 四 


站 各 mK) = -NE 一 下 


区 有 内 实数 序列 室 间 , 带 有 度量 
px, 5) =supl én — Fnl, 


利用 “三角形 公 理 " 不 难 证明 , 对 任何 论 量 襟 阅 ， 由 收 促 性 元 素 序 询 {z，} 
的 收 化 于 秘 限 元 计 x 可 推 用 下列 与 已 知 的 波 泵 察 吴 -让 岗 和 条件 相 亿 的 条 件 
[大 交加 度 ]; 
a zn Fa) 有 
反 江 来 强 ， 芭 着 非 在 一 切 诬 蛙 空 轩 对 衍 个 满足 这 个 条 件 的 序列 好 小 者 
存在 极限 元 素 rz。 那 些 使 这 种 极限 元 素 己 企 在 的 室 间 时 做 完全 空间 。 上 列 
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A B,T, 就 是 完全 空间 的 例子 , 而 B 斯 是 不 完 硅 的 中 。 

现在 ， 为 了 使 该 考 有 明白 活 男 分 析 中 这 种 高 麻 拖 象 己 及 一 般 性 的 用 处 , 我 
全 举 现代 泛 图 分 析 创 着 人 之 一 被 兰 数 学 家 巴 拿 凋 〈8，、Fanach，1892 一 1945) 
的 一 个 定理 为 例 。 访 定理 好 FF: 

设 给 了 二 个 放 枚 算 对 (10), 定义 在 党 全 度 其 空间 瑟 = (2 内 并 且 将 外 的 
元 素 ? 仍 映射 为 同一 罕 阅 中 的 元 素 。 如 果 同 时 僵 有 

ot tm), UR) Earpts, Ft), Tm 0 

昌 存 在 (并 且 是 惟一 的 ) 一 点 史 使 


Ulio) = Po. C11) 
这 种 点 鲁 做 算 子 五 的 不 变 点 ; 它 无 非 荐 芝 男 专程 
下 一 末 fTr) 


的 "很 ”。 
下 面 的 想法 可 洽 作 古 昌 的 铸 索 。 如 果 z 是 任意 一 点 ， 防 加 是 一 个 不 普 
点 (我 们 然 假 洲 共存 在 1), 则 
MU VR) = ptU ED, Wo) EQ pl yy) 
如 此 元 来 =U(Cr) 要 比 z 离 zo 近 些 | 自然 会 由 加 生发 重 复 这 种 过程 : 
pCU {CTD th) Em pT Vo) Em: At To ) 
而 元 颖 zo=D(m1) 时 接近 于 zoo 和 近 渤 局 发 我 们 想起 ， 出 性 一 所 取 元 结 z 用 
发, 重复 施行 算 于 而 伍 二 一 序列 的 元 来 
wD), mV wa=U (et) (12) 
可 县 明 这 个 序列 fz。} 是 潇 足 波 尔 察 牙 - 末 条 件 , 由 此 (因为 对 葵 是 完全 
空间 ) 可 推出 它 收 做 竹 某 一 极限 元 素 w。 名 后 可 证 明 这 就 是 所 冰 的 不 变 元 素 
《昔日 还 是 惟一 的 ?。 秆 明 程 序 如 时, 并 和 蔡 不 诗 耶 。 
辟 考 要 注意 到 控股 形式 《13) 应 用 乏 小 逼近 波 就 可 求 得 mm。 有 我们 不 难得 
到 第 % 实 台 和 近 的 估计 ; 
pf 9) 三 Man, (WH 为 常数 ) 
现在 举 几 个 各 方面 的 问题, 它们 可 以 利用 这 “不 变 点 原理 "来 立即 解决 。 
1) 理 诅 太 交 学 时 的 获 基 “党 | 营 持 沪 程 ” 
T= £' sin ， {13Y 


串 这 种 空前 ， 划 束 在 其 中 话 社 所 有 建 问 其 吾 方 寿 基 勒 具 格 可 积 的 不 速 钙 图 烧 
所 直 出 可 能 成 党 全 的。 在 此 机 个 “用 孚 到处? 一致 的 画 数 关 作 是 空间 的 间 一 光 素 。 
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责 定 所 滑行 星 候 近 所 角 凡 已 都 知道 的 是 其 平均 近 虐 角 ra 及 行星 圾 道 高 心 
歼 EUE<T)。 

就 “空间 ”就 是 爹 体 实数 所 成 鬼 集合 (关于 &)) 而 " 近 图 算 于 ”就 是 数 详 
量 z 的 一 个 寻常 夯 数 : . 

Ur) = rm 2 sin%, 

显 狼 , 这 个 算 子 的 不 变 虚 zy 恰好 就 是 所 求 的 方程 (13) 的 简 。 

因为 

站 CT 和 DCE = Um) UE 一 和 1 sin 一 sin 工 ] 宕 

| EE Is -El = Ep(r EE), 
其 怠 定 理 的 条 件 实 现 。 如 引 , 我 们 可 晰 定 方 穆 人 13) 有 一 个 惟一 的 根 ,而 其 
证 算 可 用 逐步 才 近 法 沪 进 行 。 

2) 设 答 了 一 个 第 二 类 上 弗 雷 德 贺 尔 姆 积分 盛 程 , 含有 尾 坊 数值 宥 变量 X: 

局 
ss)=f6s) + [ECs, {a(t)ab 14) 


这 里 了 (8) 是 区 了 间 [5a; 如 内 的 一 个 严 秆 国 数 ,而 KCs, t) 晨 在 正方 形 [a, b; a, 58] 
内 囊 往 的 融 数 ， 舌 且 设 要 拷 的 是 这 个 方程 的 右 种 解 z(3)。 辽 里 襟 同 革 就 是 . 
Lm 妇 的 违 矿 国 数 的 空间 , 其 中 有 度量 

pm EY 一 x [xct)— z(t)| 
( 泛 产 6), 筑 邓 ， 
Frfz)= 6) 4 {Ks, tar 二 
将 每 个 奸 炉 一 数 ztt) 仿 变 为 一 个 s 的 如 炉 本 数 。 这 算 子 的 不 变 点 办 (0) 并 
然 就 是 古 程 (14) 的 解 。 

我 俏 来 匠 醋 一 下 定理 的 条 件 。 眠 然而 数 可 是 有 界外 ; 
IK(s, | 过半 〔 天 党 沼 数 ) 


期 月: 
bh 

p CO) TEN = IX. max 全 ce [zf 人 一 Et] 二 
他 环 各 过. 访 吕 


| | = |] -Mb a) -pry E}, 


鱼 开 可 昂 只 辟 


1 
| 二 而后 二 2 
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规定 理 的 条 件 就 实现 了 。 所 以 , 对 和 变数 》 充分 小 (经 对 ) 的 值 方 程 (14) 有 收 
一 的 解 zo(1), 它 也 同样 可 用 逐 举 淘 近 法 得 出 。 
3) 最 后 一 个 网 ， 我 们 来 看 方程 个 数 及 未 知 数 个 数 都 是 无 穷 (但 可 数 ) 的 
联 立 全 性 方 得 组 的 解 的 了 六 是 ; 这 种 方程 粗 骨 可 和 写成: 


ti= DG rtst bs (=1,2,3,.), (15) 
二 4 
这 里 gj,% 及 太 是 弓 知 的 柔 数 ,而 是 是 未 知 数 。 假 长 秒 涩 max 及 六 满足 条 件 
Des #1 158 (i=1,2,3,."). 《16) 
卜 一 上 
我 们 感 兴 孝 的 是 到 程 硼 (15) 的 有 蜡 解 , 即 满 足 方程 粗 (15) 的 有 界 娄 序列 {£4}。 
茂 考 容易 明白, 这 里 应 襄 用 有 界 序列 = {#0} 的 空间 用 一 一 具有 度量 
Pl, B) =snp | Ed 


做 基础 (参半 由 。 等 式 


m= Das pttt by (f=1, 2, 3 (17) 
下 一 卫 
将 年 一 租 有 界 的 x= 1t%} 都 变换 油 一 租 仍 然 是 有 界 的 (中 于 {16))y= 1 部 
仍 扣 是 室 弄 瑟 的 一 个 元 霄 ; 算 子 Cm) 就 由 于 确定 。 和 如 果 再 取 一 个 元 素 = 
二 (和 奈 }; 刚 此 第 子 的 相应 香 冯 2) 将 为 元 素 亲 = {和 }， 可 由 类 似 (17) 的 等 式 所 
确定 。 央 为 [ 效 不 等 式 避 人 6) 的 第 一 个 ] 


Pty, Y¥) -so Sjas 有 二 一 在 sp| iti|=0r p(tz, FY, 
后 二 1] 


所 以 按 误 定理 所 求 的 解 存在 ,并 和 且 是 唯一 的 。 赎 解 也 可 用 逐步 融 近 法 得 内。 

如 此 多 样 的 问 生 而 能 由 同一 视 据 且 发 来 解决 , 这 是 一 件 很 有 邯 肖 意义 的 
事 请 。 这 例子 使 室 首 能 买好 地 了 解 话 丽 分 析 的 一 般 定理 能 如 何在 了 种 方面 
找 独 用 处 。 这 种 着 来 如 此 抽象 的 方法 , 其 力量 就 在 于 : 它 以 最 测 单 的 形式 来 
研究 种 种 对 象 及 其 间 的 关 和 柔 ,而 不 性 虚 闪 对 间 题 不 重要 的 特殊 性 。 这 也 就 是 
数学 以 往 的 发 展 远 常 走 的 这 样 的 道路 

为 了 强 珊 整个 泛 画 分 析 的 总 义 { 自 然 我 们 只 接 后 了 它 的 和 步 康 理 ), 只 要 
提 到 泛 国 分析 ( 指 其 较 高 深 的 部 分 ) 在 现代 理 毫 入 更 器 有 了 重要 的 应 用 ,尤其 


是 在 量子 力学 旱 , 而 它 无 话 地 又 反 过 求 影 响 了 泛 妇 分 析 的 发 展 。 


i 
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如 此 ,展区 克 最 了 了 个别 学 任 甚 至 整 代 的 学 考 们 的 钳 强 和 迷惑 ， 人 


er eh ee Ne te er eT ee. 


避 和 的 分 本 及 了 村 二 总和 在 放 认 分 和 本 
发 导 规 律 而 起 吏 ， 随 后 才 丰 闻 应 用 而 充 奖 起 来 。 分 析 的 各 个 分 校 相互 北 表 ， 
而 在 保持 共 网 有 网 题 和 方法 之 下 形成 一 个 整体 。 


